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Transmission suivant deux trajets a évanouissement
de Rayleigh : récepteurs optimaux

Georges TZIRITAS *

Analyse

L’auteur étudie la propagation simultanée suivant
deux trajets dispersifs distincts et stables de distance
temporelle connue. On supposera que les paramétres
aléatoires de la propagation sont tels que le module
du signal re¢u suit la loi de Rayleigh et que sa phase
suit la loi uniforme, ceci pour les deux trajets. L’ auteur
décrit la structure du récepteur optimal pour la détec-
tion simple et pour la transmission binaire et il en
évalue les caractéristiques telles que les probabilités
d’erreur instantanées ainsi que d’autres indices mesu-
rant la qualité de la transmission.

Mots clés : Propagation onde, Propagation trajet multiple,
Evanouissement Rayleigh, Canal avec bruit, Canal dispersif,

Récepteur optimal, Détection signal, Détection binaire, Qualité
transmission.

TRANSMISSION OVER TWO PATHS
WITH RAYLEIGH FADING
OPTIMAL RECEIVERS

Abstract

Propagation over two paths dispersive channel is
investigated. The time delay between the two paths is
supposed stable and known. The channel is a random
one followiiig two statistical laws for the independant
two paths : a Rayleigh law for the modulus of the
received signal, and a uniform law for the phasis.
The structure of the optimal receiver is given either
Sfor the simple detection or the transmission of binary
data. The probability of instantaneous error as well as
other parameters related with the quality of transmis-
sion are also evaluated.

Key words : Wave propagation, Multipath propagation,
Rayleigh fading, Noisy channel, Dispersive channel, Optimal

receiver, Signal detection, Binary detection, Transmission
performance.
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INTRODUCTION

Dans de nombreux cas de propagation (ondes
électromagnétiques dans I’ionosphére ou [|’atmo-
sphére, ondes acoustiques en milicu aérien ou sous-
marin), le signal recu peut avoir suivi différents
trajets de propagation. Nous étudions dans cet
article le cas de propagation a deux trajets. Par
exemple en propagation ionosphérique, ’onde qui
est le support physique du signal, peut &tre diffusée
et réfléchie par deux couches situées a des altitudes
différentes (Fig. 1).

Etant donné que la réflexion sur les couches iono-
sphériques est due a un grand nombre de diffuseurs
en mouvement d’agitation « thermique », pratiquement
indépendants entre eux, le signal recu est considéré
comme la réalisation d’un processus aléatoire qui
sera considéré comme gaussien parce que le théoréme
central limite est applicable.

Pour certaines transmissions, la moyenne du pro-
cessus aléatoire décrivant le signal recu, est nulle,
ce qui veut dire que 1’évanouissement suit la loi de
Rayleigh. Cette hypothése est justifiée par les résultats
d’expériences effectuées en propagation ionosphérique,
en propagation troposphérique (sans visibilité directe

* CEPHAG - ENSIFG. Domaine universitaire, B.P. 46, 38402 Saint-Martin-d’Heres.

1/10

ANN. TELECOMMUN., 36, n° 11-12, 1981



586 G. TZIRITAS. — TRANSMISSION SUIVANT DEUX TRAJETS A EVANOUISSEMENT DE RAYLEIGH

A7 20

emetteur

entre émetteur et récepteur) et en acoustique sous-
marine [11].

La distance temporelle entre les deux trajets est
supposée constante et connue avec une précision
au moins égale a ’inverse de la largeur de bande du
signal émis. En pratique, cette distance peut varier.
Si elle fluctue dans I’intervalle de la précision admise,
les récepteurs proposés ne sont plus optimaux mais
ils sont acceptables. Si les fluctuations dépassent de
cet intervalle, le récepteur doit &tre adaptatif.

La synthése du dispositif d’adaptation déborde le
cadre de notre étude. Mais il est évident que si le
récepteur s’adapte aux variations de la distance
entre trajets, I’évaluation des performances reste
valable, avec la précision de ’adaptation.

Le sujet principal de notre étude est la description
et I’évaluation de Ia qualité des récepteurs optimaux
en détection simple et en transmission binaire. Les
résultats sont donnés par les équations (20), (24) et
(44), (45), (47), (48), (50) ainsi que par les figures 4
et 5.

Dans [1], on trouvera un développement plus
complet de I’étude de la réception optimale dans le
cas de trajets dispersifs et plus particuliérement dans
le cas de trajets multiples.

1. MODELE
DE LA VOIE DE TRANSMISSION
ET POSITION DU PROBLEME

Nous allons décrire les caractéristiques du signal
transmis, la dispersion et 1’évanouissement pertur-
bant le signal et le bruit additif. Le signal transmis
est supposé a bande étroite autour de la fréquence
porteuse f; , et nul en dehors de I’intervalle de temps
[0, 7]

(1) f(r) = /2 Re[f(z) ™), 0 <t < T,

ot f(¢) est I’enveloppe complexe du signal et le facteur
J2 sert a la normalisation de 1’énergie, i.e.

E, = Q:f’-(t) dr = i: [f(H)]? dt,

E, désignant [’énergie transmise.
L’enveloppe complexe f(¢) s’écrit :
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récepteur

Fic. 1. — Exemple de propagation ionosphérique
suivant deux trajets.

2-path propagation via ionosphere.

fr) = fu(6) — it
Donc le signal réel transmis est :
f(2) = 2 [fo(2) cos2r fo t + £,(f) sin2 = £, 1.

Le signal transmis emprunte deux trajets en subis-
sant un affaiblissement et un déphasage aléatoires sur
chacun d’eux (Fig. 2). Ces deux évanouissements sont

#ld
N = 0
f(t) ' s(t) 7(t)

2

e I

FiG. 2. — Modéle de la voie de transmission.

Channel model.

supposés indépendants statistiquement et leurs carac-
téristiques changent assez lentement pour que [’on
puisse considérer que, pendant la durée 7 de la
transmission, ils restent constants.

Le signal regu est :

s(1) = /2 a,[f(t) cos2m fot +0,) +
(1) sin 2w for +0,)] +
V2 ay[f(t—L) cos2nfor + 0,) +
f(t—L) sin2w fo 1+ 0,)],
= /2 Re[(a, e {(¢) -+ a, e f(t — L)) &2/,
ol L est la distance entre les deux trajets, supposée
constante. L’enveloppe complexe du signal regu est
ainsi :
2 3t)= o, f(t) + o, ft—L), 0<tr<T+ L.
En supposant que les évanouissements a; et a,
suivent la loi de Rayleigh, que les phases 0, et 0,
sont uniformément réparties dans un intervalle de
durée 2 =, et que a, , a, , 0, et 0, sont indépendants
entre eux, on obtient des variables aléatoires com-

plexes «,; et o, gaussiennes, centrées et indépendantes.
Leur densité de probabilité est donnée par

@) pl) = — elalo
T G
— 00 < Re(ak)’ Im(dk) < 0 ; k= 1’ 2,

@ = var {o}.
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La moyenne de I’énergie regue est

@4 E = E%\O [s(1)|? dtg = (9, + q2) E¢ .

Aprés traversée du milieu dispersif, le signal subit
une perturbation additive provoquée par un bruit
supposé blanc et gaussien de densité spectrale N,.
Nous désignons par fi(r) son amplitude complexe
relative a f;, , et nous écrivons formellement sa cova-
riance complexe (voir [4])

(5) E{fi(r) fi* (t — 7))} = Ny 5(x).

Nous allons étudier la structure et les performances
des récepteurs optimaux relativement & deux types
de problémes. Le premier est celui de la détection
simple ou décision sur la présence ou non d’un signal.
Le deuxiéme est, pour une transmission binaire,
celui du choix entre deux signaux d’énergie égale.
Le critére d’optimalité choisi est la minimisation de
la probabilité d’erreur a la réception.

2. DETECTION SIMPLE

Nous testons I’hypothése H, de présence du signal
f(t) contre I’hypothése H, de bruit seul :

H :f() =58+ 1), 0<¢tr<T+ L,
H, : #(t) = fi(z), 0<tr<<T+ L.

Pour que la description du probléme soit compléte,
nous définissons un coefficient d’autocorrélation du
signal transmis.

*T+ L

(6) b= \0 f(0) P — L) dr.

2.1. Structure du récepteur optimal.

Le récepteur optimal est du type filtre adapté
suivi par un circuit & réponse quadratique (7). Si
y(t) est la sortie du filtre adapté a f(r)/ N, , Uinfor-
mation nécessaire et suffisante pour la décision
optimale est contenue dans le vecteur 7 deséchantillons :

_ Y(T) 7
o =[] =[5
ou
® Fi= (r) F%(r) ds,

i) f*(t — L) dr.

Fy =

1 T+ L
s
1 QT—&-L
Ny Jo
Ainsi définies, les variables 7, et 7, sont complexes,
aléatoires et suivent une loi gaussienne.

On définit aussi le vecteur 7 :
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. . 1§T+L~ F) 4
® =N ) fi(r) £*(z) dt,

fi, = ]%R +Lﬁ(t) f*(t — L) dr.

Dans I’hypothése H, , aprés transmission du signal
f(r), le vecteur 7 s’écrit :
(10) Fy = ayy + au*y + 7,

Fo = oapy + oy + A,

ol v = FE,/N, est le rapport de 1’énergie transmise
a Pénergie du bruit de réception.

Dans I’hypothése H, de non-transmission, on a :
¢ 1) Fy =

ra

=

1>

I
=

2 -
Une statistique suffisante pour la décision optimale
est :
(12) [ =F*(Ke' —KiY)F,
ol K, et K, sont les matrices de covariance du vecteur

7 conditionnellement aux hypothéses H, et H,
respectivement.

Cette forme de statistique pour des variables
aléatoires réelles gaussiennes est donnée dans [7]

1 wp*
[(Q1+qzly~12)‘{+l (g, +q) v+ 1D f’**]
@i +g)y+Dp  (qu|p*+a)y+1 1"

Alors la statistique suffisante devient :

1=

1
(14) /=100 + @[] + 61+ g7 —

2q, q;yRe[F 75 u]],
ou :

A=q, (0 — DYy + q19,7 + L.

La figure 3 donne le schéma du récepteur optimal.
La fonction de transfert du filtre adapté est
(1/No) F(jw) e=1T ot F(jow) est la transformée de
Fourier de f(z).

Les termes croisés disparaissent si . = 0 i.e. si
le support de la fonction de corrélation du signal
est inférieur & L, distance entre les deux trajets.
Remarquons aussi que toutes les pondérations font
intervenir le rapport signal sur bruit. Or pratiquement
on ne connait pas souvent trés bien ce rapport. Si
I’on peut considérer qu’il est suffisamment petit
pour que le rapport signal sur bruit sur chaque trajet
soit encore petit devant 1, on pourra négliger g, v
dans les pondérations et utiliser la statistique
Iy = q,|F1|* + q,|F>|> Si l'on peut considérer que
ce rapport est assez grand, on pourra utiliser la
statistique /, = |F;|? - |F,|> — 2 Re (7, #§u). Dans
tous les cas, ces deux statistiques sont sous-optimales
du point de vue de la probabilité d’erreur.

ANN. TELECOMMUN., 36, n° 11-12, 1981



588

F A F’«ei-:x’
cos 1, t J‘ ACIEN F
'c(t | + l,t:T
I /\:®_’ te TaL
FA.
RASIEE

@
2
.
‘ _
m-ﬁ M
=»

|
Ie

Y

r— .(A‘} -

TS

G. TZIRITAS. — TRANSMISSION SUIVANT DEUX TRAJETS A EVANOUISSEMENT DE RAYLEIGH

d,u

F1G. 3. — Récepteur optimal pour la détection simple.

FpBI : filtre passe-bas idéal,
FA : filtre adapté,
w=u+jv,
d :‘h(l + q;l), dy = q(1 +4q;7)
1 A A

2q,q
. dyy = 1AzY

Optimum receiver, simple detection.

2.2. Calcul des caractéristiques de qualité.

Dans Ia suite, on étudie les performances du récep-
teur optimal. Comme indice de qualité, on considére
la probabilité d’erreur, et une mesure du rapport
signal sur bruit & la sortie du récepteur définie par

_ |EY|H,} — E{/[Ho}[?

(1s) J var {l[HO}

L’indice de performance est présenté en [10].

2.2.1. Probabilité d’erreur.

On utilise pour [I'évaluation de la probabilité
d’erreur, la méthode de la fonction caractéristique.
Soit 0,(ju) et 6,(ju) les fonctions caractéristiques de /
conditionnellement aux hypothéses H, et H, respecti-
vement.

Pour le récepteur optimal, on obtient (voir
annexe A)
(16)  0,(ju) = 1/det[/ — ju(K,K5' — I)],

Bo(iu) = 1/det[/ — jull — KoK7 1],

ou les matrices K, et K, sont définies par (13) et
1 est la matrice identité. Si A, et A, sont les valeurs
propres de la matrice K,K5! — 7, ces fonctions
caractéristiques deviennent :

a7 01w = 1J(I —judr;) (I —judny),
Oo(G) = 1J(1—ju 0, /(1 + 2))) (1 —ju ap/(1+ 1))
On peut calculer :

(18)
_ + g, + \//(ql + q2)* —4q, ¢, (1 — l“lz)
- 2

Ay

b
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_ q: + qz_\/(lh + ¢.)? —4q,q9,(1 “lf‘-lz)Y
2 b

Ay oF Ay = (g, +g92) v

Donc les distributions de probabilité de / sous les
deux hypothéses sont obtenues en utilisant la trans-
formée de Fourier (17). Pour A, £ 2, ,

A2

g 51_ (e—xlll_e—xh\z) x>0
(19a) PllHl(x): ( Ai—2, ’ -

0 , x<0,
() + )
X
Ay — Ay
(19 b) PIIHO(X) = (e=*(1+ADIM__g-x1 +7\2)I)\2) x>0,
0 , x<0.

Ayant les fonctions caractéristiques de /, il ne reste
plus qu’a intégrer pour obtenir les probabilités de
détection Py et de fausse alarme Pp :

Pp="Pr{/>yH,;} = : o X
17— A2

(A e~ 3, e=nl),

(20) 1 +-2)( A
Pe— Pr il < gty = 1A+ 2)
7\1_—7\2
M e+ 2y e"’(lﬂz)l’\z)
Lo\ 4+ Ay 142, /7

Si les deux hypothéses sont équiprobables, le seuil
7 doit étre :

Q1) = Indet[K, Ko='] = In(1 + 1) (I -+ 2,).

Cas particulier.

Quand les deux trajets sont de méme énergie
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moyenne et non corrélés, les valeurs caractéristiques
sont les suivantes :

(22) A=4qY, 9.=q;=q.
Les densités de probabilité de / sont donc :
X
T a—xn >
@a) P =] *=0
0, x < 0.
(1 + 2% x
S 22 €
( 0 , x <0,

—x(1 +7\)’7\’ X = 0’
(23b) Py (x) =

et les probabilités de détection et de fausse alarme :

@) Po= (14 u/nen,
P = (I + 91 4 ) e~ 0P,

On donne a la figure 4 les courbes opérationnelles
de Ia réception Pp(Pg) pour . = 0, g, = ¢, et q,/q,
= 10 et pour diverses valeurs du rapport signal sur
bruit (E,[N, = 1, 2, 5, 10, 20, 50).

10

R
O
00 02 o4 05 08 10

Fic. 4. — Courbe opérationnelle de la réception Pn(Pg)
pour une voie de Rayleigh a deux trajets. Les valeurs indiquées
sont celles du rapport signal sur bruit.

----- q, = g, optimal,
q; = gy sous-optimal
— — ¢, 4, = 10 optimal.

Receiver operating caracteristic, 2-path fading channel.

Quand le rapport signal sur bruit est petit et que
P'un des deux trajets est prépondérant, le résultat est
meilleur que dans le cas d’une voie a deux trajets
équipuissants. Si le rapport signal sur bruit dépasse
une certaine valeur (~ 3), c’est D'inverse qui est
vrai. Nous représentons a la figure 4 la courbe obtenue
avec un récepteur sous-optimal qui n’utilise qu’un
seul trajet sur deux trajets équipuissants.

2.2.2. Indice de qualité J.

Pour exprimer I’indice J, nous utilisons les expres-
sions calculées en annexe A.

5/10

E{¢H} =tu[KKg'—I=2,+2,,
E{IIHO} =t/ — KoK 1= N[+ 2) + (1 +2y),
var{/|Ho} = trf[(I— K, K1 1)?] =

(xl 2 A \2
1+ 2 - 1+ 2/

Donc, en fonction des valeurs propres, J s’écrit de
la fagon suivante :

(25)

< a2 23 >2
I Loy 142/ D3R4 23(14+2 )]
( 2N e NPT R R ()
1+2, 142,
En fonction des paramétres directs du canal ¢, , ¢, ,
du rapport v et du coefficient w, J s’écrit aussi :
26) J=1[qi + g3 + 2 q.q:|u]> +
9,192 (91 + q2) (1— /) ¥ ¥*[lg} + 43 + 24,92 u|? +
29192(9: + ¢2) (1 —|u|?) ¥ +
2qi93 (1 — [u|>? ¥*1.
L’indice J, pour un rapport signal sur bruit donné,
ie. pour Ay -+ A, = constante, prend sa valeur
maximale pour 2, = 0 et sa valeur minimale pour
;\1 = )\2 == ;\.
Pour 3, = 0, J = v2
Pour 2, = »,, J = v2/2,

ol v, = (g, -+ ¢,) v est le rapport signal sur bruit
a la réception.

On donne en figure 5 les variations de J en fonction
du rapport signal sur bruit dans Dintervalle [0, 50],

50
40
e
30 A
1 N
20 ;/2/‘;:/// i /
|
sl
A
10. L
10 20 20 40 50

RSB réception

Fi1G. 5. — Indice de qualité J
en fonction du rapport signal sur bruit (rsB).

q, = gy, sous optirnal,
........... q, = 43, ly'l =0 s
—-— @ = q,  Ju] =05,
""" alq: = 10, IP-[ =0 ,
—— qlq, =10, |p| = 05.

Performance coefficient 2-path fading channel.
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pour ¢, = g et q;/q, = 10 et pour u. = Oet || = 0,5.
L’indice de qualité J fait apparaitre un meilleur résultat
quand un des trajets est prépondérant et aussi quand
les deux signaux correspondant aux deux trajets
sont non corrélés. Ceci confirme les résultats déja
obtenus pour des rapports signal sur bruit petits, en
prenant pour indice de qualité la probabilité d’erreur.

On donne aussi les variations de J pour un récep-
teur sous-optimal qui n’utilise que I'un des deux
trajets équipuissants. On constate que 1’on perd en
indice de qualité J & peu prés 1,6 dB avec le récepteur
sous-optimal.

3. TRANSMISSION BINAIRE

Nous testons maintenant ’hypothése de présence
du signal f,(r) contre I’hypothése de présence de
o) -

H, :¥) =% +1@), 0<r<T+ L,
H, :7(t) =58,(1) + 1i(r), O <t < T+ L.

Les enveloppes complexes §,(¢) et §,(¢) des signaux
regus sont données par (2). Nous supposons que les
deux signaux ont la méme énergie. Le cas du para-
graphe 2 (détection simple) ne peut donc se déduire
de celui-ci. Nous définissons les coefficients de cor-
rélation qui interviennent dans ce probléme

1 T+ L .
(Ba) o=+ RO fi(0) T3(r) ds,

1 (T+L .
(28 b) pik:E\ Fofre—L)yde; ik=1,2
t Jo

3.1. Le récepteur optimal.

Comme le récepteur optimal de la détection simple,
le récepteur optimal comprend deux filtres adaptés
aux deux signaux émis, et suivis par un circuit a
réponse quadratique. L’information nécessaire et
suffisante pour la décision optimale, qui minimise
la probabilité d’erreur, est contenue dans un vecteur
F des échantillons des sorties des filtres :

| 1 T+ L
CF = A SO HOFHOX: 2

1 T+ L
Fy = A SO #(¢) f¥(t — L) ds,

~

Fy = A -\0+ t(¢) F*(r) ds,

] T+ L
Py = A So ¥e) {3 — L) dr.

On définit le vecteur /i en mettant fi(z) & la place de
F(¢) dans (29).

ANN. TELECOMMUN., 36, n°® 11-12, 1981

Dans I’hypothése H, de transmission du signal
£1(2), le vecteur 7 est :

1 ui
1 0‘1‘
30 F=y| Mt [ J+n.
G0 e wn |l
L1z @
Dans I’hypothése H, de transmission du signal
fZ(t)’
¥ ud
~ 21 e* [0(1]
31 F= + n.
@D v 1 155} %2
Ua2 1

Soient M, les matrices suivantes

l Hfl] [ 1 P-Ekz]
32 M - . M = )
(32) 11 [“11 1 22 a2 1

P ué‘&]
M,, — )
12 [mz o

La statistique suffisante pour la décision optimale
est toujours :

(33) [=F* 4+ (Ki' — K37 F
ou K, et K, sont les matrices de covariance de 7 IH 1
et F[H, .

En adoptant la notation (32), nous pouvons calculer
K, etK, :
(34)

[Mll QMll + Mll

K, =

Mll QM1+2 + M1+2]
M12 QMII + M12 ’

MIZ QMI-*:’! + M22

(35)

K _ [M1+2 QM12+M11 M1+2 QM22+M1+2]
2TV My OMy, + My, My, OM,y, + My,

0
ou 0= [qol ‘h] T

L’inversion des matrices K, et K, faite en annexe B
nous donne :

1M M1
O I

M, M,,
} (M, QM + M)~ — Mt 0
Y 0 0]’
Kz—lzl[M“ M1+2]—1+
Y M, M,,

110 0 i
; [ 0 (M, OM5, + Myy)™ ' — M3
et

@7 Ki'—K3'=
1 [(M OMy +M ) —M7! 0 1
;[ 0 M3 (M3 QM+ My,) ]
D’autre part
(38) Mg' — My OMy + M)t =
[q1(1 +4:v) — a4 wi&] Yk
— 4192 Y 92(1 + q.7)] A’ 7
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ou
Ay = q192(1 — !P‘kklz) Y+ (g, + g)y + L.

Nous observons que la structure du récepteur
optimal ne dépend pas de la corrélation p entre les
deux signaux. Il comprend deux branches, chacune
correspondant au récepteur optimal pour la détection
simple du signal concerné (voir Fig. 6). Quant a la

{
Réceptevr | 1
S e T 5 >
rt) 1 §+>__,|
Kécapteur | ”
f,(t) I
FIG. 6. — Récepteur optimal - transmission binaire.

Optimum receiver, binary transmission.

performance, elle dépend de toutes les corrélations
entre les deux signaux exprimés par les paramétres
Ps Hr2, M2

Les observations faites pour la détection simple
(paragraphe 2.1.) et concernant le récepteur optimal
sont encore valables.

3.2. Calcul des caractéristiques de qualité.

On a prouvé en annexe A que la matrice K, K71 —1
contient tous les paramétres permettant d’évaluer
la qualité. Dans le cas présent :

(39 K,Ki'—1I=
(M50M o, + M) X
(M QM+ M, )~ — MY

(M22 QMIZ + M12) X
[(MIIQM11+M11)_1—M1_11]

Mi; Q

M, Q

Nous allons évaluer la probabilité d’erreur pour
le cas M,, = 0 disons d’orthogonalité (signaux
f1 et [, orthogonaux et non corrélés a retard L) par
la méthode décrite en annexe A et déja utilisée pour
la détection simple.

Quand M, = 0, la matrice K,K;! — I devient

(393) K2K1_1“1:
[jwu(juuQA’[u%‘1‘411)—1‘]"[1_11 0 ]
0 M,, Q)

Les valeurs propres A, , A,, A; et Ay de M,
(Mll QMll + M11)_1 — Ml_ll et de M22 Q

sont aussi valeurs propres de K,K7! — 1.
(40)

g9, + 4> +\/(ql —q2)* + 4‘11‘12]#2212
)\1 = 2 Y’

_— ql+q2*\/(q1_q2)2+4q1‘]2|l’~22|2 v
2 = ’
2
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e — Y [qx+q2—\/(41“q2)2+4q1%m11'2+
T AL, 2

g9z Y(1 — ]P«lllZ)] >

11

. Y q1+42*{‘\/(‘11—%)24‘4‘11‘]2“‘11]2
7\4——h +
A 2

q192 y(I — vaulz)J .

On peut constater que :

@1 +g)y=20 20,2020,

Le seuil » doit étre :
4
@n n=InIl (1 + 2,
i=1

pour que la probabilité d’erreur soit minimale quand
les deux hypothéses sont équiprobables.

Or (I +2) A+ 2) =A4,,,
-+ A3) (r+ hy) = IIAu ’
et avec (41), on devra donc choisir le seuil :
n=1InA,JA,,.
Ceci veut dire que pour |u,,| < |iy4], onay > 0.
Dans ce qui suit nous présentons les densités de

probabilités et les probabilités d’erreur pour divers
cas. La probabilité d’erreur totale est

1
42) Pri{s} = 3 (Pr{l < =n|H}+

1
Pr{l>‘/)fH1}) ZE(Pez + P.y).

a) Sidg > % > k3 > Ay q,y 7 gy etfou py # 0,
22 7 0, les densités de probabilités de / condition-
nellement aux hypothéses H, et H, sont :

(43a) Py (x) =

22 e~xIm
M —2)(y—2r) (A —Ay)
A3 e *P 0
bl X > ’
(7\1‘7\2) ()\2‘7\3) (7\2_‘7\4)
] 2 e
M—23) (a—23) A3 —2g)
22 eI
x < 0,

07— 2 0a— A} (e — 30
@38) Py =
Chasn|

)\f e~ (1 +2Dx]x

i —2) (A —2r) (A —2Ay)
7\% e~ (1 +2)x1,

(Ot —2) Ol — ) (g — m] > *¥20,

22 e~ (L +A)xIns

i —=23) 2 —23) (A5 —2g)
22 e~ +rpx]as

| (>\1—7\4)(7\2—7\4)()\3_;\4)]1 x < 0.

i

j(1+kz)[
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Quand v = 0, ic. luii] = |t22],
(44)

4 )\? e—(1+7\1)71'7\1
Po=T+W | oo
R )l(l+mo,_xz)(xl—xs)(m—u)

)\g e-(1+7\z)nl7\z ]
A 2
(1+7\2)(7\1—7\2)(7\2-—7\3)(7\2—’7\4) ’
P . N
27 (A —h)(Ra—1a) (hs—2a)
A
+

(M1 — 2a) 2 — M) (g —Da)
23(1 — e~
(hp— A2) (s — 23) (hy—a)
23(1 — e~ M)
(O —22) Qa—23) (Ra — ) '
Quand v < 0, ic. lees] < lr22]»
(45)
A

) |
P, =1 (142 [aﬁ-‘xo”<xl—fz>< ) (i —he)

2
(T 7)1 — 0 (o — 23 2 — m] +

4 ;\:;(1 . e—(1+7\3)np\3)
R e e
JLA A2 [ (T i) (e ) (ha— 1)
7\2(1 _— e'(1+7‘4)’1'7‘4)
A 2 SR . A
(14+2)(Ai—2) (M—M)(M—M)] ’
23 e
Po—— T3y
: (1 — 13) (A —23) (Ra—2a)
A3 el

A T —
(M —ha) (p—2a) (s — M)
b)y Siny = o A3 —£ 2, ; on est dans le cas :
g, =42 = 49, w22 = 0, g 7= 03

alors, ro= ha = 4V,
o gv( — e
3 — T )
1+ gy — e
N, — gy(l + l%l'ul)
.= LA

1+ gy + |ea)

On a aussi, 7 > 0.

Les densités de probabilité de / conditionnellement
aux hypothéses H, et H, sont :

(46 a) Py, (x) =

X A(a + A+ Al A4l e, =0,
\ T — %) O — )
( 22 e 22 e~
c - ., X<
(—7a) ha—1e) (A= ha) Q3 —24)

(46 b) PlIH‘(x) =
D) [A A (L F28) (L Aa) x—

[ 21 2a) F A ha(l 2 + Asha(LH 0] X
e+ [(h; —23) (A —Da), X =0,

(7\1—‘7\3) (7\3—7‘4)
MBA+E2)A+23)  aaaon
AT AN T T - Dl < 0.
=) (o — ) © 3
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Les probabilités d’erreur sont :
@7 P, = [7\%(1 + M) (L + ) <1 (1 + 7\1)\> o
(A —2a) (A —ha) N
A a1+ )+ Maa(d 4+ r3) + 7\2\4(1 -+ )\,):I v
(A —2s) (hy—2a)
e—(1+7\‘)r,p\1 ,
. T Mo
TV W v S W W IR W
M+ 7]/}\1)—‘?\1[7\4(7\3 -+ 7\4)/4‘ Aada] e
(M —r3) (A1 —2Na) '
) Sing # Ay hs =M c’est-a-dire que :

P,

q, = 42— ¢4, M11:0, 51'22750,
le cas est symétrique du précédent, donc la probabilité
d’erreur totale est la méme.
d) Si », = k3 = 0, onest dans une situation limite
ou g, == 0 donc on a un seul trajet.

q1Y
=gy, M=— > 1=0
1 q1Y 4 14 qry m
Le résultat est bien connu
(48) Prie} = 1/(2 + 4.17)-

e) Sihy = Ay A3 = Ay ; alors
91 =492~ 9 H11:P~22:0-
Les valeurs propres sont
A=A =4,

__mw

1+ aqy’
Cette fois encore 1 = O.
La densité de probabilité de / conditionné a H, est

(49) Plu,(x) =

o
& (hy— hs)? ("_

' 1 (21,13
(A — M) \Mi—2s

i
\

Ay = A =

2% s
A—2As

> e, x =0,

x> e, x < 0.

A cause de la symétrie,

22 22
(50) Pr{e} =P, = —iﬁ<1 4o
2 (M—Ms) A o— A3

_ 4 + 3qy
Q+ g

Ceci confirme le résultat de J. Pierce et G. Turin
[8, 9] pour des récepteurs utilisant le principe de la
diversité (ici diversité 2). La comparaison des deux
derniers cas de propagation d) et €) indique que pour
des rapports signal sur bruit inférieurs & 4,2 la
transmission  un trajet (g, = 0) est meilleure que celle
a deux trajets.

Nous donnons en figure 7, I’évolution de la proba-
bilité d’erreur en fonction du rapport signal sur bruit
(de 1 & 100), pour la transmission 2 un seul trajet,

Y

pour la transmission A un trajet prépondérant

8/10
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PR{E)

0,001 Lol N R
1 10 100
RSB

FiG. 7. — Probabilité d’erreur pour une transmission suivant

2 trajets Rayleigh 4 modulation par déplacement de fréquence
(FSK).

g, = 0. — gy =4y, |p| =05

~==— gy = O, [LLI =05 ----q,=4,, |£J-| =0

——- qi/gs = 10, || = 0.

Error probability, 2-path fading channel ¥sKk transmission.

(¢9./9. = 10) et pour la transmission & deux trajets
(équipuissants (¢, = ¢,). Nous avons pris t,; = W,»
f: w (indiqué ]p.] a la figure). C’est le cas par exemple
'des transmissions FsK, quand les signaux f,(¢), f,(¢) ont
le méme spectre, mais décalés en fréquence de fagon
que les spectres ne se recouvrent pas.

Nous représentons les courbes pour deux valeurs
de |u| (0 et 0,5). Nous constatons que la propagation
a deux trajets améliore la qualité de la transmission
dés que I’on dépasse un certain rapport signal sur
bruit, qui dépend du rapport des puissances des
trajets (pour deux trajets équipuissants, ce seuil se
trouve a peu prés a 3). Nous constatons aussi que si
le coefficient de corrélation ]pL] est nul et pour un
rapport signal sur bruit dépassant une certaine valeur
(~ 3), le récepteur est plus performant que celui avec

o] # 0.

CONCLUSION

Nous avons étudié le probléme de la détection
simple et de la transmission binaire suivant une voie
4 deux trajets dont la distance temporelle est sup-
posée stable et connue, avec une précision au moins
égale a l'inverse de la largeur de bande du signal
transmis. Le récepteur optimal procéde a un traite-
ment quadratique de la sortie d’un filtre adapté au
signal transmis. La qualité de ce récepteur est mesurée
d’une part avec la probabilité d’erreur et d’autre
part avec le rapport signal sur bruit et les résultats
sont donnés, pour la détection simple, en figures 4

9/10

et 5. Les résultats nous permettent de mieux choisir
le signal a transmettre par cette voie.

Pour un rapport signal sur bruit donné, les per-
formances ne dépendent que du coefficient de corré-
lation p pour la détection simple et les divers coeffi-
cients (i = 1, 2), p pour la communication binaire.
Les expressions données permettent de chercher les
valeurs optimales pour ces coefficients. Pour I’exemple
de la transmission binaire symétrique (Fig. 7), on
constate que, pour des rapports signal sur bruit
élevés (> ~ 3), les performances sont meilleures
si le coefficient de corrélation est nul, i.e. si on élimine
I’effet de la corrélation entre trajets.

ANNEXE A

Test de covariance de 2 vecteurs complexes gaussiens

Nous étudions le probléme de la distinction entre
deux vecteurs a variables complexes gaussiennes
dont les matrices de covariance sont K, et K, et sont de
moyenne nulle. Nous supposons que ces matrices
sont non singuliéres. Nous rappelons 1’expression de
la densité de probabilité d’un vecteur complexe gaus-
sien 7, de dimension N [4].

i
o  ah el g
p(r) - TCN det Kexp( r K r)3
ol 7* symbolise le vecteur transposé conjugué de F.

Le test bayesien, quand les deux hypothéses sont
équiprobables, nous donne :

H
(A-2) | — F+(K7' — Kg1)F = In det K, K7

H;

(A-1)

Nous allons chercher la fonction caractéristique
de / et sa densité de probabilité ainsi que sa valeur
moyenne et sa variance sous les deux hypothéses.

Si 0,(ju) est la fonction caractéristique de / sous
I’hypothése que la matrice de covariance de 7 est K, ,
nous avons

(A-3a)
0,(ju) = E{emlHl}: E{e"" ML T IHI}’
1 —1 —1 o~ -1~
— jor ¥ (K7 'Ky yr—r KT g
n”detKISe Y Lo
1 oV
~ nVdetK, det[K;' —ju(Ki' — K3 Y]’

1
9.0 = GeT—juid — K. K01
On peut de la méme fagon montrer que
1
det{l — ju(— K,K7' D]’

Si les valeurs propres de la matrice (K,K;! — 1)

(A-3b) 0y(ju) =

sont (i = 1 ..., N), nous avons
1
(Ada)  0,(iw) =5 Y
Im{1—ju
< ! 1+m>

ANN. TELECOMMUN., 36, n°® 11-12, 1981
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. 1
0,(ju) = N .
I (1 —Jjuxy)

i=1

(A-4 b)

Pour pouvoir donner une expression de Ia densité
de probabilité nous devons transformer les 0,(ju)
€n somme, comme nous l’avons fait pour N = 2,

La moyenne de / sous les deux hypothéses s’exprime
comme suit :

(A-S@) E¢H,} = EF*(K7' — K5 V)7 | H,),
= E@[/F*(Ki ' — K5 9] H,},
= U[EFFH (KT — K3 Y| H,)),
= tr[/l — K, K31,

(A-58) EU[H.} = t{EG7*(Ki' — K5%)| Hy),
= tr[K,K[! — 1.

Donc
(A-6 a) E{[H,} = N
¢ VoSt
N
(A-6 b) E{|H;} = X2, .

i=1
La variance de / s’exprime comme suijt :

var{l[Hl}:E{r”f(K;1~K2‘1)FF+(K;’——K;I)F]HI}—
(E{/[H,}?,
soit I une matrice telle que
Ki' —K3!' =T+1

et V=TF7
alors E{F* [H,} = 'K+ = 4
et

var{l/[H,} = EF+95+9|H,) — (E{/|H,)?2,
= t[EGV* 59+ H,)) — (E{/| H,})2,
I’élément de la matrice 75+ 35+ est :
N
by = Vv ViV ¥,
k=1
N
E{bij!Hl} = 2 (au Ay + ag; ay).
k=1
Donc
EBIH} = 4% + Atr4
et la variance devient
var{/[H,} = tr4? L+ (tr4)* — (tr4)2,

trd = tr(K,I't) = tr (K, = tr(/ — K,K5Y),
finalement

(A-7a)  var{/|H} = tr(l — K, K;1)?,

(A-78)  var{/|H,} = tr (K, Kt — 132,

En tenant compte de ce que les valeurs propres
du carré d’une matrice sont les carrés des valeurs
propres de la matrice, nous avons :

2
var{l[H1}=EN]< A >,

A8 S\ o,

(A-8 b) var{/|H,} = ZN A

i=1
ANNEXE B

Inversion d’une matrice hermitienne 2 M x 2 M

Soit A4 une matrice hermitienne de dimensions
2 M x 2 M. Nous la partitionnons en matrices M X M

comme suit :
All A12
A=|"1 .
12 A22
La matrice inverse aura une structure identique, i.e.
By B 2]
Bf; By,

Les By s’expriment en fonction de Ay d’aprés
les formules suivantes

ngz = (42, — A}, A7} A12)77,
(B-1) By = — A7l 4, B, ,
(Bn = A7{ + A7l 4,, By, A}, A7t

A—I:B:[

ou
By =(A4;,— 4, Azt A1,
(B-2) By, =—B,, 4,, Az},
By, = A3 Azt A, B A, A7 .
Pour la matrice K, (34), nous appliquons les for-
mules (B-1) et pour la matrice K, (35), les formules (B-2).
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