
Κεφάλαιo 10 
 
Force-directed Μέθοδοι για την 
οπτικοποίηση γράφων 
 
10.0 Εισαγωγή 
 

Έστω,µια απλή ή τυχαία απεικόνιση ενός γράφου.Μπορούµε να υποθέσουµε ότι 
αντικαθιστούµε τις ακµές µε ελατήρια κάποιου προκαθορισµένου µήκους(βλέπε εικόνα 10.1).Ακόµη 
µπορούµε να υποθέσουµε ότι κάθε κορυφή φορτίζεται µε κάποιο φορτίο +Q.Τότε ,σε κάθε κόµβο-
σώµα θα ασκηθούν ένα σύνολο δυνάµεων που τελικά θα τροποποιήσει τη θέση του,  πιθανότατα.Αυτή 
η επενέργεια δυνάµεων µπορεί να προέρχεται,ακόµη από την ύπαρξη εξωτερικών ηλεκτρικών ή 
µαγνητικών πεδίων ή ακόµη λαµβάνοντας υπόψιν και άλλες παραµέτρους που σχετίζονται µε τη 
µορφή του παραγώµενου γράφου.  

 
 

 (a)                                    (b)
εικόνα 10.1

 

 
 

Το σύστηµα θα έλθει σε ισορροπία όταν καταλήξει σε θέση ελάχιστης ενέργειας.Είναι η θέση 
όπου το άθροισµα των δυνάµεων που ασκούνται σε κάθε σώµα είναι ίσο µε µηδέν.Βέβαια,αν αφήναµε 
ένα τέτοιο σύστηµα ελέυθερο,το αποτέλεσµα θα ήταν,θεωρητικά,µια ταλάντωση των σωµατιδίων-
κόµβων.∆εν µας ενδιαφέρει το φαινόµενο της ταλάντωσης.Το ζητούµενο είναι η ανέυρεση αυτής  της 
θέσης µε αλγοριθµικά µέσα. 
 
Έτσι,σε τέτοιες µεθόδους,διακρίνουµε 2 κύρια µέρη: 

1)Το φυσικό µοντέλο,που αναφέρεται στην περιγραφή της φυσικής µορφής του αρχικού   
γράφου.Πρέπει µε κάποιο τρόπο να δηλώθει ποιος κόµβος είναι συνδεδεµένος µε ποιον,καθώς 
και η ευκλείδιες αποστάσεις τους. 
2)Τον κύριο αλγόριθµο.Αναφέρεται στην τεχνική που χρησιµοποιείται για να καταλήξουµε 
από την αρχική στην τελική διαµόρφωση του γράφου,για να βρούµε τη θέση ισορροπίας του 
συστήµατος. 
 
Η σηµασία αυτών των αλγορίθµων είναι πολύ µεγάλη.Πρώτα-πρώτα είναι 

ευκολοκατανόητοι.Οι παράγοντες που επιδρούν στην αλλάγη της µορφής του γράφου είναι πιο 
σαφείς,αφού υπάρχει το ανάλογο του φυσικού συστήµατος και της επίδρασης φυσικών 
δυνάµεων.Όµως το σηµαντικότερο είναι η εξαγωγή σχηµάτων µε µεγάλη οµοιοµορφία(βλέπε εικόνες 
10.2,10.3).Αυτοί οι µέθοδοι παράγουν ¨όµορφα σχήµατα¨ και ένα τρόπο ελέγχου της ¨οµορφιάς¨ της 
απεικόνισης όπως θα δούµε παρακάτω. 



εικόνα 10.2:∆ωδεκάεδρο σχεδιασµένο µε force-
directed αλγόριθµο

εικόνα 10.3:Υπερκύβος σχεδιασµένος µε τον
αλγόριθµο του Tunkelang  

 
 

Σ’αυτό το κεφάλαιο,εξετάζουµε τους πιο γνωστούς force-directed µεθόδους.Στο 10.1,γίνεται 
αναφορά στο απλό µοντέλο µόνο µε ελατήρια και οµότιµη φόρτιση των κόµβων.Στο 
10.2,περιγράφεται ο διάσηµος αλγόριθµος του Tutte,ή αλλιώς η µέθοδος του βαρυκέντρου.Η 
παράγραφος 10.3 αποσκοπεί σε µια αναπαράσταση που θα πληρεί την εξής προδιαγραφή:η ευκλείδια 
απόσταση µεταξύ δύο κόµβων να είναι περίπου ίση µε τον αριθµό των ακµών του ελάχιστου 
γραφοθεωρητικού µονοπατιού µεταξύ των δύο κόµβων.Η 10.4,εξετάζει την επίδραση διαφόρων 
µαγνητικών πεδίων σε ένα ¨φορτισµένο¨ γράφο.Η 10.5 επιτελεί µια γενική επιθεώρηση-διαχείρηση 
των παραµέτρων και του βαθµού στον οποίο επιδρούν στην τελική διαµόρφωση του γράφου.Τέλος η 
10.6,αναφέρεται σε περιορισµούς τέτοιων µεθόδων. 

 
 

10.1Γράφοι µε ελατήρια και οµόνυµη φόρτιση των κόµβων 
 Το φυσικό µοντέλο προκύπτει αν αντικαταστήσουµε κάθε ακµή µε ελατήριο και φορτίσουµε 
µε οµόνυµα φορτία τους κόµβους.Τότε κάθε κόµβος,θα δέχεται την επίδραση δύο ειδών 
δυνάµεων:των ελατηρίων µε τα οποία είναι άµεσα συνδεδεµένος και τις ηλεκτρικές αποθήσεις από τα 
φορτία όλων των άλλων κόµβων.∆ηλαδή η δύναµη που ασκείται σε κόµβο v  θα είναι 
 
 
                                                                 
 
 
 
 
 
 
Είναι σαφές ότι δεύτερο άθροισµα περιλαµβάνει τόσους προσθεταίους όσος είναι ο αριθµός των 
κόµβων. 
 
 Η δύναµη κάθε ελατηρίου ακολούθει τον νόµο του Hooke.Είναι ανάλογη µιας σταθεράς 
ελατηρίου           και της επιµύκηνσης ή συσπείρωσης του.Οι ηλεκτρικές δυνάµεις ακολουθούν τον 
νόµο του αντίστροφου τετραγώνου ως προς την απόσταση των δύο ηλεκτρικών φορτίων.Έτσι η (10.1) 
γράφεται στο σχηµα 10.4: 
 
 
 

F(v)=     ∑    fuv  +      ∑    guv                  (10.1) 
                         (u,v)∈E               (u,v) ∈V×V 
 

kuv (1) 



 
 
 
 
 
 
                    
  
 
 
 
 
                           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Στο παρακάτω σχήµα 10.5 φαίνονται οι δυνάµεις που ασκούνται στο  αντίστοιχο απλό σύστηµα 
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εικόνα 10.5:Επίδειξη γωνίας φ

Fsp

Fel

 
     
  Με τα ελατήρια και τα φυσικά φορτία,ουσιαστικά καταφέρνουµε να επιτύχουµε 
συγκεκριµένες προδιαγραφές  για την οπτικοποίηση του γράφου.∆ηλαδή το φυσικό µήκος του 
ελατηρίου διαπιστώνουµε ότι αντιστοιχεί στην επιθυµητή απόσταση µεταξύ δύο κόµβων.Αν 
επιζητούσαµε πχ.δύο κοµβοι να είναι πολύ κοντά τότε προφανώς θα επιλέγαµε,µεταξύ τους,ένα 
ελατήριο µε µικρό φυσικό µήκος και µεγάλη σταθερά ελατηρίου. 
Ετσι,κάθε  τάση για αποµάκρυνση των κόµβων θα  συναντούσε ισχυρή ελκτική αντίσταση. 

 

 

 

 

 

    f(v)=    ∑         |d(pu,pv) – luv|  ———        +      ∑     
               (u,v)∈E                                                                (u,v) ∈V×V 
 

 

kuv  (1) 

Σταθερά ελατηρίου Μετατόπιση από τη θέση 
ισορροπίας 
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Cosφ µε φ να είναι η γωνία του ελατηρίου µε τον άξονα των χ 
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Σταθερά σχετική µε το νόµο του αντ
  

Απόσταση των δύο κόµβων

 

  Εικόνα 10.4 



Ακόµη ,η ύπαρξη των ηλεκτρικών φορτίων,δηλαδή των απωθητικών δυνάµεων εµποδίζει την 
σύµπτηξη των κόµβων.Μάλιστα,καθώς δύο κόµβοι πλησιάζουν η ,µεταξύ τους,απώθηση 
γίνεται,ολοένα και µεγαλύτερη. 
 
 Υπάρχουν και παραλλαγές του προαναφερώµενου µοντέλου.Μια τέτοια,αντικαθιστά το νοµο 
του Hooke µε δυνάµεις ελατηρίου που είναι ανάλογες του λογάριθµου της µετατόπισης από τη θέση 
ισορροπίας(αντί µόνο της µετατόπισης).∆ηλαδή ισχύει 
 

 
 
 
 

 
 

 
Ένα πολύ σηµαντικό θέµα είναι η τεχνική που χρησιµοποιούµε για να βρούµε την τελική 

θέση ισορροπίας του συστήµατος.Η λύση που αναφέρεται είναι η ¨follow your nose¨ τεχνική. 
Πρόκυται για µια επαναληπτική διαδικασία,όπου σε κάθε επανάληψη,υπολογίζεται η δύναµη που 
ασκείται σε κάθε κόµβο,αν οι υπόλοιποι θεωρηθούν ¨καρφωµένοι¨ στην θέση που είχαν στην 
προηγούµενη φάση.Έστι,διακρίνεται η τάση µετακίνησης του κάθε κόµβου.Συγκεκριµένα,προωθείται 
στη νέα θέση και η µετατόπιση του  είναι ανάλογη του διανύσµατος  αυτής της συνισταµένης 
δύναµης.Η τεχνική δεν είναι τόσο γρήγορη όσο,αρκετά,ενδεικτηκή των ενδιάµεσων σταδίων που 
οδηγούν στο τελικό αποτέλεσµα.Στο σχηµα 10.6 παρουσιάζονται οι φάσεις µιας τέτοιας µεθόδου 
καθώς και η τελική επίδραση του αλγορίθµου στην αρχική µορφή του γράφου. 

 
 

            εικόνα 10.6:Τεχνική follow your nose

 

 
 
 
10.2 Η µέθοδος του βαρυκέντρου 
 
 Η µέθοδος του βαρυκέντρου είναι γνωστή και ως αλγόριθµος του Tutte .Το µοντέλο του Tutte 
είναι απλούστερο από αυτό της προηγούµενης παραγράφου.Υποθέτουµε ότι αντικαθιστούµε κάθε 
ακµή του γράφου µε ελατήρια µηδενικού φυσικού µήκους,όπου δηλαδή για το ελατήριο µεταξύ των 
κόµβων v,u είναι l(v,u)=0.Επίσης δεν υπάρχει φόρτιση κόµβων και αντίστοιχες απωθητικές δυνάµεις. 
Για λόγους απλούστεσης θεωρούµε ότι η σταθερές των ελατηρίων είναι ίσες µε την µονάδα. Τότε, η 
ελκτική δύναµη κάθε ελατηρίου θα είναι ίση µε την ευκλείδια απόσταση των γειτονικών 
συνδεδεµένων κόµβων.Προφανώς, ένα τέτοιο σύστηµα συγκλείνει σε ένα σηµείο, όπου θα 
συµπαίσουν όλοι οι κόµβοι,στο κέντρο βάρους όλων των κόµβων.Αυτή είναι η τετριµµένη λύση και 
δεν έχει,προφανώς, καµιά αξία.Το ενδιαφέρον υπάρχει όταν 3 τουλάχιστον κόµβοι είναι ¨καρφώµενοι¨ 
στις κορυφές κυρτού πολυγώνου.Η επιλογή του κυρτού πολυγώνου γίνεται για λόγους αρµονίας της 
τελικής παραγώµενης µορφής. 
 
 Το ζητούµενο είναι η ανεύρεση θέσης ελάχιστης ενέργειας ,όπου το άθροισµα των 
δυνάµεων που ασκούνται σε κάθε κόµβο θα είναι ίσο µε µηδέν.Αρχικά οι δυνάµεις στον 
κόµβο v,ανά άξονα είναι: 
 
 

Fuv=                   log(                 )                                 (10.2) 
(1) 
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Εάν deg(v)=αριθµό των γειτονικών, συνδεδεµένων κόµβων τότε θα επιζητούσαµε οι δύο 
παραπάνω τιµές να µηδενιστούν για κάθε v.∆ύο επιθυµητές τιµές των    xv,yv είναι 
 
 
 
 
 
 
 
 
Βέβαια, η ¨ρύθµιση¨ ενός κόµβου τροποποιεί προηγούµενες ρυθµήσεις των άλλων κ.ο.κ..Η 
επανάληψη συνεχίζεται έως οι νέες τροποποιήσεις να είναι ασήµαντες σε σχέση µε τις 
προηγούµενες τιµές των συντεταγµένων. Πρόκυται για τον αλγόριθµο του βαρυκέντρου. Το 
κόστος του είναι ανεκτό.Μάλιστα για επίπεδους γράφους η χρονική πολυπλοκότητα 
µειώνεται στο Ο(n1.5),όπου n ο αριθµός των ελέυθερων κόµβων(που δεν είναι καρφωµένοι). 
 
 Ένα από τα πλεονεκτήµατα του αλγορίθµου είναι ότι εάν το αρχικό µοντέλο είναι 
επίπεδο και τριπλής σύνδεσης(triconnected),τότε η τελική αναπαράσταση είναι επίπεδος και 
κυρτός γράφος.∆ηλαδή κάθε πλακίδιο(face) είναι κυρτό πολύγωνο.Το µειονέκτηµα είναι η 
συγκέντρωση των ελεύθερων κόµβων στο κέντρο του κυρτού πολυγώνου(των καρφωµένων 
κόµβων).Οπότε ούτε η άυξηση της ανάλυσης της τελικής αναπαράστασης, βελτιώνει την 
εικόνα της τελευταίας.Παρακάτω στο σχήµα 10.7 διακρίνεται αναπαράσταση µε τη µέθοδο 
του βαρυκέντρου.  

εικόνα 10.7:Αποτέλεσµα µε τη µέθοδο του βαρυκέντρου  
 
 
10.3 ∆υνάµεις που προσοµοιώνουν γραφοθεωρητικές αποστάσεις 
 
 Η γραφοθεωρητική απόσταση µεταξύ δύο κόµβων u,v συµβολίζεται µε δ(u,v) και αποτελεί το 
άθροισµα των ακµών του ελάχιστου µονοπατιού που συνδέει τους δύο κόµβους.Οπότε,αν 
θεωρήσουµε ότι κάθε ακµή του αρχικού γράφου έχει µήκος ίσο µε 1,τότε η γραφοθεωρητική 
απόσταση ισούται µε το µήκος του ελάχιστου µονοπατιού που συνδέει τους δύο κόµβους.Σκοπός του 
αλγορίθµου της γραφοθεωρητικής απόστασης είναι η επίτευξη της σύγκλισης της µε την ευκλείδια 
απόσταση των δύο σηµείων, duv.Στο σχήµα 10.8 παρουσιάζονται οι δύο αποστάσεις.Η λύση 

fx =  ∑ (xu-xv)       (10.3) 
 

fy =  ∑ (yu-yv)                          (10.4) 
 

(u,v)eE 

                 (u,v)eE 

xv= ∑          ———     (10.5) 
  (u,v)eE deg(v) 

yv= ∑         ———     (10.6) 
  (u,v)eE 

yv 

deg(v) 

xv 



επιτυγχάνεται µε τη χρήση ¨εικονικών ελατηρίων µεταξύ των κόµβων u,v, αν θεωρούσαµε ότι είχαν 
µήκος ίσο µε δ(u,v).H ∆ύναµη του ελατηρίου είναι 
 

Fuv = kuv |δ(u,v)-duv|    (10.7) 
Και η συσσωρευµένη ενέργεια   
 

Euv=   — kuv (δ(u,v)-duv)2   (10.8) 
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            εικόνα 10.8:Επίδειξη δ(u,v)  
 

 Αν επιλέξουµε κ(u,v)=k/δ(u,v) 2  τότε µεταβάλλονται αντίστοιχα οι δύο σχέσεις 
(10.7),(10.8).Η συγκεκριµένη αλλαγή έχει ως συνέπεια ότι για πολύ µικρά δ αυξάνει το κ και 
εποµένως και η αντίσταση µιας ενδεχόµενης απόκλισης από το µήκος της γραφοθεωρητικής 
απόστασης. 
 Τέλος,ζητείται η θέση ελάχιστης ενέργειας του συστήµατος.Η ανεύρεση της 
συνολικής δυναµικής ενέργειας του συστήµατος προκύπτει από την άθροιση (ν ανά δύο ) 
σχέσεων(τους συνδιασµούς όλων των κόµβων ανά δύο) όπως η (10.8).Βρίσκεται ο κόµβος 
που συµβάλλει περισσότερο σ’ αυτή την ποσότητα.Θεωρώντας ότι οι υπόλοιποι κόµβοι 
µένουν ακίνητοι,βρισκουµαι τη θέση όπου αυτή η συµβολή ελαχιστοποιείται(οι τιµες των x,y 
όπου οι παράγωγοι ως προς x και y,µηδενίζονται).Γίνεται αυτή η µετακίνηση και 
ξαναυπολογίζεται η συµβολή κάθε κόµβου µε βάση τη νέα διάταξη κ.ο.κ. 
 
 
 
 
 
10.4 Έκθεση Γράφων σε µαγνητικά πεδία 
 
 Ξεκινώντας από το απλό µοντέλο της παραγράφου 10.1,γεννιέται η ιδέα να δωθεί ένας 
προσανατολισµός στα ελατήρια.Π.χ. αυτό θα ήταν χρήσιµο σε κατευθυνόµενους γράφους,όπου 
ζητάµε,αισθητικά,όλοι οι γράφοι να έχουν ένα προσανατολισµό:αυτό των ακµών.Συνεπώς αν 
µαγνητίζαµε τα ελατήρια του γράφου,και ακολουθούσε έκθεση σε µαγνητικό πεδίο,τότε θα προέκυπτε 
ένας αντίστοιχος προσανατολισµός των ελατηρίων-µαγνητών.Θα ενυπήρχε η τάση :τα µαγνητικά 
πεδία των µαγνητών-ελατηρίων να εναρµονιστούν µε τη κατεύθυνση του εξωτερικού µαγνητικού 
πεδίου,όπως φαίνεται στο σχήµα 10.9.Η δύναµη που ασκεί το µαγνητικό πεδίο στο ελατήριο είναι 
ανάλογη του µήκους του και της  γωνίας απόκλισης από την ‘ορθή’ κατεύθυνση. 
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Βόρειος Πόλος

Νότιος Πόλος

εικόνα 10.9:Επίδραση οµογενούς µαγνητικού
πεδίου σε µαγνητιγµένο ελατήριο.Υπάρχει η τάση
για ταύτιση των δυναµικών γραµµών των 2 πεδίων  

 
 Παραπέρα,ενυπάρχουν πολλά είδη µαγνητικών πεδίων.Στο σχήµα 10.10 παρουσιάζονται 3 
χαρακτηριστικές περιπτώσεις.Το 10.10(α) παρέχει το σαφή προσανατολισµό προς µία κατεύθυνση 
που προαναφέρθηκε.Το 10.10(b) δίνει ακτινωτό προσανατολισµό,ενώ το 10.10(c) κυκλικό.Ακόµη η 
εικόνα 10.11 δείχνει την επίδραση του οµογενούς µαγνητικού πεδίου σε κατευθυνόµενο γράφο. 
 
 
 
 

(a)                      (b)                     (c)

εικόνα 10.10:Τύποι µαγνητικού πεδίου α)οµογενες-
παράλληλο β)ακτινωτό γ)κυκλικό  
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εικόνα 10.11:Απόδωση διεύθυνσης προς τα κάτω σε
κατευθυνόµενο γράφο µε την βοήθεια οµογενούς
µαγνητικού πεδίου µε την ίδια κατεύθυνση.Υπάρχει η
τάση τα ελατήρια να έχουν τον προσανατολισµό του
εξωτερικού πεδίου.  

 
 
10.5-10.6 ∆ιαχείρηση αισθητικών κριτηρίων και επιβολή συγκεκριµένων 
περιορισµών στη τελική διαµόρφωση του γράφου 
 
 Όπως είδαµε, τα ελατήρια πληρούν ένα συγκεκριµένο αισθητικό κριτήριο: τη διατήρηση της 
απόστασης µετάξυ δύο κόµβων, περίπου, στο µήκος του φυσικού µήκους του ελατηρίου. Αντίθετα, η 
οµόνυµη φόρτιση των κόµβων αποτρέπει το υπερβολικό πλησίασµα δύο γειτονικών κόµβων.Το 
εξωτερικό µαγνητικό πεδίο, δίνει ένα προσανατολισµό στα µαγνητισµένα ελατήρια.Όµοια, 
ενυπάρχουν και άλλα αισθητικά κριτήρια π.χ. ο αριθµός των  τοµών των ακµών,ο αριθµός των 
στροφών κ.α.,που θα µπορούσαν να ικανοποιηθούν µε αντίστοιχη επιβολή εξωτερικών 
δυνάµεων.Φυσικά, οι τελευταίες δεν είναι ανάγκη να αντιστοιχούν σε πραγµατικές φυσικές δυνάµεις. 
Μπορεί να είναι, εντελώς, ¨κατασκευασµένες¨,αρκεί να επιτυγχάνουν τα επιθυµητά αποτελέσµατα. 
 Επίσης,είναι προφανές ότι ένα αισθητικό κριτήριο µπορεί να αντιβαίνει στην πλήρη 
ικανοποιήση ενός άλλου.Τότε πρέπει να επιλεγεί αυτό µε τη µεγαλύτερη σηµασία,ανάλογα µε την 
εφαρµογή της αναπαράστασης του γράφου.Θα ήταν χρήσιµη και µια δυνατότητα γρήγορης αλλαγής 
του βάρους κάθε κριτηρίου για τη σύγκριση διαφορετικών υλοποιήσεων.Η παρακάτω συνάρτηση: 

 
n = λ1n1 + λ2n2 + λ3n3 +…..     (10.9) 

 
θα µπορούσε,τελικά, να µετρά την ασχήµια της αναπαράστασης, αν  ni είναι ένα µέτρο της 
ενεργειακής επιβάρυνσης  που επιβάλλει το αντίστοιχο κριτήριο i και λi το βάρος του κριτηρίου ι.Όσο 
µεγαλύτερο το n τόσο πιο ‘άσχηµος’ ο τελικός γράφος.Ακόµη, διακρίνεται ότι τα βαρη λi επιδρούν, 
αµεσότατα, στο βαθµό συνυπολογισµού των αντίστοιχων κριτηρίων. 
 Ο τύπος (10.9) έχει πολύ µεγάλη θεωρητική αξία,καθώς παρέχει ένα µηχανισµό επίδειξης της 
αλληλεπίδρασης  των διαφόρων προδιαγραφών σχεδιασµού ενός γράφου.Ωστόσο το µεγάλο 
µειονέκτηµα είναι  η απαγορευτική πολυπλοκότητα τέτοιων αλγορίθµων.Όταν τα κριτήρια είναι 
πολλά, τότε ο προσδιορισµός ενός ελάχιστου n γίνεται πρόβληµα υψηλής πολυπλοκότητας. 
 Πέραν του ορισµού παραµέτρων που οδηγούν σε µια κατάλληλη αναδιαµόρφωση ενός 
γράφου,είναι αναγκαίο, συχνά, η τήρηση συγκεκριµένων ανεξάρτητων προδιαγραφών-περιορισµών. 
Ένα παράδειγµα είναι οι περιορισµοί θέσης,όπου επιβάλλονται συγκεκριµένοι περιορισµοι στην 
τελική τοποθέτηση σε  επιλεκτικά κοµµάτια του γράφου π.χ.κάποιοι κόµβοι ορίζονται να έιναι 
καρφωµένοι.Μια άλλη κατηγορία περιορισµών επιδρά στη σχετική διάταξη των κόµβων,συνήθως µε 
τον ορισµό δυνάµεων ειδικής συµπεριφοράς π.χ. η συγκέντρωση(clustering) οµάδων κόµβων 
επιτυγχάνεται µε τον ορισµό ειδικών δυνάµεων που είναι , ισχυρά, ελκτικές για κόµβους της ίδιας 
οµάδας και απωθητικές σε κάθε άλλη περίπτωση.  
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