
Ψηφιακή Επεξεργασία Σήματος
ΔΙΑΛΕΞΗ 1Η

• Δειγματοληψία (reminder)

• Βασικά Σήματα και Iδιότητες



Μετασχηματισμός Z

 Συστήματα στο χώρο του Z

 Δομές Συστημάτων

 Σχεδίαση Ψηφιακών Φίλτρων

Φασματική Ανάλυση

2ο Κομμάτι

 Βασικά Σήματα

 Συστήματα και Ιδιότητες

 Εξισώσεις Διαφορών ως 
συστήματα

Μετασχηματισμός Fourier

 Συστήματα στο χώρο του Fourier

1ο Κομμάτι

Τι περιέχει το ΗΥ370?
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• Ως τώρα… (από HY215)

• Σειρές Fourier: 𝑥 𝑡 = ෍ 𝑋௞𝑒௝ଶగ௞௙బ௧ାஶ
௞ୀିஶ

•Μετασχ. Fourier: 𝑋 𝑓 = න 𝑥 𝑡 𝑒ି௝ଶగ௙௧𝑑𝑡ାஶ
ିஶ

•Μετασχ. Laplace: 𝑋 𝑠 = න 𝑥 𝑡 𝑒ି௦௧𝑑𝑡ାஶ
ିஶ

• ΓΧΑ συστήματα: 𝑦 𝑡 = 𝑥 𝑡 ∗ ℎ 𝑡 = න 𝑥 𝜏 ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏ାஶ
ିஶ𝑌 𝑠 = 𝑋 𝑠 𝐻(𝑠)
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• Θεώρημα Shannon-Nyquist: 

Ακριβής και τέλεια ανακατασκευή ενός σήματος συνεχούς χρόνου 𝑥(𝑡) από τα 
δείγματά του – Προϋποθέσεις:

1. Το σήμα συνεχούς χρόνου να έχει μετασχηματισμό Fourier 𝑋 𝑓 τέτοιο ώστε: 𝑋 𝑓 = 0,     𝑓 > 𝑓௠௔௫
με 𝑓௠௔௫ τη μέγιστη μη μηδενικού πλάτους συχνότητα του σήματος συνεχούς χρόνου

2. Η συχνότητα δειγματοληψίας 𝑓௦ πρέπει να είναι (γνήσια) μεγαλύτερη από τη διπλάσια
μέγιστη μη μηδενικού πλάτους συχνότητα 𝑓௠௔௫𝑓௦ > 2𝑓௠௔௫

• Η συχνότητα 𝑓௠௔௫ ονομάζεται συχνότητα Nyquist και η συχνότητα 2𝑓௠௔௫ ονομάζεται
ρυθμός Nyquist

• Η δειγματοληψία του σήματος συνεχούς χρόνου στο χρόνο δημιουργεί «αντίγραφα» του 
φάσματος 𝑋 𝑓 ανά 𝑓௦ Hz στο πεδίο της συχνότητας
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= =

(Συνέλιξη)
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• Θεώρημα Shannon-Nyquist: 

Πώς γίνεται η ανακατασκευή;

1. Πολλαπλασιάζουμε το φάσμα 𝑋௦ 𝑓 του δειγματοληπτημένου σήματος 𝑥(𝑛𝑇௦) με ένα 
τετραγωνικό παράθυρο – ή αλλιώς, χαμηλοπερατό φίλτρο

𝐻௟௣ 𝑓 = 𝑇௦rect 𝑓𝑓௦
δηλ. 𝑋௥௘௖ 𝑓 = 𝑋௦ 𝑓 𝐻௟௣ 𝑓 = 𝑋(𝑓)
ώστε να απομονωθεί το «κεντρικό» φάσμα από τα «αντίγραφά» του

2. Η πράξη αυτή ισοδυναμεί με πολλαπλασιασμό κάθε δείγματος 𝑥(𝑛𝑇௦) του
δειγματοληπτημένου σήματος με μετατοπισμένες συναρτήσεις sinc . και άθροισμα
όλων των τελευταίων

𝑥 𝑡 = ෍ 𝑥(𝑛𝑇௦)sinc 𝑡 − 𝑛𝑇௦𝑇௦  
ାஶ

௡ୀିஶ
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𝑥௥௘௖ 𝑡 = 𝑥௦ 𝑡 ∗ sinc 𝑡𝑇௦  
= ෍ 𝑥 𝑛𝑇௦ 𝛿 𝑡 − 𝑛𝑇௦ାஶ

௡ୀିஶ ∗ sinc 𝑡𝑇௦  
= ෍ 𝑥 𝑛𝑇௦ sinc 𝑡 − 𝑛𝑇௦𝑇௦

ାஶ
௡ୀିஶ

• Δηλαδή:
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• Παράδειγμα:
• Έστω το σήμα συνεχούς χρόνου 𝑥 𝑡 = 𝐴 cos (2𝜋𝑓଴𝑡). Δειγματοληπτήστε το με συχνότητα 

δειγματοληψίας 𝑓௦ και βρείτε το σήμα διακριτού χρόνου 𝑥 𝑛 .

Δεν προέρχονται όλα τα 
σήματα διακριτού χρόνου 

από δειγματοληψία κάποιων 
σημάτων συνεχούς χρόνου!
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• Σήμα διακριτού χρόνου

• Εν γένει, μπορεί να είναι μιγαδικό𝑥 𝑛 = 𝑎 𝑛 + 𝑗𝑏 𝑛 ,   𝑗 = −1   = Re 𝑥 𝑛 + 𝑗Im 𝑥 𝑛                          = 𝑥 𝑛  𝑒௝థೣ ௡                        
• Αναπαράσταση μέτρου - φάσης 𝑥 𝑛 = Reଶ 𝑥 𝑛 + Imଶሼ𝑥 𝑛 ሽ

𝜙௫ 𝑛 = tanିଵ Imሼ𝑥 𝑛 ሽReሼ𝑥 𝑛 ሽ ∈ (−𝜋, 𝜋]
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• Περιοδικά σήματα

• Ένα σήμα θεωρείται περιοδικό αν υπάρχει θετικός ακέραιος 𝑁 τέτοιος ώστε𝑥 𝑛 = 𝑥 𝑛 + 𝑁
• Ο μικρότερος αριθμός 𝑁 που ικανοποιεί τη σχέση αυτή ονομάζεται περίοδος του 
σήματος.

•Μπορεί κανείς να δείξει ότι αν 𝑦 𝑛 = 𝑥ଵ 𝑛 + 𝑥ଶ[𝑛], με περιόδους 𝑁ଵ, 𝑁ଶ, τότε η 
περίοδος του σήματος 𝑦[𝑛] είναι

𝑁௬ = 𝑁ଵ𝑁ଶΜΚΔ(𝑁ଵ, 𝑁ଶ)
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• Ημίτονα
• Περιοδικότητα στο χρόνο

• Είναι κάθε ημίτονο περιοδικό; (στο συνεχή χρόνο, ήταν!)

• Έστω ότι υπάρχει περίοδος 𝛮, τότε θα ικανοποιεί τη σχέση

𝑥 𝑛 = 𝑥 𝑛 + 𝑁
• Άρα 𝐴 cos 𝜔଴𝑛 = 𝐴 cos(𝜔଴ 𝑛 + 𝑁 )𝐴 cos 𝜔଴𝑛 = 𝐴 cos (𝜔଴𝑛 + 𝜔଴𝑁)
• Πρέπει να ισχύει 𝜔଴𝑁 = 2𝜋𝑘,  𝑘 ∈ ℤ 

δηλ. 𝜔଴2𝜋 = 𝑘𝑁 ⇒ 𝑁 = 2𝜋𝑘𝜔଴ ,  𝑁, 𝑘 ∈ ℤ Θέλουμε το μικρότερο 𝑘 που να δίνει ακέραιο 𝑁!
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• Ημίτονα

• Παραδείγματα:

o 𝑥 𝑛 = 2 cos ଷగସ 𝑛

o 𝑥 𝑛 = 2 cos ଷସ 𝑛
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• Ημίτονα

• Περιοδικότητα στη συχνότητα (!!)

• Υπενθύμιση: Σχέσεις του Euler𝑒௝ఏ = cos 𝜃 + 𝑗 sin (𝜃)cos 𝜃 = Re 𝑒௝ఏ = 𝑒௝ఏ + 𝑒ି௝ఏ2sin 𝜃 = Im 𝑒௝ఏ = 𝑒௝ఏ − 𝑒ି௝ఏ2𝑗
• Στο διακριτό χρόνο 𝑒௝(ఠబାఝ)௡ = 𝑒௝ఠబ௡𝑒௝ఝ௡
• Αν 𝜑 = 2𝜋𝜆,  𝜆 ∈ ℤ, τότε𝑒௝(ఠబାఝ)௡ = 𝑒௝ఠబ௡𝑒௝ఝ௡ = 𝑒௝ଶగఒ௡𝑒௝ఠబ௡ = 𝑒௝ఠబ௡ (!!!!!!!!!)

• Άρα τα μιγαδικά εκθετικά σήματα είναι ΠΑΝΤΑ περιοδικά στο χώρο της συχνότητας 
με περίοδο (στη συχνότητα) ίση με 2𝜋!!
• Το ίδιο ισχύει και για τα ημιτονοειδή σήματα (από τη σχέση του Euler)!
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• Ημίτονα

• Σύνοψη:

ΧΡΟΝΟΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ

Περιοδικό?
Εξαρτάται από το 𝜔଴! Περιοδικό?

Ναι, πάντα! (ανεξάρτητα 
από τη μορφή στο χρόνο) Η 
περίοδος είναι ίση με 2𝜋
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• Ημίτονα

• Αυτή η ιδιότητα της περιοδικότητας στη συχνότητα έχει μερικές ενδιαφέρουσες
αντι-διαισθητικές προεκτάσεις

• Θα περίμενε κανείς όσο αυξάνεται η συχνότητα ενός ημιτόνου, τόσο γρηγορότερα 
αυτό να αλλάζει/ταλαντώνεται
• Αυτό γνωρίζουμε από το συνεχή χρόνο

και από την καθημερινή εμπειρία μας

• Όμως… 𝑥ଵ 𝑛 = 4 cos 2𝜋𝑛3 → 𝜔଴ = 2𝜋3𝑥ଶ 𝑛 = 4 cos 4𝜋𝑛3 = 4 cos 2𝜋𝑛 − 2𝜋𝑛3                                                           = 4 cos 2𝜋𝑛3 → 𝜔଴ = 2𝜋3 (‼!)
• Οι δυο διαφορετικές συχνότητες παράγουν το ίδιο σήμα!!!
• Άρα εν τέλει είναι ίδιες!

© Καφεντζής Γιώργος, PhD
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• Ημίτονα

π π

2π0

• Στο [0,π], η συχνότητα 
ταλάντωσης αυξάνεται όσο 
μεγαλώνει το 𝜔଴

• Στο (π, 2π], η συχνότητα 
ταλάντωσης μειώνεται όσο 
μεγαλώνει το 𝜔଴!!

• Συχνότητες γύρω από το 𝜔 = 0 → χαμηλές

• Συχνότητες γύρω από το 𝜔 = 𝜋 → υψηλές
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• Χρήσιμα Μοντέλα Σημάτων διακριτού χρόνου

• Στο συνεχή χρόνο, κυριαρχούσαν μοντέλα σημάτων όπως η βηματική συνάρτηση, η 
συνάρτηση (κατανομή) Δέλτα, η εκθετική μιγαδική συνάρτηση, και άλλες.

• Ας δούμε ποια από αυτά υπάρχουν και στο διακριτό χρόνο και αν/πως αλλάζουν σε σχέση με 
αυτά που ξέρουμε

• Συνάρτηση Δέλτα διακριτού χρόνου

Ορισμός: 𝛿 𝑛 = ቊ    1, 𝑛 = 0    0, 𝑛 ≠ 0
• Συγκρίνετε με το συνεχή χρόνο:𝛿(𝑡) = ቊ   +∞, 𝑡 = 0    0, 𝑡 ≠ 0
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• Χρήσιμα Μοντέλα Σημάτων διακριτού χρόνου
• Βηματική Συνάρτηση διακριτού χρόνου

Ορισμός: 𝑢 𝑛 = ቊ    1, 𝑛 ≥ 0    0, 𝑛 < 0
• Συγκρίνετε με το συνεχή χρόνο: 𝑢(𝑡) = ቊ    1, 𝑡 ≥ 0    0, 𝑡 < 0
• Ιδιότητες: 𝛿 𝑛 = 𝑢 𝑛 − 𝑢 𝑛 − 1

𝑢 𝑛 = ෍ 𝛿[𝑛 − 𝑘]ାஶ
௞ୀ଴𝑢 𝑛 = ෍ 𝛿[𝑘]௡

௞ୀିஶ
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