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΄Ασκηση 1.

Από το ϑεώρηµα αρχικής τιµής γνωρίζουµε ότι

x[0] = lim
z→∞

X(z) (1)

αν ο µετασχ. X(z) είναι ϱητή συνάρτηση του z και το x[n] αιτιατό. ΄Αρα

x[0] = lim
z→∞

X(z) = lim
z→∞

z−1

1 + z−2
= lim

z→∞

1
z

1 + 1
z2

=
0

1 + 0
= 0 (2)

΄Ασκηση 2.

Από το διάγραµµα πόλων-µηδενικών παρατηρούµε ότι υπάρχουν δυο πόλοι και δυο µηδενικά, µε τα τελευταία να
είναι στο µηδέν. Ξέρουµε ότι κάθε όρος της µορφής

1− az−1 (3)

συνεισφέρει έναν πόλο στο z = a και ένα µηδενικό στο z = 0. ΄Αρα

H(z) = C
1

(1− 2z−1)(1− 3z−1)
(4)

ή εναλλακτικά

H(z) = C
z2

(z − 2)(z − 3)
(5)

Ζητείται να ισχύει ότι

H(1) = 1⇐⇒ C

(1− 2)(1− 3)
= 1⇐⇒ C = 2 (6)

οπότε
H(z) =

2

(1− 2z−1)(1− 3z−1)
(7)

Μπορούµε να αναπτύξουµε κατ΄ ευθείαν σε µερικά κλάσµατα, καθώς ο αριθµητής είναι σταθερό πολυώνυµο και ο
παρονοµαστής δευτεροβάθµιος. ΄Ετσι,

H(z) =
A

1− 2z−1
+

B

1− 3z−1
(8)

µε

A = H(z)(1− 2z−1)
∣∣∣
z−1=1/2

=
2

1− 3z−1

∣∣∣
z−1=1/2

= −4 (9)

B = H(z)(1− 3z−1)
∣∣∣
z−1=1/3

=
2

1− 2z−1

∣∣∣
z−1=1/3

= 6 (10)

Αναλόγως του πεδίο σύγκλισης
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� |z| > 3

� |z| < 2

� 2 < |z| < 3

όπως αυτό καθορίζεται από τους δυο πόλους, κι από τους έτοιµους πίνακες Ϲευγών µετασχ. Ζ έχουµε

� h[n] = ((−4)2n + 6 · 3n)u[n]

� h[n] = 4 · 2n u[−n− 1]− 6 · 3n u[−n− 1]

� h[n] = (−4)2nu[n]− 6 · 3n u[−n− 1]

αντίστοιχα.

΄Ασκηση 3.

� Το διάγραµµα (a) έχει δυο πόλους κοντά στο µοναδιαίο κύκλο, υπό γωνία κοντά στο ±π/4. Τα όποια
µηδενικά ϐρίσκονται στο άπειρο. Υποψήφιες αποκρίσεις πλάτους είναι οι (i, iv), µε σωστή την iv, καθώς η (i)
µηδενίζεται για ω = 0, αλλά δεν υπάρχει µηδενικό στο z = 1 στο διάγραµµα.

� Το διάγραµµα (b) αντιστοιχεί στην απόκριση πλάτους (i), για το λόγο που αναφέρεται στην προηγούµενη
απάντηση.

� Το διάγραµµα (c) έχει πόλους υπό γωνίες περίπου ±π/6, ±2π/3, κοντά στο µοναδιαίο κύκλο, και ένα
µηδενικό κοντά στο z = 1. Το διάγραµµα (v) έχει αυτά τα χαρακτηριστικά.

� Το διάγραµµα (d) έχει µηδενικά πάνω στο µοναδιαίο κύκλο, 5 τον αριθµό, υπό διάφορες γωνίες. Υποψήφιες
οι αποκρίσεις πλάτους (ii, iii). Είναι γνωστό FIR ϕίλτρο που έχουµε δει στη ϑεωρία, άρα αντιστοιχεί στην (iii).

� Το διάγραµµα (e) αντιστοιχει στην εναποµείνουσα απόκριση πλάτους (ii).

΄Ασκηση 4.

(αʹ) Αν έχουµε µόνο την κρουστική του απόκριση: συνθήκη ευστάθειας αποτελεί η σχέση∑
n

|h[n]| < +∞ (11)

δηλ. η κρουστική απόκριση να είναι απολύτως αθροίσιµη. Για την αιτιατότητα, συνθήκη αποτελεί η σχέση

h[n] = 0, n < 0 (12)

Αν ισχύουν και τα δυο, είναι ευσταθές και αιτιατό.

(ϐʹ) Αν έχουµε µόνο τη συνάρτηση µεταφοράς του και το πεδίο σύγκλισης : συνθήκη ευστάθειας αποτελεί η συµπε-
ϱίληψη του µοναδιαίου κύκλου στο πεδίο σύγκλισης. Συνθήκη αιτιατότητας αποτελεί ένα ‘‘εξωστρεφές’’ πεδίο
σύγκλισης χωρίς πόλους στο άπειρο, της µορφής |z| > |a|, a ∈ C. Αν ισχύουν και τα δυο, τότε είναι ευσταθές
και αιτιατό.

(γʹ) Αν έχουµε µόνο την εξίσωση διαφορών του: συνθήκη ευστάθειας αποτελεί το να είναί όλες οι χαρακτηριστικές
ϱίζες της εξίσωσης διαφορών απολύτως µικρότερες της µονάδας : |λi| < 1, ∀i. Συνθήκη αιτιατότητας αποτελεί η
αρχική ηρεµία του συστήµατος (µηδενικές αρχικές συνθήκες). Αν ισχύουν και τα δυο, τότε είναι ευσταθές και
αιτιατό.
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(δʹ) Αν έχουµε µόνο το διάγραµµα πόλων και µηδενικών του: συνθήκη ευστάθειας αποτελεί η απουσία πόλου
στο µοναδιαίο κύκλο (|z| = 1), αν αυτός συµπεριλαµβάνεται στο πεδίο σύγκλισης. Αν δε συµπεριλαµβένται
στο πεδίο σύγκλισης, τότε δεν είναι ευσταθές ανεξαρτήτως ϑέσεων πόλων. Συνθήκη αιτιατότητας αποτελεί η
απουσία πόλων στο άπειρο, αν το πεδίο σύγκλισης είναι ‘‘εξωστρεφές’’. Αν είναι ‘‘εσωστρεφές’’, το σύστηµα δεν
είναι αιτιατό.

Βλέπετε ότι η απλή γνώση πόλων-µηδενικών δεν είναι αρκετή για την µονοσήµαντη εύρεση της ευστάθειας ή/και
της αιτιατότητας, σε αντίθεση µε τις άλλες περιπτώσεις.

΄Ασκηση 5.

Η εξίσωση ταυτότητας που µας δίνεται για το συνολικό σύστηµα εκφράζεται στο χώρο του Z ως

H1(z)H2(z)H3(z) = 1 ∀z ∈ R1 ∩R2 ∩R3 (13)

αν R1 ∩R2 ∩R3 ̸= ∅. Για καθένα από τα συστήµατα

H1(z) =
1

2

1

1− 2
5z

−1
, |z| > 2

5
(14)

H2(z) = A
1 + az−1

1 + bz−1
, R2 (15)

H3(z) = 1 +
1

2
z−1, |z| > 0 (16)

Χρησιµοποιώντας τη Σχέση (13)

H1(z)H2(z)H3(z) = 1⇐⇒ H2(z) =
1

H1(z)H3(z)
=

1
1
2
+ 1

4
z−1

1− 2
5
z−1

= 2
1− 2

5z
−1

1 + 1
2z

−1
(17)

Συγκρίνοντας µε το δοθέν H2(z), παίρνουµε

A = 2 (18)

b =
1

2
(19)

a = −2

5
(20)

΄Ασκηση 6.

Για το πρώτο σύστηµα, έχουµε το Ϲεύγος εισόδου - εξόδου

u[n] −→ s[n]←→ U(z) = S(z) (21)

δηλ.

S(z) = H1(z)U(z)⇐⇒ H1(z) =
S(z)

U(z)
=

2
1−z−1 − 1

1− 1
2
z−1

1
1−z−1

=

2−z−1−1+z−1

(1−z−1)(1− 1
2
z−1)

1
1−z−1

(22)

που εν τέλει µας δίνει

H1(z) =
1

1− 1
2z

−1
←→ h1[n] =

(
1

2

)n

u[n] (23)

Στη συνέχεια

H(z) = H1(z)H2(z)⇐⇒ H2(z) =
H(z)

H1(z)
=

1+ 1
4
z−2

1− 1
4
z−2

1
1− 1

2
z−1

=
(1− 1

2z
−1)(1 + 1

4z
−2)

(1− 1
2z

−1)(1 + 1
2z

−1)
(24)
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δηλ.

H2(z) =
1 + 1

4z
−2

1 + 1
2z

−1
(25)

∆εν µπορούµε να αναπτύξουµε σε µερικά κλάσµατα το παραπάνω, µπορούµε όµως να διαιρέσουµε τα πολυώνυµα.
Τότε ϑα πάρουµε

H2(z) = −1 +
1

2
z−1 +

2

1 + 1
2z

−1
(26)

Από γνωστά Ϲεύγη

h2[n] = −δ[n] +
1

2
δ[n− 1] + 2

(
−1

2

)n

u[n] (27)
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

(v)

Σχήµα 1: Σχήµα Ασκησης 3.


