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΄Ασκηση 1.

(αʹ) Η κρουστική απόκριση µπορεί να ϐρεθεί αν x[n] = δ[n], δηλ.

h[n] =
1

6
δ[n] +

1

3
δ[n− 2] +

1

3
δ[n− 4] +

1

6
δ[n− 6] (1)

(ϐʹ) Η κρουστική απόκριση είναι πεπερασµένης διάρκειας, άρα το σύστηµα είναι ευσταθές (είναι απολύτως αθρο-
ίσιµη).

(γʹ) Θα είναι

H(ejω) =
1

6
+

1

3
e−j2ω +

1

3
e−j4ω +

1

6
e−j6ω (2)

=
1

6

(
1 + e−j6ω

)
+

1

3

(
e−j2ω + e−j4ω

)
(3)

=
1

6
e−j3ω(ej3ω + e−j3ω) +

1

3
e−j3ω(ejω + e−jω) (4)

=
1

3
e−j3ω(cos(3ω) + 2 cos(ω)) (5)

(δʹ) Η απόκριση πλάτους και ϕάσης δίνονται ως

|H(ejω)| = 1

3
| cos(3ω) + 2 cos(ω)| (6)

∢H(ejω) = −3ω + ∢(cos(3ω) + 2 cos(ω)) (7)

Βάζοντας ενδεικτικά κάποιες τιµές στο διάστηµα (−π, π] για τη συνάρτηση αθροίσµατος συνηµιτόνων, όπως

ω = −π =⇒ cos(−3π) + 2 cos(−π) = −3 (8)

ω = −3π/4 =⇒ cos(−9π/4) + 2 cos(−3π/4) = −
√
2

2
(9)

ω = −π/2 =⇒ cos(−3π/2) + 2 cos(−π/2) = 0 (10)

ω = −π/4 =⇒ cos(−3π/4) + 2 cos(−π/4) =

√
2

2
(11)

ω = 0 =⇒ cos(0) + 2 cos(0) = 3 (12)

ω = π/4 =⇒ cos(3π/4) + 2 cos(π/4) =

√
2

2
(13)

ω = π/2 =⇒ cos(3π/2) + 2 cos(π/2) = 0 (14)

ω = 3π/4 =⇒ cos(9π/4) + 2 cos(3π/4) = −
√
2

2
(15)

ω = π =⇒ cos(3π) + 2 cos(π) = −3 (16)
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ενώ µπορούµε να ϐρούµε τα σηµεία µηδενισµού της, ως

cos(3ω) + 2 cos(ω) = 0 (17)

4 cos3(ω)− 3 cos(ω) + 2 cos(ω) = 0 (18)

4 cos3(ω)− cos(ω) = 0 (19)

cos(ω)(4 cos2(ω)− 1) = 0 (20)

cos(ω) = 0 ή cos2(ω) =
1

4
(21)

ω = ±π/2 ή cos(ω) = ±1

2
(22)

ω = ±π/2 ή ω = ±π/3 ή ω = ±2π/3 (23)

’ρα µε ϐάση αυτά τα διαστήµατα και τις παραπάνω τιµές συµπεραίνουµε ότι

∢(cos(3ω) + 2 cos(ω) =


0, 0 < ω < π/3
π, π/3 < ω < π/2
0, π/2 < ω < 2π/3
π, 2π/3 < ω < π

(24)

µε τα αντίθετα πρόσηµα για τις τιµές της συνάρτησης αυτής στον αρνητικό ηµιάξονα του ω. Η συνολική ϕάση
στο [0, π] ϑα είναι λοιπόν

∢H(ejω) =



−3ω − π, −π < ω < −2π/3
−3ω, −2π/3 < ω < −π/2
−3ω − π, −π/2 < ω < −π/3
−3ω, −π/3 < ω < π/3
−3ω + π, π/3 < ω < π/2
−3ω, π/2 < ω < 2π/3
−3ω + π, 2π/3 < ω < π

(25)

Με ϐάση όλα τα παραπάνω, ο όρος αθροίσµατος συνηµιτόνων, η απόκριση πλάτους και η απόκριση ϕάσης
ϕαίνονται στο Σχήµα 1.

Σχήµα 1: Σχήµα Ασκησης 1.

΄Ασκηση 2.

(αʹ) Είναι

X(ej0) = X(ejω)
∣∣∣
ω=0

=
+∞∑

n=−∞
x[n]e−jωn

∣∣∣
ω=0

=
+∞∑

n=−∞
x[n] = 2 (26)
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(ϐʹ) Είναι

X(ejπ) = X(ejω)
∣∣∣
ω=π

=
+∞∑

n=−∞
x[n]e−jωn

∣∣∣
ω=π

=
+∞∑

n=−∞
x[n](−1)n = −2 (27)

(γʹ) Είναι ∫ π

−π
X(ejω) dω =

∫ π

−π
X(ejω)ejωn dω

∣∣∣
n=0

= 2πx[0] = 4π (28)

΄Ασκηση 3.

Ξέρουµε ότι για περιοδική είσοδο στη µορφή ηµιτονοειδούς άπειρης διάρκειας της µορφής

x[n] = A cos(ω0n+ ϕ) (29)

η έξοδος ϑα είναι της µορφής
y[n] = A|H(ejω0)| cos(ω0n+ ϕ+ ∢H(ejω0)) (30)

Με h[n] = anu[n], |a| < 1, ϑα έχουµε

H(ejω) =
1

1− ae−jω
(31)

|H(ejω)| = 1

|1− ae−jω|
=

1

|1− a cos(ω) + ja sin(ω)|
(32)

=
1√

(1− a cos(ω))2 + a2 sin2(ω)
=

1√
1− 2a cos(ω) + a2

(33)

∢H(ejω) = tan−1 HI(e
jω)

HR(ejω)
(34)

µε

HR(e
jω) =

1− a cos(ω)

1− 2a cos(ω) + a2
(35)

HI(e
jω) = − a sin(ω)

1− 2a cos(ω) + a2
(36)

Για ω = π/2, που είναι η συχνότητα της εισόδου, ϑα έχουµε

|H(ejπ/2)| = 1√
1 + a2

(37)

∢H(ejπ/2) = tan−1(−a) = − tan−1(a) (38)

΄Ετσι, η έξοδος του συστήµατος ϑα είναι της µορφής

y[n] =
1√

1 + a2
cos

(πn
2

− tan−1(a)
)

(39)

΄Ασκηση 4.

Για κάθε στοιχείο αναλύουµε τι µπορούµε να πάρουµε.

� Θα είναι
H(ej0) = 1 ⇐⇒ b0

1 + a1
= 1 ⇐⇒ b0 = 1 + a1 (40)
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� Επίσης ∣∣∣H(ejπ/2)
∣∣∣ = 1√

2
⇐⇒ |H(ejπ/2)|2 = 1

2
(41)

που µας δίνει, χρησιµοποιώντας επίσης ότι b0 = 1 + a1,∣∣∣∣ 1 + a1
1− ja1

∣∣∣∣2 = 1

2
(42)

1 + 2a1 + a21
1 + a21

=
1

2
(43)

2 + 4a1 + 2a21 = 1 + a21 (44)

1 + 4a1 + a21 = 0 (45)

a1 =
−4±

√
16− 4

2
(46)

=
−4±

√
12

2
(47)

= −2±
√
3 (48)

Οπότε
a1 = −2±

√
3 (49)

και
b0 = −1±

√
3 (50)

µε τα άνω πρόσηµα να δίνουν ένα Ϲεύγος λύσεων και τα κάτω πρόσηµα ένα δεύτερο Ϲεύγος.

΄Ασκηση 5.

Εφαρµόζοντας τριγωνοµετρικές ταυτότητες και τη σχέση του Euler, παίρνουµε

H(ejω) = (1 + cosω)2 · 1 + ejω

2
(51)

=
1

8

(
2 + ejω + e−jω

)2
(1 + ejω) (52)

=
1

8
ej3ω +

5

8
ej2ω +

5

4
ejω +

5

4
+

5

8
e−jω +

1

8
e−j2ω. (53)

και επιστρέφοντας στο χρόνο

h[n] = 1
8δ[n+ 3] + 5

8δ[n+ 2] + 5
4δ[n+ 1] + 5

4δ[n] +
5
8δ[n− 1] + 1

8δ[n− 2] (54)

΄Οµως
1

2π

∫ π

−π
H(ejω) dω = h[0] ⇐⇒

∫ π

−π
H(ejω) dω = 2πh[0] (55)

και άρα ∫ π

−π
H(ejω) dω = 2πh[0] = 2π

5

4
=

5π

2
(56)


