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΄Ασκηση 1.

Μας δίνεται το σήµα

x[n] =


1 + n

5 , −5 ≤ n ≤ −1
1, 0 ≤ n ≤ 3
0, αλλού

(1)

(αʹ) Τα σήµατα που Ϲητούνται είναι τα

x[2n] =


1 + 2n

5 , −5 ≤ 2n ≤ −1
1, 0 ≤ 2n ≤ 3
0, αλλού

=


1 + 2n

5 , −2 ≤ n ≤ −1
1, 0 ≤ n ≤ 1
0, αλλού

(2)

και

x[−n+ 4] =


1 + −n+4

5 , −5 ≤ −n+ 4 ≤ −1
1, 0 ≤ −n+ 4 ≤ 3
0, αλλού

=


9−n
5 , −9 ≤ −n ≤ −5

1, −4 ≤ −n ≤ −1
0, αλλού

=


9−n
5 , 5 ≤ n ≤ 9

1, 1 ≤ n ≤ 4
0, αλλού

(3)

και ϕαίνονται στο Σχήµα 1.

n

n

n

[ ]x n

[2 ]x n

[ 4]x n
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Σχήµα 1: Σχήµα Ασκησης 1.
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(ϐʹ) Μια γραφή µπορεί να είναι η

x[n] =
−1∑

k=−4

(
1 +

k

5

)
δ[n− k] + (u[n]− u[n− 4]) (4)

΄Ασκηση 2.

(αʹ) Θα είναι
+∞∑

n=−∞
nx2[n] =

3∑
n=−3

nx2[n] = −3(3)2 +−2(2)2 + · · ·+ 2(22) + 3(32) = 0 (5)

και
+∞∑

n=−∞
x2[n] = 32 + 22 + · · ·+ 22 + 32 ̸= 0 (6)

άρα όλο το κλάσµα ισούται µε µηδέν.

(ϐʹ) Για τα σήµατα x[n − 1] και x[n − 2], ο παρονοµαστής του κέντρου ϐάρους ϑα είναι ο ίδιος, το άθροισµα των
δειγµάτων µε το καθένα στο τετράγωνο. Ο αριθµητής, για y[n] = x[n− n0], ϑα είναι

+∞∑
n=−∞

ny2[n] =
+∞∑

n=−∞
n(x2[n− n0]) (7)

=

+∞∑
m=−∞

(m+ n0)(x
2[m]) (8)

=
+∞∑

m=−∞
m(x2[m]) + n0

+∞∑
m=−∞

x2[m] (9)

΄Ετσι παρατηρούµε ότι το κέντρο ϐάρους ϑα είναι

CGy = CGx + n0 (10)

οπότε
CGx[n−1] = 1 (11)

και
CGx[n−2] = 2 (12)

(γʹ) Παρατηρούµε ότι

x[0] =
3

2
− 2 = −1

2
(13)

και

x[n] =
3

2

(
1

2

)n

, n ≥ 1 (14)

Οπότε ∑
n

x2[n] =
(
− 1

2

)2
+

∞∑
n=1

9

4

(1
4

)n
=

1

4
+

9

4
·

1
4

1− 1
4

=
1

4
+

3

4
= 1, (15)

και ∑
n

nx2[n] =

∞∑
n=1

n · 9
4

(1
4

)n
=

9

4
·

1
4

(1− 1
4)

2
=

9

4
· 1
4
· 16
9

= 1. (16)

Τελικά
CG =

1

1
= 1 (17)
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΄Ασκηση 3.

i. Το σύστηµα δεν είναι γραµµικό γιατί δεν είναι οµογενές, αφού για το Ϲεύγος

x[n] −→ y[n] = n cos(x[n]) (18)

έχουµε
cx[n] −→ yc[n] = n cos(cx[n]) ̸= cy[n] (19)

Το σύστηµα δεν είναι ευσταθές αφού αν
|x[n]| < Bx ∈ R+ (20)

τότε
|y[n]| = |n cos(x[n])| = |n|| cos(x[n])| ≤ |n| → ∞ (21)

αν n → +∞. Επίσης, το σύστηµα είναι αιτιατό αφού ο υπολογισµός της εξόδου δεν εξαρτάται από µελλοντικές
τιµές της εισόδου. Επιπλέον, το σύστηµα είναι χρονικά µεταβλητό, αφού αν

x[n− k] −→ yd[n] = n cos(x[n− k]) (22)

τότε
y[n− k] = (n− k) cos(x[n− k]) ̸= yd[n] (23)

ii. Το σύστηµα είναι γραµµικό γιατί είναι οµογενές και αθροιστικό. Αν

xi[n] −→ yi[n] = 3xi[n
2], i = 1, 2 (24)

έχουµε

ax1[n] + bx2[n] −→ y1,2[n] = 3(ax1[n
2] + bx2[n

2]) = a(3x1[n
2]) + b(3x2[n

2]) = ay1[n] + by2[n] (25)

Το σύστηµα είναι ευσταθές αφού αν
|x[n]| < Bx ∈ R+ (26)

τότε
|y[n]| = |3x[n2]| = 3|x[n2]| < 3Bx (27)

Επίσης, το σύστηµα δεν είναι αιτιατό αφού ο υπολογισµός της εξόδου εξαρτάται από µελλοντικές τιµές της
εισόδου (π.χ. y[2] = 3x[4]). Επιπλέον, το σύστηµα είναι χρονικά µεταβλητό, αφού αν

x[n− k] −→ yd[n] = 3x[n2 − k] (28)

τότε
y[n− k] = 3x[(n− k)2] ̸= yd[n] (29)

iii. Το σύστηµα είναι γραµµικό γιατί είναι οµογενές και αθροιστικό. Αν

xi[n] −→ yi[n] = xi[n]u[n− 1], i = 1, 2 (30)

έχουµε
ax1[n] + bx2[n] −→ y1,2[n] = ax1[n]u[n− 1] + bx2[n]u[n− 1] = ay1[n] + by2[n] (31)

Το σύστηµα είναι ευσταθές αφού αν
|x[n]| < Bx ∈ R+ (32)

τότε
|y[n]| = |x[n]u[n− 1]| = |x[n]||u[n− 1]| < |x[n]| < Bx (33)

Επίσης, το σύστηµα είναι αιτιατό αφού ο υπολογισµός της εξόδου δεν εξαρτάται από µελλοντικές τιµές της
εισόδου. Επιπλέον, το σύστηµα είναι χρονικά µεταβλητό, αφού αν

x[n− k] −→ yd[n] = x[n− k]u[n− 1] (34)

τότε
y[n− k] = x[n− k]u[n− 1− k] ̸= yd[n] (35)
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΄Ασκηση 4.

΄Εχουµε

cxy[n] =
+∞∑

k=−∞

(
1

2

)n−k

u[n− k]u[−k] (36)

΄Οµως
u[n− k] = 1, k ≤ n (37)

και
u[−k] = 1, k ≤ 0 (38)

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις :

� n ≤ −1: ϑα είναι

c1[n] =
+∞∑

k=−∞

(
1

2

)n−k

u[n− k]u[−k] (39)

=

n∑
k=−∞

(
1

2

)n−k

=

(
1

2

)n n∑
k=−∞

(
1

2

)−k

(40)

=

(
1

2

)n +∞∑
k=−n

(
1

2

)k

=

(
1

2

)n 2n

1− 1
2

(41)

= 2 (42)

άρα
c1[n] = 2u[−n− 1] (43)

� n ≥ 0: ϑα είναι

c2[n] =

+∞∑
k=−∞

(
1

2

)n−k

u[n− k]u[−k] (44)

=

0∑
k=−∞

(
1

2

)n−k

=

(
1

2

)n 0∑
k=−∞

(
1

2

)−k

(45)

=

(
1

2

)n +∞∑
k=0

(
1

2

)k

=

(
1

2

)n 1

1− 1
2

(46)

= 2

(
1

2

)n

(47)

άρα

c2[n] = 2

(
1

2

)n

u[n] (48)

Συνολικά λοιπόν

cxy[n] = 2u[−n− 1] + 2

(
1

2

)n

u[n] (49)
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΄Ασκηση 5.

(αʹ) Για την απόκριση µηδενικής εισόδου χρειαζόµαστε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο

γ − 1

4
(50)

µε ϱίζα γ = 1
4 . Η απόκριση µηδενικής εισόδου δίνεται ως

yzi[n] = c

(
1

4

)n

, n ≥ 0 (51)

Από την αρχική συνθήκη y[−1] = 2, παίρνουµε

yzi[−1] = 4c = 2 ⇐⇒ c =
1

2
(52)

Οπότε

yzi[n] =
1

2

(
1

4

)n

u[n] (53)

(ϐʹ) Η κρουστική απόκριση για το σύστηµα

y[n]− 1

4
y[n− 1] = x[n] (54)

ϑα είναι της µορφής

ho[n] = d

(
1

4

)n

, n ≥ 0 (55)

Από την ψευδοαρχική συνθήκη ho[0] = 1 παίρνουµε

ho[0] = d = 1 (56)

κι έτσι

ho[n] =

(
1

4

)n

u[n] (57)

Οπότε για το αρχικό σύστηµα της εκφώνησης

h[n] = −2ho[n] = −2

(
1

4

)n

u[n] (58)

(γʹ) Η απόκριση µηδενικής κατάστασης δίνεται από τη συνέλιξη της εισόδου µε την κρουστική απόκριση

yzs[n] =
+∞∑

k=−∞
x[k]h[n− k] =

+∞∑
k=−∞

(
1

6

)k

u[k − 1](−2)

(
1

4

)n−k

u[n− k] (59)

= −2

(
1

4

)n +∞∑
k=−∞

(
2

3

)k

u[k − 1]u[n− k] (60)

= −2

(
1

4

)n n∑
k=1

(
2

3

)k

(61)

= −2

(
1

4

)n 2
3 −

(
2
3

)n+1

1− 2
3

(62)

= −6
2

3

(
1

4

)n

+ 6

(
1

4

)n(2

3

)n+1

(63)

= −4

(
1

4

)n

+ 4

(
1

4

)n(2

3

)n

(64)

για 1 ≤ k ≤ n, δηλ.

yzs[n] = 4

((
1

6

)n

−
(
1

4

)n)
u[n− 1] (65)


