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∆ιδάσκων: Γ. Στυλιανού

΄Ενατο Φροντιστήριο

Στις ασκήσεις που ακολουθούν, Θέστε a, b, c, d τα αντίστοιχα ψηφία του ΑΜ σας.

΄Ασκηση 1

΄Εστω το αιτιατό ΓΧΑ σύστηµα που περιγράφεται από τη συνάρτηση µεταφοράς

H1(z) =
a

1−
(

1
c+4

)
z−1

(1)

που συνδέεται παράλληλα µε το αντι-αιτιατό σύστηµα µε συνάρτηση µεταφοράς

H2(z) =
b+ 2

1−
(
d+3
2

)
z−1

(2)

(αʹ) (5 µ.) Βρείτε τη συνολική κρουστική απόκριση htot[n] του συστήµατος.

(ϐʹ) (10 µ.) Υπολογίστε το ολοκλήρωµα ∫ π

−π
Htot(e

jω)dω (3)

(γʹ) (5 µ.) Γράψτε µια εξίσωση διαφορών που υλοποιεί το συνολικό σύστηµα.

Λύση:

(αʹ) Η παράλληλη σύνδεση οδηγεί σε άθροισµα των συναρτήσεων µεταφοράς (και των κρουστικών αποκρίσεων), δηλ.

Htot(z) = H1(z) +H2(z)←→ htot[n] = h1[n] + h2[n] (4)

Από γνωστά Ϲεύγη και πίνακες έχουµε

H1(z) =
a

1−
(

1
c+4

)
z−1

, |z| > 1

c+ 4
←→ h1[n] = a

( 1

c+ 4

)n
u[n] (5)

H2(z) =
b+ 2

1−
(
d+3
2

)
z−1

, |z| < d+ 3

2
←→ h2[n] = −(b+ 2)

(d+ 3

2

)n
u[−n− 1] (6)

κι έτσι
htot[n] = a

( 1

c+ 4

)n
u[n]− (b+ 2)

(d+ 3

2

)n
u[−n− 1] (7)

(ϐʹ) Είναι ∫ π

−π
Htot(e

jω)dω =

∫ π

−π
Htot(e

jω)ejωndω
∣∣∣
n=0

= 2πhtot[0] = 2aπ (8)
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(γʹ) Είναι

Htot(z) =
Y (z)

X(z)
=

a

1−
(

1
c+4

)
z−1

+
b+ 2

1−
(
d+3
2

)
z−1

(9)

που µετά από πράξεις δίνει

Y (z)

X(z)
=

(a+ b+ 2)−
(
a(d+3)

2 + b+2
c+4

)
z−1

1−
(
d+3
2 + 1

c+4

)
z−1 + d+3

2(c+4)z
−2

(10)

Γυρνώντας στο πεδίο του χρόνου

y[n]−

(
d+ 3

2
+

1

c+ 4

)
y[n− 1] +

d+ 3

2(c+ 4)
y[n− 2] = (a+ b+ 2)x[n]−

(
a(d+ 3)

2
+

b+ 2

c+ 4

)
x[n− 1] (11)

΄Ασκηση 2

Θεωρήστε ένα ΓΧΑ σύστηµα µε κρουστική απόκριση h[n] η οποία είναι µη µηδενική µόνο για πέντε (5) διαδοχικά
δείγµατα στο χρόνο. Η απόκριση σε συχνότητα του συστήµατος είναι η H(ejω). ΄Εστω δυο σήµατα x[n] και y[n]
που αποτελούν την είσοδο και την έξοδο του συστήµατος. Σας δίνονται οι παρακάτω πληροφορίες :

i.
∫ π

−π
H(ejω)dω = aπ

ii. Υπάρχει σήµα g[n] µε πραγµατικό και άρτιο µετασχηµατισµό Fourier G(ejω) ως

G(ejω) = H(ejω)ej2ω (12)

iii. G(ej0) = b+ 1, G(ejπ) = c+ 2

Βρείτε την κρουστική απόκριση h[n].

Λύση:
Από την πρώτη σχέση έχουµε ∫ π

−π
H(ejω)dω = aπ ⇐⇒ 2πh[0] = aπ ⇐⇒ h[0] =

a

2
(13)

Από το γεγονός ότι
G(ejω) = H(ejω)ej2ω (14)

µπορούµε να γράψουµε ότι
H(ejω) = G(ejω)e−j2ω (15)

µε G(ejω) πραγµατική και άρτια ως προς ω, και αυτό µας λέει ότι το σύστηµα είναι γενικευµένης γραµµικής
ϕάσης. Επίσης αφού το σύστηµα έχει 5 διαδοχικά µη µηδενικά δείγµατα, το χρονικά τελευταίο δείγµα ϑα ϐρίσκε-
ται στη ϑέση M = 4, οπότε το σύστηµα είναι γραµµικής ϕάσης Τύπου Ι ή ΙΙΙ. Από τις δυο τελευταίες σχέσεις
καταλαβαίνουµε ότι επειδή G(ej0) = b+1, G(ejπ) = c+2 είναι µη µηδενικές, το σύστηµα είναι γραµµικής ϕάσης
Τύπου Ι. Από την εξίσωση του Τύπου Ι συστήµατος γραµµικής ϕάσης, µπορούµε λοιπόν να γράψουµε ότι

H(ejω) =
a

2
+ h1e

−jω + h2e
−j2ω + h1e

−j3ω +
a

2
e−j4ω = (h2 + 2h1 cos(ω) + a cos(2ω))e−j2ω (16)

δηλ. η G(ejω) ϑα είναι
G(ejω) = h2 + 2h1 cos(ω) + a cos(2ω) (17)
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Λύνοντας το σύστηµα που προκύπτει από τις τιµές G(ej0) = b+ 1, G(ejπ) = c+ 2, δηλ. το{
h2 + 2h1 + a = b+ 1
h2 − 2h1 + a = c+ 2

(18)

παίρνουµε κάποιες τιµές h1, h2 και από εκεί την κρουστική απόκριση.

΄Ασκηση 3

΄Ενα σύστηµα έχει συνάρτηση µεταφοράς

H(z) =
q(z − z−1)

(1− qz)(1− qz−1)
, |q| < |z| < 1

|q|
, q ∈ C (19)

(αʹ) (15 µ.) ∆είξτε, µε χρήση ιδιοτήτων και Ϲευγών του µετασχ. Z, ότι η κρουστική του απόκριση, h[n], δίνεται ως

h[n] = q−nu[−n]− qnu[n] (20)

(ϐʹ) (5 µ.) ΄Εστω οτι πολλαπλασιάζουµε την κρουστική απόκριση µε ένα τετραγωνικό παράθυρο w[n], µε

w[n] =

{
1, −1 ≤ n ≤ 1
0, αλλού

(21)

Βρείτε την εξίσωση διαφορών που χαρακτηρίζει το νέο σύστηµα hw[n].

(γʹ) (2.5 µ.) Ποιά απλή πράξη πρέπει να κάνετε στην κρουστική απόκριση hw[n] που ϐρήκατε ώστε να προκύψει
ένα τρίτο σύστηµα, µε τον ίδιο αριθµό δειγµάτων, hc[n], το οποίο να είναι αιτιατό ; Γράψτε την εξίσωση διαφορών
που περιγράφει το hc[n].

(δʹ) (2.5 µ.) Είναι το σύστηµα hc[n] ευσταθές ; Εξηγήστε.

(εʹ) (5 µ.) Μπορεί να χρησιµοποιηθεί το αιτιατό σύστηµα hc[n] για το σχεδιασµό ενός υψιπερατού (highpass) ή
ενός χαµηλοπερατού (lowpass) συστήµατος ; Εξηγήστε.

Λύση:

(αʹ) Η συνάρτηση µεταφοράς γράφεται ως

H(z) =
q(z − z−1)

(1− qz)(1− qz−1)
=

qz − qz−1

(1− qz)(1− qz−1)
(22)

=
−1 + qz + 1− qz−1

(1− qz)(1− qz−1)
=

−1 + qz

(1− qz)(1− qz−1)
+

1− qz−1

(1− qz)(1− qz−1)
(23)

= − 1

1− qz−1
+

1

1− qz
(24)

µε πεδίο σύγκλισης |q| < |z| < 1
|q| =⇒ {|z| > |q|} ∩ {|z| < 1/|q|}. Από γνωστά Ϲεύγη έχουµε

H(z) =
1

1− qz
− 1

1− qz−1
←→ h[n] = q−nu[−n]− qnu[n] (25)

(ϐʹ) Ο πολλαπλασιασµός µε το τετραγωνικό παράθυρο µας αφήνει µε τρια δείγµατα της κρουστικής απόκρισης, για
n = −1, n = 0, n = 1, δηλ.

hw[n] = qδ[n+ 1] + 0δ[n]− qδ[n− 1] = qδ[n+ 1]− qδ[n− 1] (26)

Η αντίστοιχη εξίσωση διαφορών ϐρίσκεται εύκολα αφού πρόκειται για FIR σύστηµα, οπότε

y[n] = qx[n+ 1]− qx[n− 1] (27)
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(γʹ) Η απλή πράξη που µετατρέπει σε αιτιατό το παραπάνω σύστηµα είναι η συνέλιξη µε τη συνάρτηση δ[n− 1], και
η κρουστική απόκριση είναι η

hc[n] = qδ[n]− qδ[n− 2] (28)

µε εξίσωση διαφορών ως
y[n] = qx[n]− qx[n− 2] (29)

(δʹ) Ως σύστηµα πεπερασµένης κρουστικής απόκρισης, ναι, είναι ευσταθές.

(εʹ) Το σύστηµα µε κρουστική απόκριση hc[n] είναι αντι-συµµετρικό ως προς το δείγµα n0 = 1, και ως πεπε-
ϱασµένης διάρκειας ϑα είναι γραµµικής ϕάσης Τύπου ΙΙΙ. Τα συστήµατα γραµµικής ϕάσης Τύπου ΙΙΙ έχουν
υποχρεωτικά µηδενικά στις ϑέσεις ω = 0, ω = π. ΄Ετσι, δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί για σχεδιασµό ούτε
υψιπερατού ούτε χαµηλοπερατού ϕίλτρου.

΄Ασκηση 4

Σας δίνεται το ΓΧΑ σύστηµα µε απόκριση σε συχνότητα

H(ejω) = 1− 0.45e−jω

1− 0.8e−jω
(30)

(αʹ) (2.5 µ.) Βρείτε µια εξίσωση διαφορών που περιγράφει το παραπάνω σύστηµα.

(ϐʹ) (2.5 µ.) Βρείτε την κρουστική απόκριση του συστήµατος.

(γʹ) (5 µ.) ∆είξτε ότι το παραπάνω σύστηµα είναι ένα γενικευµένο all-pass σύστηµα (µε σταθερό πλάτος αλλά
διάφορο της µονάδας).

(δʹ) (5 µ.) Αν είσοδος στο παραπάνω σύστηµα είναι το σήµα

x[n] = a cos(bπn), −∞ < n < +∞ (31)

ποιά η έξοδος του συστήµατος y[n];

Λύση:

(αʹ) Θα είναι

H(ejω) = 1− 0.45e−jω

1− 0.8e−jω
(32)

Y (ejω)

X(ejω)
=

1− 1.25e−jω

1− 0.8e−jω
(33)

Y (ejω)− 0.8e−jωY (ejω) = X(ejω)− 1.25e−jωX(ejω) (34)

και στο πεδίο του χρόνου ϑα είναι

y[n]− 0.8y[n− 1] = x[n]− 1.25x[n− 1] (35)

(ϐʹ) Η κρουστική απόκριση δίνεται εύκολα ως ο αντίστροφος µετασχ. Fourier της απόκρισης σε συχνότητα, δηλ.

h[n] = δ[n]− 0.45(0.8)n−1u[n− 1] (36)

από γνωστά Ϲεύγµα µετασχ. Fourier.
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(γʹ) Από τη σχέση

H(ejω) =
1− 1.25e−jω

1− 0.8e−jω
(37)

έχουµε

|H(ejω)| =
∣∣∣1− 1.25e−jω

1− 0.8e−jω

∣∣∣ (38)

= 1.25
∣∣∣ 0.8ejω − 1

1− 0.8e−jω

∣∣∣ (39)

= 1.25
∣∣∣ 1− 0.8ejω

1− 0.8e−jω

∣∣∣ (40)

= 1.25 (41)

ως ϱητή συνάρτηση συζυγών παραστάσεων.

(δʹ) Γνωρίζουµε ότι η έξοδος ϑα είναι της µορφής

y[n] = a|H(ejbπ)| cos(bπn+ ∠H(ejbπ)) (42)

και ανάλογα µε την τιµή του b ϑα έχουµε διαφορετική τιµή της απόκρισης ϕάσης, µε την απόκριση πλάτους
να είναι σταθερή, αφού πρόκειται για all-pass σύστηµα (εξαιρείται η περίπτωση b = 0 όπου η έξοδος είναι
σταθερή).

΄Ασκηση 5

Η υλοποίηση του Σχήµατος 1 αποτελεί ένα chip επεξεργασίας ϐίντεο της Texas Instruments. Ο συντελεστής b (που
αποτελεί το 2ο ψηφίο του ΑΜ σας) ελέγχεται από το χρήστη και καθορίζει την απόκριση πλάτους του συστήµατος.

1z 1z 1z 1z

256

( 4)c 2b

[ ]x n

[ ]y n

Σχήµα 1: Υλοποίηση chip ΄Ασκησης 5.

(αʹ) (10 µ.) Βρείτε την εξίσωση διαφορών του συστήµατος.

(ϐʹ) (2.5 µ.) Είναι αυτό ένα σύστηµα γραµµικής ϕάσης ; ∆ικαιολογήστε.

(γʹ) (2.5 µ.) Ποιά είναι η καθυστέρηση οµάδας του συστήµατος αυτού, σε δείγµατα ;

Λύση:

(αʹ) Εύκολα µπορούµε να ϐρούµε ότι

y[n] = (b+ 2)x[n] + (256− (b+ 2)(c+ 4))x[n− 2] + (b+ 2)x[n− 4] (43)
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(ϐʹ) Είναι γραµµικής ϕάσης, αφού η κρουστική του απόκριση είναι

h[n] = (b+ 2)δ[n] + (256− (b+ 2)(c+ 4))δ[n− 2] + (b+ 2)δ[n− 4] (44)

είναι δηλ. πεπερασµένης διάρκειας και άρτια συµµετρική γύρω από το δείγµα n0 = 2. Μάλιστα, επειδή
h[n] = h[4− n], το σύστηµα είναι Τύπου Ι γραµµικής ϕάσης.

(γʹ) Από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι τα Τύπου Ι συστήµατα γραµµικής ϕάσης έχουν καθυστέρηση οµάδας ίση µε M/2,
όπου M ο χρονικός δείκτης του τελευταίου µη µηδενικού δείγµατος. Οπότε στην περίπτωση µας, M = 4, οπότε
είναι τg(ejω) = M/2 = 2 δείγµατα.

΄Ασκηση 6

Ουσιαστικά γνωρίζετε την πράξη της συνέλιξης από τη στιγµή που µάθατε να κάνετε πολλαπλασιασµούς διψήφιων
αριθµών (στο ∆ηµοτικό)! ∆είξτε ότι ο πολλαπλασιασµός των αριθµών (για παράδειγµα) 21 και 13 µπορεί να ϐρεθεί
κάνοντας συνέλιξη τα ψηφία (!!) τους.

Λύση:
Προφανώς η πράξη δίνει αποτέλεσµα 21×13 = 273. Πραγµατοποιώντας συνέλιξη µεταξύ των ψηφίων µε τη µέθοδο
της ολισθαίνουσας ταινίας, έχουµε το αποτέλεσµα του Σχήµατος 2.

Σχήµα 2: Λύση ΄Ασκησης 6.


