
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ

Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών

HY-370: Ψηφιακή Επεξεργασία Σήµατος

Χειµερινό Εξάµηνο 2025

∆ιδάσκων: Γ. Στυλιανού

Πρώτο Φροντιστήριο

Ασκηση 1.

Χρησιµοποιήστε παραδείγµατα για να υποστηρίξετε ότι το γινόµενο ενός δεξιόπλευρου (x[n] = 0, n < n0) και ενός

αριστερόπλευρου (x[n] = 0, n > n0) σήµατος είναι πάντοτε χρονικά πεπερασµένης διάρκειας ή µηδένικό σήµα.

Λύση:

(αʹ) x[n] = u[n], y[n] = u[−n] =⇒ z[n] = δ[n].

(ϐʹ) x[n] = u[n− 3], y[n] = u[−n+ 5] =⇒ z[n] ̸= 0 µόνο για 3 ≤ n ≤ 5.

(γʹ) x[n] = u[n− 4], y[n] = u[−n+ 2] =⇒ z[n] ≡ 0.

Ασκηση 2.

Οι N ϱίζες της zN = 1 είναι zk = ej2πk/N , k = 0, . . . , N − 1. Κάθε µια από αυτές µπορεί να αναπαρασταθεί από

ένα διάνυσµα που ξεκινά από το µηδέν και καταλήγει στο µιγαδικό zi.

(αʹ) Ποιο είναι το µέτρο κάθε διανύσµατος και η γωνία µεταξύ δυο διαδοχικών διανισµάτων ;

(ϐʹ) Βρείτε τις ϱίζες της zN = −1. Πώς σχετίζονται µε τις ϱίζες της zN = 1;

Λύση:

(αʹ) Οι N ϱίζες της zN = 1 είναι

zk = ej
2πk
N , k = 0, 1, . . . , N − 1. (1)

αφού

zk = |zk|ejθ ⇐⇒ zNk = |zk|NejNθ = 1 = ej2πk, k ∈ Z (2)

δηλ.

|zk|N = 1 ⇐⇒ |zk| = 1 και Nθ = 2πk ⇐⇒ θ =
2πk

N
, k = 0, 1, · · · , N − 1 (3)

Μέτρο. Για κάθε k, |zk| = 1. Αρα οι ϱίζες αυτές ϐρίσκονται στον µοναδιαίο κύκλο.

Γωνιακή απόσταση. Οι ϕάσεις είναι ∠zk = 2πk
N . Η γωνιακή απόσταση µεταξύ διαδοχικών ϱιζών είναι

∆θ =
2π

N
. (4)

(ϐʹ) ΄Εχουµε −1 = ej(π+2πk), k ∈ Z και παίρνουµε

zNk = ej(π+2πk) ⇐⇒ zk = ej
π+2πk

N = ej
π
N ej

2πk
N , k = 0, 1, . . . , N − 1. (5)

και ξανά

|zk|N = 1 ⇐⇒ |zk| = 1 και Nθ = 2πk + π ⇐⇒ θ =
2πk + π

N
=

2πk

N
+

π

N
, k = 0, 1, · · · , N − 1 (6)

Οπότε :
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� ΄Ολες οι ϱίζες έχουν µέτρο 1.

� Είναι ισαπέχουσες µεταξύ τους µε γωνία µεταξύ τους ίση µε ∆θ = 2π/N ,

� Προκύπτουν από τις N ϱίζες της µονάδας µε περιστροφή κατά π/N .

Ασκηση 3.

Το άθροισµα ενός απολύτως αθροίσιµου σήµατος x[n] και των µετατοπισµένων (κατά ακέραια πολλαπλάσια του

N ) αντιγράφων του ονοµάζεται περιοδική επέκταση του x[n] µε περίοδο N . ∆είξτε ότι µια περίοδος της περιοδικής

επέκτασης του σήµατος x[n] = αnu[n] µε περίοδο N γράφεται ως

y[n] =
αn

1− αN
, 0 ≤ n ≤ N − 1. (7)

Πώς συγκρίνεται το άθροισµα µίας περιόδου του y[n] µε το άθροισµα του x[n]; Ποια είναι η ισχύς σήµατος των

x[n] και y[n];

Λύση:

Ο ορισµός περιοδικής επέκτασης µε ϐάση την εκφώνηση ϑα είναι

y[n] =

∞∑
k=−∞

x[n− kN ], µε περίοδο N. (8)

Για

x[n] = αnu[n] (9)

µε |α| < 1 λόγω απόλυτης αθροισιµότητας, και 0 ≤ n ≤ N − 1 ισχύει

x[n− kN ] =

{
0, k > 0
αn−kN , k ≤ 0

(10)

Ας εξηγήσουµε γιατί. ΄Εχουµε

y[n] =

∞∑
k=−∞

x[n− kN ] =

∞∑
k=−∞

αn−kN u[n− kN ]. (11)

Στεκόµαστε σε µία ϐασική περίοδο µε 0 ≤ n ≤ N − 1. Για κάθε k > 0 ισχύει

n− kN ≤ n−N ≤ (N − 1)−N = −1, (12)

΄Ετσι,

n− kN < 0, ∀k ≥ 1 (13)

΄Οµως επειδή u[m] = 0 για m < 0, ισχύει

u[n− kN ] = 0, ∀k > 0 (14)

και άρα

x[n− kN ] = αn−kN u[n− kN ] = 0 για κάθε k > 0, (15)

Αυτό σηµαίνει ότι στη ϐασική περίοδο συνεισφέρουν µόνο οι όροι µε k ≤ 0:

y[n] =
0∑

k=−∞
αn−kN , 0 ≤ n ≤ N − 1. (16)
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΄Ετσι

y[n] =
0∑

k=−∞
αn−kN = αn

∞∑
k=0

(αN )k =
αn

1− αN
, 0 ≤ n ≤ N − 1, (17)

και το y[n] επεκτείνεται περιοδικά.

Για το άθροισµα µιας περιόδου,

∞∑
n=−∞

y[n] =
1

1− αN

N−1∑
n=0

αn =
1

1− αN
· 1− αN

1− α
=

1

1− α
. (18)

Αυτό ισούται µε το άθροισµα του x[n]:

∞∑
n=−∞

x[n] =
∞∑
n=0

αn =
1

1− α
(19)

Για την ισχύ σήµατος, από τον ορισµό

P = lim
M→∞

1

2M + 1

M∑
n=−M

|x[n]|2 (20)

Για x[n] = αnu[n],
M∑

n=−M

|x[n]|2 =
M∑
n=0

|α|2n =
1− |α|2(M+1)

1− |α|2
= C, (21)

οπότε

Px = lim
M→∞

C

2M + 1
= 0 (22)

Για το περιοδικό σήµα y[n] µε περίοδο N , ο ορισµός µπορεί να γραφεί ως

Py =
1

N

N−1∑
n=0

|y[n]|2 = 1

N

N−1∑
n=0

|α|2n

|1− αN |2
=

1

|1− αN |2
· 1

N
· 1− |α|2N

1− |α|2
. (23)

Ασκηση 4.

Οι p-νόρµες µετρούν το ‘‘µέγεθος’’ ενός σήµατος. Για σήµατα διακριτού χρόνου

∥x∥p =
(∑

|x|p
)1/p

(24)

όπου 0 < p < ∞. Για p = ∞ ορίζουµε ∥x∥∞ = maxn |x[n]|.

(αʹ) ΄Εστω x[n] = {3, −j4, 3 + j4}. Να ϐρεθούν ∥x∥1, ∥x∥2 και ∥x∥∞.

(ϐʹ) Ποια είναι η σηµασία καθεµιάς από αυτές τις νόρµες ;

Λύση:

(αʹ) Τα µέτρα των στοιχείων είναι |3| = 3, | − j4| = 4, |3 + j4| = 5.

∥x∥1 = 3 + 4 + 5 = 12 (25)

∥x∥2 =
√
32 + 42 + 52 =

√
50 = 5

√
2 (26)

∥x∥∞ = max{3, 4, 5} = 5 (27)
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(ϐʹ) Για καθεµιά έχουµε

� ∥x∥1: µετρά το συνολικό απόλυτο µέγεθος (άθροισµα απόλυτων τιµών).

� ∥x∥2: Ενέργεια σήµατος (Ευκλείδεια απόσταση). Συνδέεται µε τη µέση τετραγωνική τιµή/σφάλµα.

� ∥x∥∞: Μέγιστη τιµή, σηµαντική για έλεγχο και περιορισµό πλάτους.

Ασκηση 5.

Μια προσέγγιση για την επίλυση µη γραµµικών εξισώσεων διαφορών είναι η αναδροµή. Εξετάστε τη µη γραµµική

εξίσωση διαφορών

y[n]y[n− 1]− 0.5y2[n− 1] = 0.5Au[n]. (28)

(αʹ) Τι καθιστά αυτό το σύστηµα µη γραµµικό ;

(ϐʹ) Με y[−1] = 2, να ϐρεθούν αναδροµικά τα y[0], y[1], y[2].

(γʹ) Θέστε A = 2, A = 4, A = 9 στα αποτελέσµατα του (ϐ) και επιβεβαιώστε ότι το σύστηµα υπολογίζει τη τετραγω-

νική ϱίζα του A.

(δʹ) Επαναλάβετε τα (ϐ-γ) µε y[−1] = 1 για να ελέγξετε αν η αρχική συνθήκη επηρεάζει τη λειτουργία του συστήµα-

τος.

Λύση:

(αʹ) Το σύστηµα είναι µη γραµµικό γιατί περιλαµβάνει γινόµενο εξόδων αλλά και τετραγωνικό όρο.

(ϐʹ) Με y[−1] = 2 και για n = 0, 1, 2:

y[0] =
A+ 4

4
= 1 +

A

4
,

y[1] = 1
2

(
y[0] +

A

y[0]

)
,

y[2] = 1
2

(
y[1] +

A

y[1]

)
.

(29)

(γʹ) Αριθµητικός έλεγχος (σύγκλιση σε

√
A).

A y[0] y[1] y[2]
√
A

2 1.5 1.416 6 (= 17/12) 1.414 215 7 (= 577/408) 1.414 213 56 . . .
4 2 2 2 2
9 3.25 (= 13/4) 3.009615 (= 313/104) 3.000015 3

(30)

Βλέπουµε σύγκλιση προς

√
A (απόλυτα ακριβές για A = 4 λόγω αρχικοποίησης = 2).

(δʹ) Με y[−1] = 1, η ίδια αναδροµή δίνει

y[0] =
A+ 1

2
, y[1] = 1

2

(
y[0] +

A

y[0]

)
, y[2] = 1

2

(
y[1] +

A

y[1]

)
. (31)

Ενδεικτικά:

A y[0] y[1] y[2]
√
A

2 1.5 1.416 6 1.414 2157 1.4142 . . .
4 2.5 2.05 2.00061 2
9 5 3.4 3.02353 3

(32)

Η αρχική συνθήκη δεν αλλάζει το όριο (η µέθοδος εξακολουθεί να υπολογίζει

√
A για A > 0), αλλά επηρεάζει

την ταχύτητα σύγκλισης. Με αρχικοποίηση πιο κοντά στη

√
A (π.χ. y[−1] = 2 όταν A ≈ 4) η σύγκλιση είναι

ταχύτερη.
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Ασκηση 6.

΄Εχουµε δυο ΓΧΑ συστήµατα σε σειρά. Το Σύστηµα 1 είναι ένα χαµηλοπερατό ϕίλτρο που ικανοποιεί την εξίσωση

διαφορών

y[n] = 0.5 y[n− 1] + x[n], (33)

και το Σύστηµα 2 έχει κρουστική απόκριση

h[n] = δ[n]− 0.5 δ[n− 1]. (34)

(αʹ) Βρείτε την έξοδο του συστήµατος που προκύπτει από τη σύνδεση σε σειρά των δύο συστηµάτων στην είσοδο

x[n] = 2(0.5)nu[n]

(ϐʹ) Ποια είναι η έξοδος της ίδιας διάταξης για x[n] = δ[n];

(γʹ) Πώς σχετίζονται τα δύο συστήµατα ;

Λύση:

Για το πρώτο σύστηµα

y1[n]− 0.5 y[n− 1] = x[n] (35)

η κρουστική του απόκριση ϑα είναι

h[n]− 0.5h[n− 1] = δ[n] (36)

και για n = 0
h[0]− 0.5h[−1] = 1 ⇐⇒ h[0] = 1 (37)

Λόγω της χαρακτηριστικής ϱίζας της εξίσωσης διαφορών, που είναι η γ = 0.5, η µορφή της ϑα είναι

h[n] = c1(0.5)
n, n ≥ 0 (38)

Χρησιµοποιώντας την αρχική συνθήκη h[0] = 1, παίρνουµε

h[0] = c1 · 1 = 1 ⇐⇒ c1 = 1 (39)

και άρα

h[n] = (0.5)nu[n] (40)

Για το σύστηµα που ακολουθεί, ξέρουµε ότι

h2[n] = δ[n]− 0.5 δ[n− 1] (41)

(αʹ) Πρώτα η έξοδος του συστήµατος 1:

y1[n] = h[n] ∗ x[n] =
∞∑

k=−∞
h1[k]x[n− k]

=

∞∑
k=−∞

(0.5)ku[k]2(0.5)n−ku[n− k]

(42)

Γνωρίζουµε ότι

u[k]u[n− k] = 1, 0 ≤ k ≤ n (43)

οπότε

y[n] =
n∑

k=0

(0.5)k 2(0.5)n−k = 2
n∑

k=0

(0.5)n = 2(n+ 1)(0.5)nu[n]. (44)

΄Υστερα το σύστηµα 2:

y[n] = h2[n] ∗ y1[n] = (δ[n]− 0.5 δ[n− 1]) ∗ 2(n+ 1)(0.5)nu[n] (45)

= 2(n+ 1)(0.5)nu[n]− 2 · 0.5 · n(0.5)n−1u[n− 1] (46)

= (n+ 2)(0.5)nu[n] (47)
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(ϐʹ) Η είσοδος µας είναι x[n] = δ[n]. Για το Σύστηµα 1:

y1[n] = h1[n] = (0.5)nu[n] (48)

Για το Σύστηµα 2:

y[n] = y1[n]− 0.5 y1[n− 1] (49)

= (0.5)nu[n]− 0.5(0.5)n−1u[n− 1] (50)

= (0.5)nu[n]− (0.5)nu[n− 1] (51)

Εποµένως

y[n] = δ[n] (52)

(γʹ) Η συνολική κρουστική απόκριση της διάταξης είναι

h1[n] ∗ h2[n] =
∑
k

h1[k]h2[n− k] (53)

= h1[n]− 0.5h1[n− 1] (54)

= (0.5)nu[n]− 0.5(0.5)n−1u[n− 1] (55)

΄Οπως δείξαµε στο (ϐ), αυτό ισούται µε δ[n]. Οπότε η σύνδεση σε σειρά ισοδυναµεί µε ταυτοτικό σύστηµα και

τα δύο επιµέρους συστήµατα είναι αντίστροφα µεταξύ τους, δηλ. ικανοποιούν τη σχέση

h1[n] ∗ h2[n] = δ[n] (56)

Ασκηση 7.

Εξετάστε το σύστηµα

y[n]− 0.5y[n− 1] = x[n]. (57)

(αʹ) Ποια είναι η κρουστική απόκριση h[n] του συστήµατος ;

(ϐʹ) Βρείτε την έξοδό του για είσοδο x[n] = (0.5)nu[n] µε χρήση συνέλιξης.

Λύση:

(αʹ) Για είσοδο x[n] = δ[n] έχουµε

h[n]− 0.5h[n− 1] = δ[n] (58)

και όπως ϐρήκαµε σε προηγούµενη άσκηση

h[n] = (0.5)nu[n] (59)

(ϐʹ) Για εισοδο x[n] = (0.5)nu[n], υπολογίζουµε τη συνέλιξη

y[n] =

∞∑
k=−∞

h[k]x[n− k]

=

+∞∑
k=−∞

(0.5)ku[k](0.5)n−ku[n− k]

(60)

΄Οµως

u[k]u[n− k] = 1, 0 ≤ k ≤ n (61)

οπότε

y[n] =

n∑
k=0

(0.5)k(0.5)n−k = (0.5)n
n∑

k=0

1 = (0.5)n(n+ 1) (62)

για n ≥ 0, δηλ.

y[n] = (n+ 1)(0.5)nu[n] (63)


