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΄Ασκηση 1.

Το ϕίλτρο h2[n] είναι γνωστό από τη ϑεωρία ως υψιπερατό µε συχνότητα αποκοπής ωc = π/4. ΄Αρα µένει να
δούµε την επίδραση του ϕίλτρου µε κρουστική απόκριση h1[n], ως προς την απόκριση πλάτους τους. Θα είναι

|H(ejω)| =
∣∣∣∣ e−jω − 0.5

1− 0.5e−jω

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣e−jω 1− 0.5ejω

1− 0.5e−jω

∣∣∣∣ = ∣∣e−jω
∣∣ ∣∣∣∣ 1− 0.5ejω

1− 0.5e−jω

∣∣∣∣ = 1 (1)

γιατί ο όρος του αριθµητή είναι ο συζυγής του παρονοµαστή, ενώ |ejθ| = 1, ∀θ. Οπότε το σύστηµα αυτό
είναι ένα allpass σύστηµα. ΄Αρα το συνολικό σε σειρά σύστηµα έχει απόκριση πλάτους ίση µε του δεύτερου
συστήµατος, δηλ. ενός υψιπερατού ϕίλτρου µε συχνότητα αποκοπής ωc = π/4.

΄Ασκηση 2.

Είναι (από τον ορισµό του συστήµατος)

y[n]− y[n− 1] =
n∑

k−∞
(k + 1)x[k]−

n−1∑
k=−∞

(k + 1)x[k] (2)

=
n−1∑
k−∞

(k + 1)x[k] + (n+ 1)x[n]−
n−1∑

k=−∞
(k + 1)x[k] (3)

= (n+ 1)x[n] (4)

άρα πράγµατι
y[n]− y[n− 1] = (n+ 1)x[n] (5)

Για είσοδο x[n] = u[n], ϑα είναι
y[n]− y[n− 1] = (n+ 1)u[n] (6)

και στο χώρο του Ζ, µέσω γνωστών Ϲευγών και ιδιοτήτων

Y (z)− z−1Y (z) =
1

(1− z−1)2
⇐⇒ Y (z)(1− z−1) =

1

(1− z−1)2
⇐⇒ Y (z) =

1

(1− z−1)3
(7)

µε |z| > 1.

΄Ασκηση 3.

Από γνωστά Ϲεύγη έχουµε

X(z) = − 1

1− z−1
+

1

1− 1
2z

−1
=

−1
2z

−1

(1− 1
2z

−1)(1− z−1)
(8)

Y (z) =
−1

2z
−1

(1− 1
2z

−1)(1 + z−1)
(9)

οπότε

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

1− z−1

1 + z−1
, |z| > 1 (10)
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λόγω αιτιατότητας.

΄Ασκηση 4.

Το σύστηµα αυτό έχει δυο διπλές µιγαδικές ϱίζες, εντός µοναδιαίου κύκλου. Οι διπλές ϱίζες z1, z2 = z∗1 είναι
τέτοιες που ικανοποιούν τους τύπους του Vieta, δηλ.

z1z2 = z1z
∗
1 = |z1|2 =

4

5
(11)

z1 + z2 = z1 + z∗1 = −1

5
(12)

΄Αρα έχουµε δυο διπλά µηδενικά στο σύστηµα αυτό. Για να µετατραπεί σε γραµµικής ϕάσης µε την ίδια
απόκριση πλάτους µε το αρχικό πρέπει να διασπαστεί σε γραµµικής ϕάσης και allpass. Το σύστηµα γραµµικής
ϕάσης ϑα πρέπει να έχει τα µιγαδικά µηδενικά σε τετράδες, άρα πρέπει να καθρεφτίσουµε ένα από κάθε Ϲεύγος
διπλών µηδενικών έξω από το µοναδιαίο κύκλο, στη συζυγή αµοιβαία ϑέση. Το άλλο µηδενικό του Ϲεύγους ϑα
χρησιµοποιηθεί στο allpass σύστηµα. ΄Αρα το σύστηµα γραµµικής ϕάσης που ϑα έχει συνολικά 4 µιγαδικά
µηδενικά, ϑα έχει δυο συζυγή (αναγκαστικά, ώστε να είναι πραγµατικό) µηδενικά από το αρχικό σύστηµα,
δηλ.

G1(z) = 1 +
1

5
z−1 +

4

5
z−2 = (1− z1z

−1)(1− z2z
−1) (13)

και ϑα έχει και τα συζυγή αµοιβαία τους, της µορφής

G2(z) = (z−1 − z∗1)(z
−1 − z∗2) (14)

= (z−2 − z∗2z
−1 − z∗1z

−1 + z∗1z
∗
2) (15)

= (z−2 − (z∗1 + z1)z
−1 + |z1|2) (16)

= z−2 +
1

5
z−1 +

4

5
(17)

από τους τύπους του Vieta. Οπότε το συνολικό σύστηµα ϑα είναι της µορφής

G(z) = G1(z)G2(z) = (1 +
1

5
z−1 +

4

5
z−2)(z−2 +

1

5
z−1 +

4

5
) (18)

΄Ασκηση 5.

(αʹ) Αφού είναι FIR και γραµµικής ϕάσης, ϑα πρέπει να είναι συµµετρικό, είτε άρτιας είτε περιττής συµµετρίας.
∆ηλ.

h[n] = [2, 4, 3, 3, 4, 2] (19)

ή
h[n] = [2, 4, 3,−3,−4,−2] (20)

(ϐʹ) Από τον αριθµό του τελευταίου δείγµατος M = 5, και από το είδος του κέντρου συµµετρίας (δείγµα ή
ψευδοδείγµα), ϐλέπουµε ότι έχουµε Τύπου ΙΙ ή IV ϕίλτρα γραµµικής ϕάσης.

(γʹ) Για κάθε ϕίλτρο γραµµικής ϕάσης, η καθυστέρηση οµάδας είναι M/2 = 5/2 δείγµατα.

΄Ασκηση 6.

(αʹ) Για να µετατρέψουµε ένα σύστηµα σε ελάχιστης ϕάσης πρέπει να καθρεφτίσουµε κάθε µηδενικό εκτός
µοναδιαίου κύκλου µε το αντίστοιχο εντός µοναδιαίου κύκλου σύµφωνα µε τη σχέση

1− az−1 ←→ z−1 − a∗ (21)
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Αυτή η αλλαγή ϕέρνει τα µηδενικά εντός µοναδιαίου κύκλου, χωρίς να αλλάζει την απόκριση πλάτους.
Στην άσκηση αυτή, το µηδενικό στη ϑέση z = −1.25 πρέπει να έρθει µέσα στο µοναδιαίο κύκλο, δηλ. να
γίνει η αλλαγή

1 + 1.25z−1 ←→ z−1 + 1.25 (22)

Οπότε

Hmin(z) =
2(z−1 + 1.25)(1 + 0.25z−2)

(1− 0.81z−2)
(23)

(ϐʹ) Το σύστηµα µέγιστης ϕάσης ϑα έχει όλα τα µηδενικά εκτός µοναδιαίου κύκλου, δηλ. τα µηδενικά στις
ϑέσεις z = ±j

√
0.25 πρέπει να µεταφερθούν εκτός µοναδιαίου. Αυτό σηµαίνει ότι

1 + 0.25z−2 = (1 + j0.5)(1− j0.5)←→ z−2 + 0.25 = (z−1 + j0.5)(z−1 − j0.5) (24)

Οπότε

Hmax(z) =
2(1 + 1.25z−1)(z−2 + 0.25)

(1− 0.81z−2)
(25)

(γʹ) Κάθε µηδενικό µπορεί να είναι εντός ή εκτός κύκλου. ΄Εχουµε 3 µηδενικά, άρα ϑα έχουµε 23 = 8
πιθανές συναρτήσεις µεταφοράς. Αν έχουµε απαίτηση πραγµατικού συστήµατος, τότε τα µηδενικά πρέπει
να διατηρούν συζυγή σχέση µεταξύ τους. ΄Εχουµε ένα πραγµατικό και δυο συζυγή µιγαδικά µηδενικά,
άρα ϑα έχουµε 22 = 4 πιθάνές πραγµατικές συναρτήσεις µεταφοράς.

΄Ασκηση 7.

Βάζοντας ενδιάµεσες µεταβλητές σε κάθε έξοδο κόµβου, ϑα έχουµε

g[n] = x[n]− f [n− 1] (26)
w[n] = x[n] + k1g[n] (27)
c[n] = w[n] + y[n− 1] (28)
f [n] = −y[n− 1]− k0c[n] (29)
y[n] = w[n] + k0c[n] (30)

που δίνουν

G(z) = X(z) + z−1F (z) (31)
W (z) = X(z) + k1G(z) (32)

C(z) = W (z) + z−1Y (z) (33)

F (z) = −z−1Y (z)− k0C(z) (34)
Y (z) = W (z) + k0C(z) (35)

Λύνοντας το σύστηµα παίρνουµε

H(z) =
1 + k0 + k1 + k0k1

1− (k0 + k0k1)z−1 − (k1 + 2k0k1)z−2
(36)

Η παραπάνω υλοποίηση σχετίζεται µε την DF-II µε διάφορους τρόπους, αναλόγως πως υλοποιείτε τους πολλα-
πλασιασµούς. Κάθε απάντηση ϑεωρείται σωστή.


