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΄Ασκηση 1.

(αʹ) ΄Εστω H(z) = z − 1
a , µε a πραγµατικό και 0 < a < 1. Το σύστηµα αυτό έχει ένα µηδενικό στη ϑέση z = 1/a και

έναν πόλο στο άπειρο. Η απόκριση σε συχνότητα είναι

H(ejω) = ejω − 1

a
= cos(ω)− 1

a
+ j sin(ω) (1)

Η απόκριση ϕάσης του ϑα είναι

∠H(ejω) = tan−1 sin(ω)

cos(ω)− 1
a

(2)

(ϐʹ) ΄Εστω G(z) το σύστηµα µε πόλους στις συζυγείς αµοιβαίες ϑέσεις των µηδενικών του H(z), και µηδενικά στις
συζυγείς αµοιβαίες ϑέσεις των πόλων του H(z). Το G(z) ϑα είναι της µορφής

G(z) =
z

z − a
(3)

που έχει έναν πόλο στο z = a και ένα µηδενικό στο z = 0. Η απόκριση σε συχνότητα είναι

G(ejω) =
ejω

ejω − a
=

ejω(e−jω − a)

|ejω − a|2
=

1− aejω

|ejω − a|2
=

(
1− a cos(ω)

)
− ja sin(ω)

|ejω − a|2
(4)

και άρα η απόκριση ϕάσης ϑα είναι

∠G(ejω) = tan−1 −a sin(ω)
1− a cos(ω)

= tan−1 a sin(ω)

a cos(ω)− 1
= tan−1 sin(ω)

cos(ω)− 1
a

(5)

που είναι ίδια µε την απόκριση ϕάσης του H(ejω).

΄Ασκηση 2.

Η συνάρτηση µεταφοράς γράφεται

H(z) =
1 + 4z−2

1− 1
4z

−1 − 3
8z

−2
=

z2 + 4

z2 − 1
4z −

3
8

=
(z + 2j)(z − 2j)

(z − 3
4)(z +

1
2)

(6)

Βλέπουµε ότι το σύστηµα έχει έναν πόλο στη ϑέση z = 3/4 και έναν στη ϑέση z = −1/2, ενώ έχει και δυο µηδενικά
στις ϑέσεις z = ±2j. Τα δυο µηδενικά εκτός µοναδιαίου κύκλου ϑα ανήκουν στο σύστηµα allpass, το οποίο ϑα έχει
και δυο πόλους στις ϑέσεις z = ±1/2j, οι οποίοι πρέπει να ακυρωθούν µε µηδενικά στο σύστηµα ελάχιστης ϕάσης
ώστε η παραγοντοποίηση να είναι έγκυρη. ΄Αρα

Hap(z) =
1 + 4z−2

1 + 1
4z

−2
(7)
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Το παραπάνω σύστηµα δεν έχει µοναδιαία απόκριση πλάτους, οπότε πρέπει να γραφεί ως

Hap(z) =
4(z−2 + 1

4)

1 + 1
4z

−2
(8)

µε τη σταθερά να µεταφέρεται στο ελάχιστης ϕάσης που ϑα είναι

Hmin(z) =
4(1 + 1

4z
−2)

(1− 3
4z

−1)(1 + 1
2z

−1)
=

4 + z−2

(1− 3
4z

−1)(1 + 1
2z

−1)
(9)

και

Hap(z) =
z−2 + 1

4

1 + 1
4z

−2
(10)

Εφόσον το αρχικό σύστηµα είναι ευσταθές, ϑα είναι RH = {|z| > 3/4}, Rap = {|z| > 1/2}, Rmin = {|z| > 3/4}.

΄Ασκηση 3.

Η h1[n] έχει άρτια συµµετρία και M = 2, οπότε είναι Τύπου Ι. Η h2[n] έχει άρτια συµµετρία και έχει M = 3, οπότε
είναι Τύπου ΙΙ. ΄Οµοια, η h3[n] έχει περιττή συµµετρία και M = 4, οπότε είναι Τύπου ΙΙΙ, ενώ η h4[n] έχει περιττή
συµµετρία και M = 3, οπότε είναι Τύπου IV.

Τα Τύπου Ι ϕίλτρα γραµµικής ϕάσης δεν έχουν δέσµευση µηδενικών σε ϑέσεις του µιγαδικού επιπέδου. Από τα
σχήµατα, το (c) δεν έχει µηδενικά στις ϑέσεις z = 1,z = −1, δηλ. στις συχνότητες ω = 0, ω = ±π. Τα Τύπου ΙΙ έχουν
υποχρεωτικά µηδενικό στη ϑέση z = −1, δηλ. στη συχνότητα ω = ±pi, άρα το (b) είναι σωστό σχήµα. Τα Τύπου ΙΙΙ
έχουν υποχρεωτικά µηδενικά στις ϑέσεις z = 1, z = −1, δηλ. στις συχνότητες ω = 0, ω = ±π, άρα το (d) είναι το σωστό
σχήµα, ενώ τέλος τα Τύπου IV έχουν υποχρεωτικό µηδενικό στη ϑέση z = 1, δηλ. στη συχνότητα ω = 0. Το σωστό
σχήµα είναι το (a).

΄Ασκηση 4.

΄Εστω η συνάρτηση µεταφοράς ενός ευσταθούς ΓΧΑ συστήµατος

H(z) =
z − 5

z
(
z − 1

8

) (11)

(αʹ) Το σύστηµα έχει έναν πόλο στο µηδέν κι έναν στο 1/8. Είναι ευσταθές, άρα |z| > 1/8 για το πεδίο σύγκλισής του,
το οποίο περιλαµβάνει το άπειρο (δεν υπάρχει πόλος εκεί), άρα είναι αιτιατό.

(ϐʹ) Το σύστηµα έχει έναν πόλο στο z = 0, έναν στο z = 1/8, και ένα µηδενικό στο z = 5 και άλλο ένα στο άπειρο.
Το σύστηµα allpass ϑα πάρει το µηδενικό στο z = 5 και το µηδενικό στο άπειρο. Αναγκαστικά ϑα πάρει και τον
πόλο στο µηδέν. Συµπληρωµατικά, ϑα πρέπει να έχει και έναν πόλο στο z = 1/5, για να είναι έγκυρο allpass. Ο
τελευταίος πόλος ϑα πρέπει να ακυρωθεί µε ένα µηδενικό στην ίδια ϑέση στο σύστηµα ελάχιστης ϕάσης. ΄Αρα

Hap(z) =
z−1(1− 5z−1)

(1− 1
5z

−1)
= z−1 (−5)(z

−1 − 1
5)

(1− 1
5z

−1)
(12)

µε τη σταθερά −5 να πρέπει να µεταφερθεί στο ελάχιστης ϕάσης που είναι

Hmin(z) = −5
1− 1

5z
−1

1− 1
8z

−1
=

z−1 − 5

1− 1
8z

−1
(13)

και

Hap(z) = z−1 (z−1 − 1
5)

(1− 1
5z

−1)
(14)
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(γʹ) Το σύστηµα γενικευµένης γραµµικής ϕάσης ϑα πάρει τον πολο στο z = 0 και το µηδενικό στο άπειρο, όπως επίσης
και το µηδενικό στο z = 5. Για να είναι γραµµικής ϕάσης πρέπει να έχει και ένα µηδενικό στην αµοιβαία ϑέση του
z = 5, δηλ. στην z = 1/5. ΄Αρα ϑα είναι

Hlin(z) = z−1(1− 5z−1)(1− 1

5
z−1) (15)

Το ελάχιστης ϕάσης ϑα έχει τον πόλο στη ϑέση z = 1/8 κι έναν ακόµη πόλο στη ϑέση z = 1/5 για να ακυρώνει το
µηδενικό στην ίδια ϑέση που µπήκε στο γραµµικής ϕάσης. ΄Αρα

Hmin(z) =
1

(1− 1
8z

−1)(1− 1
5z

−1)
(16)

΄Ασκηση 5.

Η γενική µορφή του συστήµατος ϑα είναι
H(z) = A

∏
k

(1− ckz
−1) (17)

Αφού η καθυστέρηση οµάδας είναι 2, αυτό σηµαίνει ότι M = 4, άρτιο, άρα είναι Τύπου Ι ή ΙΙΙ. Αφού έχει ενα µηδενικό
στη ϑέση z = j/2 ϑα έχει και µηδενικά στις συζυγείς (ως πραγµατικό σύστηµα) και στις συζυγείς αµοιβαίες (ως
γραµµικής ϕάσης) του, άρα

H(z) = A(1− j

2
z−1)(1 +

j

2
z−1)(1− 2

j
z−1)(1 +

2

j
z−1) = A(1 +

17

4
z−2 + z−4) (18)

µετά από πράξεις. Βλέπουµε ότι είναι ξεκάθαρα Τύπου Ι. Επειδή H(1) = 1, έχουµε

H(1) = A(1 +
17

4
+ 1) =⇒ A =

4

25
(19)

΄Αρα τελικά η κρουστική απόκριση είναι

h[n] =
4

25

[
δ[n] +

17

4
δ[n− 2] + δ[n− 4]

]
(20)

΄Ασκηση 6.

Μπορούµε να γράψουµε ότι

|H(z)|2
∣∣∣
z=ejω

= |H(ejω)|2 = 17

16
− 1

2
cos(ω) =

17

16
− 1

4
ejω − 1

4
e−jω (21)

και άρα

|H(z)|2 = H(z)H∗(1/z∗) =
17

16
− 1

4
z − 1

4
z−1 (22)

Συγκρίνοντας µε τη γενική σχέση των διαλέξεων ϐλέπουµε ότι το σύστηµα έχει ένα µηδενικό στο z = 1/4. ΄Ενα τέτοιο
σύστηµα γράφεται ως

H(z) = 1− 1

4
z−1 ←→ h[n] = δ[n]− 1

4
δ[n− 1] (23)

που ικανοποιεί h[0] ≥ 1
4 , h[1] < 0. Από την ίδια γενική σχέση των διαλέξεων παρατηρούµε ότι το σύστηµα µπορεί να

έχει κι ένα µηδενικό στο z = 4. ΄Ενα τέτοιο σύστηµα γράφεται ως

H(z) =
1

4
− z−1 ←→ h[n] =

1

4
δ[n]− δ[n− 1] (24)

που ικανοποιεί ότι h[0] ≥ 1
4 , h[1] < 0.


