
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ
Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών

HY-370: Ψηφιακή Επεξεργασία Σήµατος

Χειµερινό Εξάµηνο 2023

∆ιδάσκοντες: Γ. Στυλιανού, Γ. Καφεντζής

Λύσεις ∆εύτερης Σειράς Ασκήσεων

΄Ασκηση 1.

(αʹ) Θα είναι
H(ejω) = 1− e−j2ω + e−j4ω − e−j6ω (1)

(ϐʹ) Θα χρειαστεί να γράψουµε την απόκριση σε συχνότητα σε παραγοντική µορφή για ευκολία. Θα είναι

H(ejω) = 1− e−j2ω + e−j4ω − e−j6ω (2)

= e−j2ω(ej2ω + e−j2ω)− e−j4ω(ej2ω + e−j2ω) (3)

= e−j2ω2 cos(2ω)− e−j4ω2 cos(2ω) (4)

= 2 cos(2ω)(e−j2ω − e−j4ω) (5)

= 2 cos(2ω)e−j3ω(ejω − e−jω) (6)

= 2 cos(2ω)e−j3ω2j sin(ω) (7)

= 4j cos(2ω) sin(ω)e−j3ω (8)

΄Αρα
|H(ejω)| = 4| cos(2ω)|| sin(ω)| (9)

∆είτε το Σχήµα 1 και η συνολική απόκριση πλάτους ϕαίνεται στο Σχήµα 2 Για τη ϕάση ϑα έχουµε

Σχήµα 1: Επιµέρους πλάτη.

̸ H(ejω) = ̸ j + ̸ cos(2ω) + ̸ sin(ω) + ̸ e−j3ω =
π

2
− 3ω + ̸ cos(2ω) + ̸ sin(ω) (10)

Πρέπει να ϐρούµε τα πρόσηµα των δυο ηµιτονοειδών. Σηµεία µηδενισµού του cos(2ω) είναι

cos(2ω) = 0⇐⇒ 2ω = 2kπ ± π/2⇐⇒ ω = kπ ± π

4
, k ∈ Z (11)

οπότε στο (−π, π] ϑα είναι

ω1 = −π/4, ω2 = π/4, ω3 = 3π/4, ω4 = −3π/4 (12)
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Σχήµα 2: Απόκριση πλάτους.

΄Οµοια για τον όρο sin(ω)
sin(ω) = 0⇐⇒ ω = kπ, k ∈ Z (13)

άρα στο διάστηµα (−π, π] ϑα είναι µόνο τα ω1 = 0, ω2 = π. ∆είτε το Σχήµα 3. Οπότε η ϕάση ϑα είναι

Σχήµα 3: ΄Οροι για εύρεση ϕάσης.

̸ H(ejω) =



π
2 − 3ω − π, −π < ω < −3π/4
π
2 − 3ω, −3π/4 < ω < −π/4
π
2 − 3ω − π, −π/4 < ω < 0
π
2 − 3ω, 0 < ω < π/4
π
2 − 3ω + π, π/4 < ω < 3π/4
π
2 − 3ω, 3π/4 < ω < π

(14)

και τη ϐλέπουµε στο Σχήµα 4.

(γʹ) Θα είναι

i. x[n] = 2 cos(πn/4+π), η έξοδος ϑα είναι y[n] = 0 γιατί η απόκριση πλάτους µηδενίζεται στη συχνότητα
ω = π/4.

ii. x[n] = cos(πn/2), η έξοδος ϑα είναι

y[n] = |H(ejπ/2)| cos(πn/2 + ̸ H(ejπ/2)) = 4 cos(πn/2 + 0) = 4 cos(πn/2) (15)
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Σχήµα 4: Απόκριση ϕάσης.

(δʹ) Η καθυστέρηση οµάδας τg(e
jω) ϑα δίνεται ως

τg(e
jω) = − d

dω
̸ H(ejω) = 3 (16)

για κάθε ω (εκτός από τα σηµεία ασυνέχειας).

΄Ασκηση 2. Θα είναι

h[n] = cos
(πn

2

)sin(πn
5

)
πn

←→ H(ejω) = F{cos(πn/2)} ∗ F
{sin

(
πn
5

)
πn

}
(17)

=
(
πδ(ω − π/2) + πδ(ω + π/2)

)
∗
{

1, |ω| < π
5

0, αλλού
(18)

=
(
πδ(ω − π/2) + πδ(ω + π/2)

)
∗ rect

( ω
2π
5

)
(19)

= πrect
(ω − π

2
2π
5

)
+ πrect

(ω + π
2

2π
5

)
(20)

µε

rect

(
ω

ωc

)
=

{
1, |ω| < ωc/2
0, αλλού

(21)

δανειζόµενοι το συµβολισµό από το ΗΥ215 - ϕυσικά δεν είναι απαραίτητο να το γράψετε έτσι. Η απόκριση
συχνότητας είναι µη µηδενική στα διαστήµατα (−6π/10,−4π/10) = (−0.6π,−0.4π) και (4π/10, 6π/10) =
(0.4π, 0.6π). Το σήµα εισόδου

x[n] = cos
(πn

8

)
+ sin

(3πn
4

)
(22)

έχει συχνότητες ω1 = π/8 = 0.125π και ω2 = 3π/4 = 0.75π, οι οποίες είναι αµφότερες εκτός του διαστήµατος
που η απόκριση πλάτους παίρνει µη µηδενικές τιµές. ΄Αρα

y[n] = 0 (23)

΄Ασκηση 3. Ο µετασχ. Fourier

X(ejω) =
2 + 1

4e
−jω

1− 1
8e

−j2ω + 1
4e

−jω
(24)
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γράφεται

X(ejω) =
2 + 1

4e
−jω

(1− 1
4e

−jω)(1 + 1
2e

−jω)
(25)

Επειδή ο αριθµητής είναι µικρότερου ϐαθµού από τον παρονοµαστή, µπορούµε να γράψουµε

X(ejω) =
A

1− 1
4e

−jω
+

B

1 + 1
2e

−jω
(26)

µε

A = X(ejω)(1− 1

4
e−jω)

∣∣∣
e−jω=4

= 1 (27)

B = X(ejω)(1 +
1

2
e−jω)

∣∣∣
e−jω=−2

= 1 (28)

οπότε
X(ejω) =

1

1− 1
4e

−jω
+

1

1 + 1
2e

−jω
←→ x[n] =

(
− 1

2

)n
u[n] +

(1
4

)n
u[n] (29)

΄Ασκηση 4. Με ϐάση το Σχήµα 5

Σχήµα 5: Πραγµατικό (αριστερά) και ϕανταστικό (δεξιά) µέρος ενός µιγαδικού σήµατος x[n].

(αʹ) X(ej0) =
+∞∑

n=−∞
x[n]e−jωn

∣∣∣
ω=0

=
+∞∑

n=−∞
x[n] = 12

(ϐʹ) X(ejπ) =
+∞∑

n=−∞
x[n]e−jωn

∣∣∣
ω=π

=
+∞∑

n=−∞
x[n]e−jπn =

+∞∑
n=−∞

x[n](−1)n = −12j

(γʹ)
∫ π

−π
X(ejω)dω =

∫ π

−π
X(ejω)ejωndω

∣∣∣
n=0

= 2πx[0] = 2π(2− j)

(δʹ) Ξέρουµε ότι
x[−n]←→ X(e−jω) (30)

οπότε δείτε το Σχήµα 6.

(εʹ) Ξέρουµε ότι
xo[n]←→ jℑ{X(ejω)} (31)

µε xo[n] =
1
2(x[n]− x∗[−n]) οπότε δείτε το Σχήµα 7.

΄Ασκηση 5. ΄Ενα ΓΧΑ σύστηµα έχει απόκριση σε συχνότητα

H(ejω) =
1 + e−j2ω

1− 4
5e

−jω
(32)
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Σχήµα 6: Σήµα ερωτήµατος 4δ.

Σχήµα 7: Σήµα ερωτήµατος 4ε.

(αʹ) Θα είναι

h[n] = F−1
{ 1

1− 4
5e

−jω

}
+ F−1

{ e−j2ω

1− 4
5e

−jω

}
=

(4
5

)n
u[n] +

(4
5

)n−2
u[n− 2] (33)

(ϐʹ) Αφού

H(ejω) =
Y (ejω

X(ejω)
=

1 + e−j2ω

1− 4
5e

−jω
(34)

τότε
Y (ejω)(1− 4

5
e−jω) = X(ejω)(1 + e−j2ω) (35)

και από ιδιότητες
y[n]− 0.8y[n− 2] = x[n] + x[n− 2] (36)

(γʹ) Αν ϑέλουµε να µηδενιστεί ο ηµιτονοειδής όρος, πρέπει να επιλέξουµε ένα ω0 που να έχει µηδενισµό στην
απόκριση πλάτους. Βλέπουµε ότι η απόκριση πλάτους µηδενίζεται για ω = π/2, οπότε

y[n] = 4H(ej0) + 2 · 0 cos(πn/2) = 4 · 10 = 40 (37)

Εν γένει, η τιµή του ω0 µπορεί να είναι οποιοδήποτε από τις 2πk ± π/2, k ∈ Z.
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΄Ασκηση 6. Η είσοδος

x[n] =
(1
4

)n
u[n] (38)

έχει µετασχ. Fourier

X(ejω) =
1

1− 1
4e

−jω
(39)

και η έξοδος

y[n] = (n+ 3)
(1
3

)n
u[n] (40)

έχει µετασχ. Fourier

Y (ejω) = j
d

dω

1

1− 1
3e

−jω
+

3

1− 1
3e

−jω
=

1
3e

−jω

(1− 1
3e

−jω)2
+

3

1− 1
3e

−jω
(41)

Το ΓΧΑ σύστηµα έχει απόκριση σε συχνότητα

H(ejω) =
Y (ejω)

X(ejω)
=

3− 17
12e

−jω + 1
6e

−j2ω

1− 2
3e

−jω + 1
9e

−j2ω
(42)

και
Y (ejω)(1− 2

3
e−jω +

1

9
e−j2ω) = X(ejω)(3− 17

12
e−jω +

1

6
e−j2ω) (43)

και γυρνώντας πίσω στο χρόνο από γνωστές ιδιότητες

y[n]− 2

3
y[n− 1] +

1

9
y[n− 2] = 3x[n]− 17

12
x[n− 1] +

1

6
x[n− 2] (44)


