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΄Ασκηση 1.

i. Το σύστηµα γράφεται σε κάθε περίπτωση:

(αʹ) y[n] = 2x[n], που είναι προφανώς χρονικά αµετάβλητο.

(ϐʹ) y[n] = x[n](n+n−1) = (2n−1)x[n], που είναι χρονικά µεταβλητό γιατί για είσοδο x[n−n0] η έξοδος
είναι (2n− 1)x[n−n0], ενώ καθυστερώντας την έξοδο κατά n0 παίρνουµε (2(n−n0)− 1)x[n−n0]. Οι
δυο έξοδοι δεν είναι ίδιες.

(γʹ) y[n] = x[n](1+ (−1)n+1+(−1)n−1) = x[n](2+ (−1)n(1− (−1)−1)) = 2x[n], που είναι ξανά χρονικά
αµετάβλητο.

ii. Η πρόταση είναι λάθος. ΄Ενα αντιπαράδειγµα είναι το εξής : αν y1[n] = x1[n] + 1 και y2[n] = x2[n]− 1 δυο
µη γραµµικά συστήµατα, η σειριακή τους σύνδεση ϐάζει την έξοδο του ενός στην είσοδο του άλλου, οπότε
ϑα είναι y2[n] = (x1[n] + 1)− 1 = x1[n], που είναι γραµµικό. Φυσικά υπάρχουν κι άλλα παραδείγµατα.

΄Ασκηση 2.

Η συνολική κρουστική απόκριση ϑα είναι

htot[n] = h1[n] ∗ (h2[n] + h3[n]) ∗ h4[n] (1)

η οποία γράφεται

htot[n] = δ[n+N ] ∗ (u[n−N ]− u[n− 2N ]) ∗ (1/4)nu[n] (2)
= (u[n]− u[n−N ]) ∗ (1/4)nu[n] (3)
= (1/4)nu[n] ∗ u[n]− (1/4)nu[n] ∗ u[n−N ] (4)

Οι δυο συνελίξεις γράφονται αντίστοιχα

c1[n] = (1/4)nu[n] ∗ u[n] =
+∞∑

k=−∞
(1/4)ku[k]u[n− k] (5)

και

c2[n] = (1/4)nu[n] ∗ u[n−N ] =

+∞∑
k=−∞

(1/4)ku[k]u[n−N − k] (6)

Θα είναι

c1[n] =

+∞∑
k=−∞

(1/4)ku[k]u[n− k] =

n∑
k=0

(1/4)k (7)

=
1−

(
1
4

)n+1

1− 1
4

=
4

3

(
1−

(1
4

)n+1)
, n ≥ 0 (8)

=
4

3

(
1−

(1
4

)n+1)
u[n] (9)
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και

c2[n] =
+∞∑

k=−∞
(1/4)ku[k]u[n−N − k] =

n−N∑
k=0

(1/4)k (10)

=
1−

(
1
4

)n−N+1

1− 1
4

=
4

3

(
1−

(1
4

)n−N+1)
, n ≥ N (11)

=
4

3

(
1−

(1
4

)n−N+1)
u[n−N ] (12)

’ρα συνολικά

htot[n] = c1[n]− c2[n] =
4

3

[(
1−

(1
4

)n+1)
u[n]−

(
1−

(1
4

)n−N+1)
u[n−N ]

]
(13)

΄Ασκηση 3.

i. y[n] = x[2n+ 4]:

� Το σύστηµα είναι γραµµικό γιατί είναι οµογενές και αθροιστικό, δηλ.

(αʹ) Οµογενές : για είσοδο cx[n], η έξοδος είναι cx[2n+ 4] = cy[n].
(ϐʹ) Αθροιστικό : για είσοδο x1[n] + x2[n], η έξοδος είναι x1[2n+ 4] + x2[2n+ 4] = y1[n] + y2[n].

� Το σύστηµα είναι ευσταθές γιατί αν |x[n]| ≤ Bx, ισχύει

|y[n]| = |x[2n+ 4]| ≤ Bx = By (14)

� Το σύστηµα δεν είναι αιτιατό γιατί απαιτείται µελλοντική τιµή της εισόδου για να υπολογιστεί η
τρέχουσα τιµή της εξόδου.

� Το σύστηµα είναι χρονικά µεταβλητό γιατί για είσοδο x[n− n0] η έξοδος είναι x[2n− n0 + 4], ενώ η
καθυστέρηση κατά n0 της εξόδου δίνει x[2(n− n0) + 4]. Οι δυο έξοδοι είναι διαφορετικές.

� Το σύστηµα είναι δυναµικό γιατί απαιτεί µνήµη, π.χ. το y[0] απαιτεί το x[4].

ii. y[n] = n2x[n− 1]:

� Το σύστηµα είναι γραµµικό γιατί είναι οµογενές και αθροιστικό, δηλ.

(αʹ) Οµογενές : για είσοδο cx[n], η έξοδος είναι n2cx[n− 1] = cn2x[n− 1] = cy[n].
(ϐʹ) Αθροιστικό : για είσοδο x1[n] + x2[n], η έξοδος είναι n2x1[n− 1] + n2x2[n− 1] = y1[n] + y2[n].

� Το σύστηµα δεν είναι ευσταθές γιατί αν |x[n]| ≤ Bx, ισχύει

|y[n]| = |n2x[n− 1]| = |n2||x[n− 1]| = n2|x[n− 1]| ≤ n2Bx (15)

που µεγαλώνει στο άπειρο όσο n → ∞.

� Το σύστηµα είναι αιτιατό γιατί απαιτεί µόνο παρελθοντικές τιµές της εισόδου, δηλ. δεν απαιτεί
µελλοντικές τιµές.

� Το σύστηµα είναι χρονικά µεταβλητό γιατί για είσοδο x[n− n0] η έξοδος είναι n2x[n− n0 − 1], ενώ η
καθυστέρηση κατά n0 της εξόδου δίνει (n− n0)

2x[n− n0 − 1]. Οι δυο έξοδοι είναι διαφορετικές.

� Το σύστηµα είναι δυναµικό γιατί απαιτεί µνήµη, π.χ. το y[1] απαιτεί το x[0].

iii. y[n] =
1

ex[n]
:

� Το σύστηµα δεν είναι γραµµικό γιατί δεν είναι οµογενές (ούτε αθροιστικό), δηλ.
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(αʹ) Οµογενές : για είσοδο cx[n], η έξοδος είναι 1/cex[n] ̸= c/ex[n].
(ϐʹ) Αθροιστικό : για είσοδο x1[n] + x2[n], η έξοδος είναι 1/e(x1[n]+x2[n]) ̸= 1/ex1[n] + 1/ex2[n] =

y1[n] + y2[n].
� Το σύστηµα είναι ευσταθές γιατί αν |x[n]| ≤ Bx ⇐⇒ −Bx ≤ x[n] ≤ Bx, ισχύει

|y[n]| = |1/ex[n]| ≤ 1/e−Bx = eBx = By (16)

� Το σύστηµα είναι αιτιατό γιατί η έξοδος εξαρτάται µόνο από την τρέχουσα τιµή της εισόδου.
� Το σύστηµα είναι χρονικά αµετάβλητο γιατί για είσοδο x[n − n0] η έξοδος είναι 1/ex[n−n0], ενώ η

καθυστέρηση κατά n0 της εξόδου δίνει 1/ex[n−n0]. Οι δυο έξοδοι είναι ίδιες.
� Το σύστηµα δεν είναι δυναµικό γιατί δεν απαιτεί µνήµη.

΄Ασκηση 4.

Είναι

cxy[n] = y[n] ∗ x[n] =
+∞∑

k=−∞
y[k]x[n− k] (17)

=

+∞∑
k=−∞

(
− 1

3

)k
u[k + 2]

(1
2

)n−k−2
u[n− k − 2] (18)

=

+∞∑
k=−∞

(
− 1

3

)k(1
2

)n−k−2
u[k + 2]u[n− k − 2] (19)

=
(1
2

)n−2
n−2∑
k=−2

(
− 1

3

)k(1
2

)−k
(20)

=
(1
2

)n−2
n−2∑
k=−2

(
− 2

3

)k
(21)

=
(1
2

)n−2

(
− 2

3

)−2
−
(
− 2

3

)n−2+1

1 + 2
3

(22)

=
(1
2

)n−2 3

5

(9
4
−
(
− 2

3

)n−1)
(23)

=
3

5

[
9
(1
2

)n
− 2

(1
2

)n−1(
− 2

3

)n−1]
(24)

=
1

5

[
27
(1
2

)n
− 6

(
− 1

3

)n−1]
(25)

=
1

5

[
33
(1
2

)n
+ 18

(
− 1

3

)n]
(26)

=
1

5

(
− 1

3

)n[
18− 8

(
− 3

2

)n+3]
(27)

Η συνέλιξη x[n] ∗ y[n] ϐγάζει πιο εύκολα το σωστό αποτέλεσµα, αλλά δείτε ότι το ίδιο αποτέλεσµα παίρνετε και
- αρκετά πιο δύσκολα - µε την παραπάνω ακολουθία πράξεων.

΄Ασκηση 5.

Η οµογενής εξίσωση είναι

y[n] +
3

8
y[n− 1] +

1

32
y[n− 2] = 0 (28)

και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι

γ2 +
3

8
γ +

1

32
= 0 (29)
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µε χαρακτηριστικές ϱίζες τις

γ1 = −1

4
, γ2 = −1

8
(30)

Η απόκριση µηδενικής εισόδου ϑα είναι

yzi[n] = c1γ
n
1 + c2γ

n
2 , n ≥ 0 = c1(−1/4)n + c2(−1/8)n, n ≥ 0 (31)

Ισχύει
yzi[−1] = −4c1 − 8c2 = 0 (32)

και
yzi[−2] = 16c1 + 64c2 = 16 (33)

Λύνοντας το σύστηµα ϐρίσκουµε c1 = −1, c2 = 1
2 . ’ρα

yzi[n] =
[
−
(
− 1

4

)n
+

1

2

(
− 1

8

)n]
u[n] (34)

Για την κρουστική απόκριση, ϑεωρούµε το σύστηµα

y[n] +
3

8
y[n− 1] +

1

32
y[n− 2] = x[n] (35)

Θέτουµε x[n] = δ[n] και τότε

ho[n] +
3

8
ho[n− 1] +

1

32
ho[n− 2] = δ[n] (36)

΄Αρα η κρουστική απόκριση ϑα είναι

ho[n] = c1γ
n
1 + c2γ

n
2 , n ≥ 0 = c1(−1/4)n + c2(−1/8)n, n ≥ 0 (37)

αφού το σύστηµα έχει την ίδια χαρακτηριστική εξίσωση και ϱίζες µε πριν. Ισχύει

ho[0] +
3

8
ho[−1] +

1

32
ho[−2] = δ[0] = 1 ⇐⇒ ho[0] = 1 (38)

και
ho[1] +

3

8
h[0] +

1

32
ho[−1] = 0 ⇐⇒ ho[1] = −3

8
(39)

Λύνοντας το σύστηµα έχουµε c1 = 2, c2 = −1 και έτσι

ho[n] =
[
2
(
− 1

4

)n
−
(
− 1

8

)n]
u[n] (40)

Για το αρχικό σύστηµα, η κρουστική του απόκριση ϑα είναι

h[n] =
1

2
ho[n− 1] =

[(
− 1

4

)n−1
− 1

2

(
− 1

8

)n−1]
u[n− 1] (41)

Το σύστηµα είναι ευσταθές γιατί οι χαρακτηριστικές του ϱίζες είναι απολύτως µικρότερες της µονάδας.


