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Ασκηση 1.

Η σχέση ∑
n

y[n] = 7 (1)

σηµαίνει ότι ∑
n

y[n]z−n
∣∣∣
z=1

= Y (z)
∣∣∣
z=1

= Y (1) = 7 (2)

΄Οµοια για το w[n], ∑
n

w[n]z−n
∣∣∣
z=1

= W (z)
∣∣∣
z=1

= W (1) (3)

΄Οµως
w[n] = x[n] ∗ y[n]←→W (z) = X(z)Y (z) (4)

και άρα
W (1) = X(1)Y (1) = 7X(1) (5)

Για το X(1) έχουµε

x[n] = δ[n] + 2δ[n− 1] + 3δ[n− 3]←→ X(z) = 1 + 2z−1 + 3z−3 (6)

οπότε
X(1) = 1 + 2 + 3 = 6 (7)

΄Αρα τελικά
W (1) = X(1)Y (1) = 7 · 6 = 42 (8)

Ασκηση 2.

Τα πολυώνυµα του αριθµητή και παρονοµαστή είναι ίδιου ϐαθµού, άρα πρέπει να διαιρέσουµε τα πολυώνυµ
πριν αναπτύξουµε σε µερικά κλάσµατα. ∆ιαιρώντας

X(z) = −2 + −1 + 5z−1

(1− z−1)(1− 1
2z

−1)
(9)

Τότε
X(z) = 2 +G(z) (10)

µε

G(z) =
−1 + 5z−1

(1− z−1)(1− 1
2z

−1)
(11)

το οποίο και αναπτύσσυµε σε µερικά κλάσµατα.

G(z) =
A

1− z−1
+

B

1− 1
2z

−1
(12)
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µε

A = G(z)(1− z−1)
∣∣∣
z−1=1

=
−1 + 5z−1

1− 1
2z

−1

∣∣∣
z−1=1

= 8 (13)

B = G(z)(1− 1

2
z−1)

∣∣∣
z−1=2

=
−1 + 5z−1

1− z−1

∣∣∣
z−1=2

= −9 (14)

’ρα

X(z) = 2 +
8

1− z−1
− 9

1− 1
2z

−1
(15)

Οι πόλοι ϐρίσκονται στις ϑέσεις z = 1, z = 1/2, οπότε τα πιθανά πεδία σύγκλισης είναι

� |z| > 1

� |z| < 1
2

�
1
2 < |z| < 1

Από πίνακες και Ϲεύγη γνωστών µετασχ. Ζ ϑα έχουµε

� x[n] = 2δ[n] + 8u[n]− 9
(
1
2

)n
u[n]

� x[n] = 2δ[n]− 8u[−n− 1] + 9
(
1
2

)−n
u[−n− 1]

� x[n] = 2δ[n] + 8u[n] + 9
(
1
2

)−n
u[−n− 1]

Ασκηση 3.

Η παράλληλη σύνδεση ισοδυναµεί µε άθροισµα των κρουστικών αποκρίσεων ή των συναρτήσεων µεταφοράς,
άρα

H(z) = H1(z) +H2(z)←→ h[n] = 3
(1
2

)n
u[n]− 2(2)nu[−n− 1] (16)

Το Ϲητούµενο ολοκλήρωµα γράφεται ως∫ π

−π
H(ejω)dω =

∫ π

−π
H(ejω)ejω0dω = 2πh[n]

]
n=0

= 2πh[0] (17)

και άρα ∫ π

−π
H(ejω)dω = 2π3 = 6π (18)

Ασκηση 4.

(αʹ) Είναι

y[n]− y[n− 1] +
1

4
y[n− 2] = x[n] (19)

Y (z)(1− z−1 +
1

4
z−2) = X(z) (20)

H1(z) =
1

(1− 1
2z

−1)2
(21)

΄Αρα

H2(z) = H1(−z) =
1

(1− 1
2(−z)−1)2

=
1

(1 + 1
2z

−1)2
(22)

Το H1(z) έχει διπλό πόλο στη ϑέση z = 1
2 , και δυο µηδενικά στο z = 0, ενώ το H2(z) έχει διπλό πόλο στο

z = −1
2 και δυο µηδενικά στο z = 0.
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(ϐʹ) Από το διάγραµµα πόλων-µηδενικών καθενός συστήµατος ϐλέπουµε ότι το H1(z) έχει πόλους στον ϑετικό
πραγµατικό άξονα, άρα ϑα είναι ϐαθυπερατό, ενώ το H2(z) έχει πόλους στον αρνητικό πραγµατικό άξονα,
άρα είναι υψιπερατό.

Ασκηση 5.

(αʹ) Μπορούµε να γράψουµε

h[n] = (n− 2)

(
−1

3

)n

u[n− 2] =

(
−1

3

)2

(n− 2)

(
−1

3

)n−2

u[n− 2] (23)

Από γνωστά Ϲεύγη

nx[n]←→ −z d

dz
X(z) (24)

και την ιδιότητα
x[n− n0]←→ z−n0X(z) (25)

για x[n] =
(
−1

3

)n
u[n], έχουµε

H(z) =

(
−1

3

)2

z−2(−z) d

dz

1

1 + 1
3z

−1
= − 1

27

z−3(
1 + 1

3z
−1

)2 (26)

Μπορούµε να γράψουµε

H(z) = − 1

27

1

z(z + 1/3)2
(27)

και αναγνωρίζουµε ότι υπάρχουν τρεις πόλοι, z = 0, z = −1
3 (διπλός πόλος), και τρια µηδενικά, όλα στο

z =∞. ΄Αρα |z| > 1
3 .

(ϐʹ) Ναι, µπορούµε να ϐρούµε το µετασχ. Fourier από το µετασχ. Ζ αφού το πεδίο σύγκλισης περιλαµβάνει το
µοναδιαίο κύκλο. Είναι

H(ejω) = − 1

27

e−j3ω(
1 + 1

3e
−jω

)2 (28)


