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ΑΣΚΗΣΗ 1.

I. ΄Εχουµε
x(t) = cos(2πf0t− ϕ) (1)

και ϑέτοντας t := n/(2f0) παίρνουµε

x[n] = cos

(
2πf0

n

2f0
− ϕ

)
= cos (πn− ϕ) (2)

Για ϕ = 0 παίρνουµε
x[n] = cos(πn) = (−1)n (3)

ενώ για ϕ = π/2
x[n] = cos(πn− π/2) = sin(πn) = 0 (4)

΄Αρα παρατηρούµε ότι πράγµατι πρέπει να ισχύει ότι fs > 2fmax κι όχι fs ≥ 2fmax.

II. ΄Εχουµε το Σχήµα 1.

Σχήµα 1: Φάσµα ΄Ασκησης 1.ΙΙ

(αʹ) Παρατηρούµε ότι fmax = 550 Hz, αφού η διάρκεια των παλµών είναι 100 Hz.

(ϐʹ) Το ϕάσµα του δειγµατοληπτηµένου σήµατος για δυο περιόδους εκατέρωθεν του µηδενός ϑα είναι

(γʹ) Το αρχικό σήµα µπορεί να ανακατασκευαστεί αν χρησιµοποιήσουµε το ϕίλτρο του Σχήµατος 3.

(δʹ) Από το σχήµα του προ-προηγούµενου ερωτήµατος, παρατηρούµε ότι 600 < fs < 900 Hz καθώς για
αυτές τις τιµές δεν υπάρχουν επικαλύψεις µεταξύ του κεντρικού ϕάσµατος και των αντιγράφων του.
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Σχήµα 2: Φάσµα δειγµατοληπτηµένου σήµατος ΄Ασκησης 1.ΙΙ

Σχήµα 3: Φίλτρο ΄Ασκησης 1.ΙΙ

ΑΣΚΗΣΗ 2.

Από τη συνδεσιµότητα των συστηµάτων παρατηρούµε ότι

htot[n] = h1[n] ∗ (h2[n] + h3[n]) ∗ h4[n] (5)

και άρα
htot[n] = δ[n− 2] ∗ (anu[n] + a−nu[−n− 1]) ∗ δ[n+ 2] (6)

΄Οµως
anu[n] + a−nu[−n− 1] = a|n| (7)

κι έτσι
htot[n] = δ[n− 2] ∗ a|n| ∗ δ[n+ 2] = a|n−2| ∗ δ[n+ 2] = a|n−2+2| = a|n| (8)

επειδή x[n− n1] ∗ δ[n− n2] = x[n− n1 − n2].
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ΑΣΚΗΣΗ 3.

(αʹ) y[n] = 6nx[n+ 2]:

� Γραµµικό: (ϑα εξετάσουµε οµογένεια και αθροιστικότητα µαζί) έστω η είσοδος ax1[n] + bx2[n], τότε η
έξοδος ϑα είναι

6n(ax1[n+ 2] + bx2[n+ 2]) = 6nax1[n+ 2] + 6nbx2[n+ 2] (9)
= a(6nx1[n+ 2]) + b(6nx2[n+ 2]) (10)
= ay1[n] + by2[n] (11)

άρα είναι γραµµικό.

� Ευσταθές : αν για την είσοδο ισχύει |x[n]| < Bx, µε Bx > 0, τότε

|y[n]| = |6nx[n+ 2]| = 6|n||x[n+ 2]| < 6|n|Bx → +∞ (12)

όταν n → ∞. ΄Αρα δεν είναι ευσταθές.

� Αιτιατό : δεν είναι αιτιατό γιατί για να υπολογίσουµε την τρέχουσα τιµή της εξόδου χρειαζόµαστε
µελλοντική τιµή της εισόδου (y[0] : x[2]).

� Χρονικά αµετάβλητο : αν καθυστερήσουµε την είσοδο

x[n− n0] −→ yd[n] = 6nx[n− n0 + 2] (13)

ενώ αν καθυστερήσουµε την έξοδο

y[n− n0] = 6(n− n0)x[n− n0 + 2] ̸= yd[n] (14)

΄Αρα δεν είναι χρονικά αµετάβλητο.

� ∆υναµικό: το σύστηµα είναι δυναµικό γιατί απαιτείται µνήµη για τον υπολογισµό της εξόδου (y[0] :
x[2]).

(ϐʹ) y[n] = cos((n− 2)x2[n]):

� Γραµµικό: (ϑα εξετάσουµε οµογένεια και αθροιστικότητα µαζί) έστω η είσοδος ax1[n] + bx2[n], τότε η
έξοδος ϑα είναι

cos((n− 2)(ax1[n] + bx2[n])
2) = cos((n− 2)(a2x21[n] + 2abx1[n]x2[n] + b2x22[n])) (15)

̸= a cos((n− 2)x21[n]) + b cos((n− 2)x22[n]) (16)

άρα δεν είναι γραµµικό.

� Ευσταθές : αν για την είσοδο ισχύει |x[n]| < Bx, µε Bx > 0, τότε

|y[n]| = | cos((n− 2)x2[n])| ≤ 1 (17)

για κάθε n. ΄Αρα είναι ευσταθές.

� Αιτιατό : είναι αιτιατό γιατί για να υπολογίσουµε την τρέχουσα τιµή της εξόδου χρειαζόµαστε την
τρέχουσα τιµή της εισόδου.

� Χρονικά αµετάβλητο : αν καθυστερήσουµε την είσοδο

x[n− n0] −→ yd[n] = cos((n− 2)x2[n− n0]) (18)

ενώ αν καθυστερήσουµε την έξοδο

y[n− n0] = cos((n− n0 − 2)x2[n− n0]) ̸= yd[n] (19)

΄Αρα δεν είναι χρονικά αµετάβλητο.
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� ∆υναµικό: το σύστηµα δεν είναι δυναµικό γιατί δεν απαιτείται µνήµη για τον υπολογισµό της εξόδου.

(γʹ) y[n] = e−x[n−1]:

� Γραµµικό: (ϑα εξετάσουµε οµογένεια και αθροιστικότητα µαζί) έστω η είσοδος ax1[n] + bx2[n], τότε η
έξοδος ϑα είναι

e−(ax1[n−1]+bx2[n−1]) = e−ax1[n−1]e−bx2[n−1] ̸= ae−x1[n−1] + be−x2[n−1] (20)

άρα δεν είναι γραµµικό.

� Ευσταθές : αν για την είσοδο ισχύει |x[n]| < Bx, µε Bx > 0, τότε

|y[n]| = |e−x[n−1]| < eBx (21)

για κάθε n. ΄Αρα είναι ευσταθές.

� Αιτιατό : είναι αιτιατό γιατί για να υπολογίσουµε την τρέχουσα τιµή της εξόδου χρειαζόµαστε παρελ-
ϑοντική τιµή της εισόδου.

� Χρονικά αµετάβλητο : αν καθυστερήσουµε την είσοδο

x[n− n0] −→ yd[n] = e−x[n−n0−1] (22)

ενώ αν καθυστερήσουµε την έξοδο

y[n− n0] = e−x[n−n0−1] = yd[n] (23)

΄Αρα είναι χρονικά αµετάβλητο.

� ∆υναµικό: το σύστηµα είναι δυναµικό γιατί απαιτείται µνήµη για τον υπολογισµό της εξόδου (y[0] :
x[−1]).

ΑΣΚΗΣΗ 4.

(αʹ) ΄Εχουµε

x[n] ∗ y[n] = (2δ[n]− δ[n− 1] + 4δ[n− 3]) ∗ (5δ[n] + 3δ[n− 1]− 7δ[n− 2] + 6δ[n− 3]) (24)
= 10δ[n] + δ[n− 1]− 17δ[n− 2] + 39δ[n− 3] + 6δ[n− 4]− 28δ[n− 5] + 24δ[n− 6] (25)

µε επαναλαµβανόµενη εφαρµογή της ιδιότητας δ[n− n1] ∗ δ[n− n2] = δ[n− n1 − n2].

(ϐʹ) ΄Εχουµε

x[n] =

(
1

2

)n

u[n− 3] (26)

y[n] = (−1)−nu[−n+ 1] (27)

Είναι

cxy[n] =

+∞∑
k=−∞

(
1

2

)n−k

u[n− k − 3](−1)−ku[−k + 1] (28)

=

(
1

2

)n +∞∑
k=−∞

(−1)−k

(
1

2

)−k

u[n− k − 3]u[−k + 1] (29)

=

(
1

2

)n +∞∑
k=−∞

(
−1

2

)−k

u[n− k − 3]u[−k + 1] (30)

΄Οµως u[n− k − 3] = 1, k ≤ n− 3 και u[−k + 1] = 1, k ≤ 1. ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις :
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� n− 3 < 1: τότε

cxy1 [n] =

(
1

2

)n n−3∑
k=−∞

(
−1

2

)−k

=

(
1

2

)n +∞∑
k=3−n

(
−1

2

)k

(31)

=

(
1

2

)n
(
−1

2

)3−n

1−
(
−1

2

) =
2

3

(
1

2

)n(
−1

2

)3−n

(32)

=
2

3

(
1

2

)n(
−1

2

)3

(−2)n = −2

3

1

8
(−1)n (33)

= − 1

12
(−1)n (34)

δηλ.

cxy1 [n] = − 1

12
(−1)nu[−n+ 3] (35)

� n− 3 ≥ 1: τότε

cxy2 [n] =

(
1

2

)n 1∑
k=−∞

(
−1

2

)−k

=

(
1

2

)n +∞∑
k=−1

(
−1

2

)k

(36)

=

(
1

2

)n
(
−1

2

)−1

1−
(
−1

2

) = (−2)
2

3

(
1

2

)n

(37)

= −4

3

(
1

2

)n

(38)

δηλ.

cxy2 [n] = −4

3

(
1

2

)n

u[n− 4] (39)

΄Αρα τελικά

cxy[n] = − 1

12
(−1)nu[−n+ 3]− 4

3

(
1

2

)n

u[n− 4] (40)

ΑΣΚΗΣΗ 5.

Το σύστηµα

y[n] +
5

12
y[n− 1] +

1

24
y[n− 2] =

1

2
x[n− 1], y[−2] = 0, y[−1] = 1 (41)

έχει χαρακτηριστική εξίσωση γ2 + 5
12γ + 1

24 και χαρακτηριστικές ϱίζες γ1 = −1
4 , γ2 = −1

6 . ’ρα η απόκριση
µηδενικής εισόδου για το σύστηµα αυτό ϑα είναι της µορφής

yzi[n] = c1

(
−1

4

)n

+ c2

(
−1

6

)n

, n ≥ 0 (42)

Αφού y[−2] = 0 και y[−1] = 1, ϑα έχουµε

yzi[−1] = −4c1 − 6c2 = 1 (43)
yzi[−2] = 16c1 + 36c2 = 0 (44)

Λύνοντας το σύστηµα

c1 = −3

4
(45)

c2 =
1

3
(46)
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’ρα

yzi[n] = −3

4

(
−1

4

)n

u[n] +
1

3

(
−1

6

)n

u[n] (47)

Θεωρούµε το σύστηµα

y[n] +
5

12
y[n− 1] +

1

24
y[n− 2] = x[n] (48)

µε ίδια χαρακτηριστική εξίσωση και ίδιες χαρακτηριστικές ϱίζες µε πριν. Η κρουστική του απόκριση ϑα είναι

ho[n] = c1

(
−1

4

)n

+ c2

(
−1

6

)n

, n ≥ 0 (49)

Για n = 0, n = 1 και x[n] = δ[n], έχουµε

ho[0] +
5

12
ho[−1] +

1

24
ho[−2] = δ[0] = 1 ⇐⇒ ho[0] = 1 (50)

ho[1] +
5

12
ho[0] +

1

24
ho[−1] = δ[1] = 0 ⇐⇒ ho[1] = − 5

12
(51)

και άρα

c1 + c2 = 1 (52)

−c1
4

− c2
6

= − 5

12
(53)

Λύνοντας το σύστηµα έχουµε
c1 = 3, c2 = −2 (54)

κι έτσι

ho[n] = 3

(
−1

4

)n

− 2

(
−1

6

)n

, n ≥ 0 (55)

Αρα το σύστηµα

y[n] +
5

12
y[n− 1] +

1

24
y[n− 2] =

1

2
x[n− 1], y[−2] = 0, y[−1] = 1 (56)

ϑα έχει κρουστική απόκριση

h[n] =
1

2
ho[n− 1] =

[
3

2

(
−1

4

)n−1

−
(
−1

6

)n−1
]
u[n− 1] (57)

Τέλος, το σύστηµα είναι ευσταθές γιατί οι χαρακτηριστικές του ϱίζες είναι απολύτως µικρότερες της µονάδας :

|γi| < 1, ∀i (58)


