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΄Ασκηση 1.

∆είτε το Σχήµα 1. Βάζοντας ενδιάµεσες µεταβλητές στην έξοδο κάθε κόµβου, ϑα έχουµε τις εξισώσεις

Σχήµα 1: Σχήµα ΄Ασκησης 1.

w[n] = x[n] +
1

4
x[n− 1] (1)

f [n] =
1

4
x[n] + x[n− 1] (2)

e[n] = w[n]− 3

5
f [n− 1] (3)

g[n] = −3

5
w[n] + f [n− 1] (4)

y[n] = −2

3
g[n− 1] + e[n] (5)

και στο χώρο του Ζ, ϑα είναι

W (z) = X(z) +
1

4
z−1X(z) (6)

F (z) =
1

4
X(z) + z−1X(z) (7)

E(z) =W (z)− 3

5
z−1F (z) (8)

G(z) = −3

5
W (z) + z−1F (z) (9)

Y (z) = −2

3
z−1G(z) + E(z) (10)
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Οι εξισώσεις γράφονται

W (z) = X(z)(1 +
1

4
z−1) (11)

F (z) = X(z)(
1

4
+ z−1) (12)

E(z) = X(z)(1 +
1

4
z−1)− 3

5
z−1X(z)(

1

4
+ z−1) (13)

G(z) = −3

5
X(z)(1 +

1

4
z−1) + z−1X(z)(

1

4
+ z−1) (14)

Y (z) = −2

3
z−1G(z) + E(z) (15)

Από τις τρεις τελευταίες έχουµε

E(z) = X(z)
(
1 +

1

4
z−1 − 3

20
z−1 − 3

5
z−2
)

(16)

G(z) = X(z)
(
− 3

5
− 3

20
z−1 + z−1 1

4
+ z−2

)
(17)

Y (z) = −2

3
z−1G(z) + E(z) (18)

και η τελευταία ϑα δίνει

Y (z) = −2

3
z−1X(z)

(
− 3

5
− 3

20
z−1 + z−1 1

4
+ z−2

)
+X(z)

(
1 +

1

4
z−1 − 3

20
z−1 − 3

5
z−2
)

(19)

= X(z)
( 6

15
z−1 +

1

10
z−2 − 1

6
z−2 − 2

3
z−3 + 1 +

1

4
z−1 − 3

20
z−1 − 3

5
z−2
)

(20)

= X(z)
(
1 +

1

2
z−1 − 2

3
z−2 − 2

3
z−3
)

(21)

H(z) = 1 +
1

2
z−1 − 2

3
z−2 − 2

3
z−3 (22)

Το σύστηµα είναι FIR, καθώς έχει πόλους µόνο στο µηδέν (εναλλακτικά, η κρουστική του απόκριση είναι
πεπερασµένης διάρκειας).

΄Ασκηση 2.

∆είτε το Σχήµα 2. Βάζοντας ενδιάµεσες µεταβλητές στις εξόδους κάθε κόµβου, ϑα έχουµε

Σχήµα 2: Σχήµα ΄Ασκησης 2.

g[n] = x[n]− 1

2
f [n− 1] (23)

f [n] = −w[n] + y[n− 1] (24)
w[n] = g[n] + y[n− 1] (25)
y[n] = w[n] (26)
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Με ϐάση την τελευταία εξίσωση, ξαναγράφουµε την οµάδα

g[n] = x[n]− 1

2
f [n− 1] (27)

f [n] = −y[n] + y[n− 1] (28)
y[n] = g[n] + y[n− 1] (29)

Στο χώρο του Ζ,

G(z) = X(z)− 1

2
z−1F (z) (30)

F (z) = −Y (z) + z−1Y (z) (31)

Y (z) = G(z) + z−1Y (z) (32)

Από τις δυο πρώτες

G(z) = X(z)− 1

2
z−1(−Y (z) + z−1Y (z)) (33)

= X(z) +
1

2
z−1Y (z)− 1

2
z−2Y (z) (34)

και η έξοδος ϑα γράφεται

Y (z) = G(z) + z−1Y (z) (35)

= X(z) +
1

2
z−1Y (z)− 1

2
z−2Y (z) + z−1Y (z) (36)

= X(z) +
3

2
z−1Y (z)− 1

2
z−2Y (z) (37)

Y (z)− 3

2
z−1Y (z) +

1

2
z−1Y (z) = X(z) (38)

Y (z)(1− 3

2
z−1 +

1

2
z−2) = X(z) (39)

H(z) =
1

1− 3
2z

−1 + 1
2z

−2
(40)

Προφανώς το σύστηµα είναι IIR αφού έχει µη µηδενικούς πόλους στο µιγαδικό επίπεδο.

΄Ασκηση 3.

∆είτε το γράφο του Σχήµατος 3.

Σχήµα 3: Σχήµα ΄Ασκησης 3α.

(αʹ) ∆ουλεύοντας πρώτα µε το εσωτερικό τµήµα του γράφου, όπως στο Σχήµα 3, οι µετασχ. Ζ ϑα είναι

W (z) = −V (z) + z−1U(z) (41)

U(z) = V (z)− 4

5
W (z) (42)

Y (z) = −4

5
W (z) + z−1U(z) (43)
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Από τις δυο πρώτες

W (z) = −V (z) + z−1V (z)− 4

5
z−1W (z) (44)

W (z)
(
1 +

4

5
z−1
)
= V (z)(−1 + z−1) (45)

W (z) = V (z)
( z−1 − 1

1 + 4
5z

−1

)
(46)

΄Οµοια

U(z) = V (z) +
4

5
V (z)− 4

5
z−1U(z) (47)

U(z)
(
1 +

4

5
z−1
)
=

9

5
V (z) (48)

U(z) = V (z)
( 9

5

1 + 4
5z

−1

)
(49)

Από τις δυο εξισώσεις που καταλήξαµε, η έξοδος Y (z) ϑα είναι

Y (z)

V (z)
= −4

5

( z−1 − 1

1 + 4
5z

−1

)
+

9
5

1 + 4
5z

−1
(50)

Y (z)

V (z)
=

4
5 + z−1

1 + 4
5z

−1
(51)

Ας ονοµάσουµε αυτήν τη συνάρτηση µεταφοράς ως Hin(z), οπότε το συνολικό σύστηµα ϑα δίνεται ως

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

Hin(z)

1−Hin(z)(−1
4z

−1)
(52)

=
4
5 + z−1

1 + 4
5z

−1 +
(
1
4z

−1
)(

4
5 + z−1

) (53)

=
4
5 + z−1

1 + z−1 + 1
4z

−2
(54)

(ϐʹ) Οι γράφοι ϕαίνονται στα Σχήµατα 4, 5.

Σχήµα 4: Σχήµα ΄Ασκησης 3β - DFI.

(γʹ) Ας δούµε που έχει πόλους και µηδενικά το σύστηµα H(z):

H(z) =
z(45z + 1)

(z + 1
2)

2
(55)
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Σχήµα 5: Σχήµα ΄Ασκησης 3β - DFII.

Το µηδενικό στο z = 0 κι ο διπλός πόλος στο z = −1/2 είναι εντός µοναδιαίου κύκλου. ΄Οµως, το µηδενικό
στο z = −5/4 δεν είναι. Ακυρώνουµε αυτό το µηδενικό σχεδιάζοντας το H1(z) ως ένα µοναδιαίου πλάτους
all-pass σύστηµα µε εναν πόλο στο z = −5/4 και ένα µηδενικό στο z = −4/5, δηλ.

H1(z) =
z−1 + 5

4

1 + 5
4z

−1
(56)

(δʹ) Η ανάστροφη µορφή του Direct Form II γράφου του συστήµατος H2(z) ϕαίνεται στο Σχήµα 6.

Σχήµα 6: Σχήµα ΄Ασκησης 3δ.

΄Ασκηση 4.

΄Ενα ΓΧΑ σύστηµα έχει γενικευµένη γραµµική ϕάση και έχει συνάρτηση µεταφοράς

H(z) = a+ bz−1 + cz−2 (57)

Η κρουστική απόκριση έχει µοναδιαία ενέργεια, a ≥ 0, και ισχύει

• H(ejπ) = 0

• H(ej0) = 0

(αʹ) Η κρουστική απόκριση ϑα είναι της µορφής

h[n] = aδ[n] + bδ[n− 1] + cδ[n− 2] (58)

Μοναδιαία ενέργεια σηµαίνει
2∑

n=0

|h[n]|2 = 1⇐⇒ a2 + b2 + c2 = 1 (59)
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Στη συνέχεια

H(ejπ) = 0⇐⇒
2∑

n=0

h[n](−1)n = 0⇐⇒ a− b+ c = 0 (60)

και

H(ej0) = 0⇐⇒
2∑

n=0

h[n] = 0⇐⇒ a+ b+ c = 0 (61)

Λύνοντας το σύστηµα µε τους τρεις αγνώστους ϑα έχουµε

a = ± 1√
2

(62)

b = 0 (63)
c = −a (64)

Επειδή a ≥ 0 από εκφώνηση, έχουµε τελικά

h[n] =
1√
2
δ[n]− 1√

2
δ[n− 2] (65)

(ϐʹ) Μετασχηµατίζοντας την κρουστική απόκριση

H(ejω) =
1√
2
− 1√

2
e−j2ω (66)

Παραγοντοποιώντας

H(ejω) = j
2√
2
e−jω sin(ω) (67)

Η απόκριση πλάτους ϑα είναι

|H(ejω)| = 2√
2
| sin(ω)| (68)

και είναι πάντα µεγαλύτερη ή ίση του µηδενός στο [0, π]. Η απόκριση ϕάσης ϑα είναι

∠H(ejω) =
π

2
− ω (69)

στο [0, π]. Επειδή το σήµα είναι πραγµατικό, η απόκριση πλάτους και ϕάσης ϑα είναι άρτια και περιττή,
αντίστοιχα, ως προς ω. ∆είτε το Σχήµα 7.

΄Ασκηση 5.

(αʹ) Το σύστηµα γράφεται

H(z) =
(z2 − 9)(z + 1

3)

z2(z − 1
3)

(70)

Τα µηδενικά ϐρίσκονται στις ϑέσεις z = 3, z = −3, z = −1/3 και οι πόλοι στις ϑέσεις z = 0, z = 0,
z = 1/3. Τα µηδενικα στις ϑέσεις z = 3, z = −3 δεν µπορούν να πάνε στο σύστηµα ελάχιστης ϕάσης,
άρα ϑα πάνε στο all-pass. Για να είναι έγκυρο all-pass ϑα πρέπει να έχει πόλους στις ϑέσεις z = 1/3 και
z = −1/3. Για να ισχύει η διάσπαση, πρέπει αυτοί οι δυο πόλοι να ακυρώνονται από το ελάχιστης ϕάσης,
δηλ. πρέπει να ϐάλουµε δυο µηδενικά στις ϑέσεις z = 1/3, z = −1/3 στο ελάχιστης ϕάσης σύστηµα. Το
µηδενικό που εισάγουµε στη ϑέση z = 1/3 ακυρώνει τον πόλο που είναι ήδη εκεί. ΄Αρα

Hmin(z) = −9
(
1 +

1

3
z−1
)2

(71)

Hap(z) =
(z−1 − 1

3)(z
−1 + 1

3)

(1− 1
3z

−1)(1 + 1
3z

−1)
(72)
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Σχήµα 7: Σχήµα ΄Ασκησης 4.

(ϐʹ) Ναι, είναι FIR αφού έχει πόλους µόνο στο µηδέν.

(γʹ) ΄Οχι, δεν είναι ελάχιστης ϕάσης γιατί η κρουστική του απόκριση

h[n] = −9δ[n]− 3δ[n− 1]− δ[n− 2] (73)

δεν τηρεί κάποια συµµετρία γύρω από κάποιο δείγµα. Για τη διάσπαση σε γραµµικής ϕάσης και all-pass,
το σύστηµα έχει δυο πόλους στο z = 0 και δυο µηδενικά στο z = −1/3. Το ένα µηδενικό ϑα πάει στο
γραµµικής ϕάσης και το άλλο στο all-pass. Για να είναι έγκυρο all-pass πρέπει να έχει έναν πόλο στο
z = −3, οπότε

Hap(z) =
1 + 1

3z
−1

1 + 3z−1
=

1

3

z−1 + 3

1 + 3z−1
(74)

Πρέπει να ακυρώσουµε τον πόλο στο z = −3 ϐάζοντας ένα µηδενικό στην ίδια ϑέση στο γραµµικής ϕάσης.
Τα µηδενικά του γραµµικής ϕάσης συστήµατος είναι σε σωστές ϑέσεις πλέον (αµοιβαία πραγµατικά), οπότε
µεταφέροντας τη σταθερά 1/3 στο γραµµικής ϕάσης, ώστε να είναι µοναδιαίου πλάτους το all-pass, ϑα
έχουµε

Hlp(z) =
1

3

(
1 +

1

3
z−1
)
(1 + 3z−1) (75)


