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΄Ασκηση 1. Θεωρήστε το παρακάτω αιτιατό σήµα πεπερασµένης διάρκειας :

x[n] = δ[n] + 2δ[n− 1]− 2δ[n− 2]− δ[n− 3] (1)

(αʹ) Εφαρµόζοντας µετασχ. Fourier στο σήµα έχουµε

X(ejω) = 1 + 2e−jω − 2e−j2ω − e−j3ω (2)

και ϐγάζοντας κοινό παράγοντα από τους δυο τελευταίους και τους δυο µεσαίους όρους έχουµε

X(ejω) = e−j3ω/2(ej3ω/2 − e−j3ω/2) + 2e−j3ω/2(ejω/2 − e−jω/2) (3)

= e−j3ω/2(2j sin(3ω/2)) + 2e−j3ω/2(2j sin(ω/2)) (4)

= 2je−j3ω/2(sin(3ω/2) + 2 sin(ω/2)) (5)

(ϐʹ) Το ϕάσµα πλάτους ϑα είναι

|X(ejω)| = 2|j|
∣∣e−j 3ω2 ∣∣∣∣∣ sin(3ω

2

)
+ 2 sin

(ω
2

)∣∣∣ (6)

Ας ϐρούµε σηµεία µηδενισµού στο [0, π] για να σχεδιάσουµε τα δυο ηµίτονα. ΄Εχουµε

sin(3ω/2) = 0⇐⇒ 3ω/2 = kπ ⇐⇒ 3ω = 2kπ ⇐⇒ ω = 2kπ/3, k ∈ Z (7)

και
sin(ω/2) = 0⇐⇒ ω/2 = kπ ⇐⇒ ω = 2kπ, k ∈ Z (8)

Στο Σχήµα 1 ϕαίνονται οι δυο ηµιτονοειδείς όροι και το άθροισµα sin
(
3ω
2

)
+ 2 sin

(
ω
2

)
. Το σχήµα µπορεί

να προκύψει στο χαρτί αν προσθέσετε τα δυο σήµατα (σχεδόν) σηµείο προς σηµείο. Παρατηρήστε ότι είναι
παντού ϑετικό εκτός του ω = 0. Στο Σχήµα 2 ϕαίνεται το ϕάσµα πλάτους. Θα έχουµε άρτια συµµετρία στο

Σχήµα 1: Ηµιτονοειδείς όροι ΄Ασκησης 1.

(−π, π].



Ψηφιακή Επεξεργασία Σήµατος - 2020/Λύσεις ∆εύτερης Σειράς Ασκήσεων 2

(γʹ) Το ϕάσµα ϕάσης ϑα είναι

6 X(ejω) = 6 2 + 6 j + 6 e−j3ω/2 + 6
[
sin
(3ω

2

)
+ 2 sin

(ω
2

)]
(9)

= 6 2ej0 + 6 ejπ/2 + 6 e−j3ω/2 + 6
[
sin
(3ω

2

)
+ 2 sin

(ω
2

)]
(10)

Στο διάστηµα [0, π], το άθροισµα ηµιτόνων είναι µεγαλύτερο ή ίσο του µηδενός, άρα η ϕάση είναι 0.

6 X(ejω) = 0 +
π

2
− 3ω

2
+ 0 =

π

2
− 3ω

2
(11)

Η ϕάση είναι γραµµική, εκτός από τα σηµεία µηδενισµού όπου δεν ορίζεται. Στο Σχήµα 2 ϕαίνεται το
ϕάσµα ϕάσης µε περιττή συµµετρία στο (−π, π].

Σχήµα 2: Φάσµατα ΄Ασκησης 1.

΄Ασκηση 2. Η απόκριση σε συχνότητα του συστήµατος h1[n] ϑα είναι

H1(e
jω) =

1

1− 1
3e
−jω (12)

Αφού τα συστήµατα είναι σε παραλληλία, ισχύει

H(ejω) = H1(e
jω) +H2(e

jω)⇐⇒ H2(e
jω) = H(ejω)−H1(e

jω) (13)

οπότε

H2(e
jω) =

−12 + 5e−jω

12− 7e−jω + e−j2ω
− 1

1− 1
3e
−jω (14)

=
−12 + 5e−jω

12(1− 1
4e
−jω)(1− 1

3e
−jω)

− 1

1− 1
3e
−jω (15)

=
−1 + 5

12e
−jω

(1− 1
4e
−jω)(1− 1

3e
−jω)

−
1− 1

4e
−jω

(1− 1
3e
−jω)(1− 1

4e
−jω)

(16)

=
−1 + 5

12e
−jω − 1 + 1

4e
−jω

(1− 1
3e
−jω)(1− 1

4e
−jω)

(17)

=
−2 + 2

3e
−jω

(1− 1
3e
−jω)(1− 1

4e
−jω)

(18)

=
−2(1− 1

3e
−jω)

(1− 1
3e
−jω)(1− 1

4e
−jω)

(19)

= −2 1

1− 1
4e
−jω (20)
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οπότε
h2[n] = −2

(1
4

)n
u[n] (21)

΄Ασκηση 3.

(αʹ) Γνωρίζουµε ότι

x[n]←→ X(ejω) =
1

1− 4
5e
−jω (22)

και

y[n] = nx[n]←→ Y (ejω) = j
d

dω
X(ejω) =

4

5

e−jω

(1− 4
5e
−jω)2

(23)

Οπότε

H(ejω) =
Y (ejω)

X(ejω)
=

4

5

e−jω

1− 4
5e
−jω (24)

(ϐʹ) Αναδιατάσσοντας την παραπάνω σχέση

Y (ejω)(1− 4

5
e−jω) = X(ejω)

4

5
e−jω (25)

και γυριζοντας στο χρόνο

y[n]− 4

5
y[n− 1] =

4

5
x[n− 1] (26)

΄Ασκηση 4. Αναπτύσσοντας σε µερικά κλάσµατα το

X(z) =
3

1− 2
5z
−1 − 8

25z
−2 =

A

1− 0.8z−1
+

B

1 + 0.4z−1
(27)

παίρνουµε

X(z) =
2

1− 0.8z−1
+

1

1 + 0.4z−1
(28)

και στο πεδίο του χρόνου
x[n] = 2(0.8)nu[n] + (−0.4)nu[n] (29)

Το σήµα x[2n] είναι το
y[n] = x[2n] = [2(0.64)n + (0.16)n]u[n] (30)

Εύκολα ϐρίσκουµε από γνωστά Ϲεύγη ότι

Y (z) =
2

1− 0.64z−1
+

1

1− 0.16z−1
=

3− 24
25z
−1

1− 4
5z
−1 + 64

625z
−2 , |z| >

16

25
(31)

΄Ασκηση 5. Γνωρίζουµε ότι (1
4

)n
x[n]←→ X(4z),

R

4
(32)

και (1
8

)n
x[n]←→ X(8z),

R

8
(33)

µε R το πεδίο σύγκλισης του X(z). Αφού το R
4 περιλαµβάνει το µοναδιαίο κύκλο και το X(z) έχει έναν πόλο

στο z = 1/2, συµπεραίνουµε ότι το R ϐρίσκεται εκτός του κύκλου µε ακτίνα 1/2. Το µόνο ερώτηµα τώρα
που πρέπει να απαντηθεί είναι αν το R εκτείνεται ως το άπειρο, έξω από τον κύκλο ακτίνας 1/2. Αφού το R

8
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δεν περιλαµβάνει το µοναδιαίο κύκλο, είναι σαφές ότι αυτό δεν ισχύει. ΄Αρα το R είναι ένας δακτύλιος στο
z−επίπεδο. Τέτοια πεδία σύγκλισης έχουν τα αµφίπλευρα σήµατα.

΄Ασκηση 6. Από γνωστά Ϲεύγη έχουµε

anu[−n− n0]←→
z−n0

1− az−1
, |z| < |a| (34)

και
(−1)nu[n]←→ 1

1 + z−1
, |z| > 1 (35)

και άρα

X(z) =
1

1 + z−1
+
−z−n0−1

1− az−1
, 1 < |z| < |a| (36)

Οπότε |a| = 2 και το n0 µπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιµή.


