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΄Ασκηση 1.

Από το σχήµα της εκφώνησης έχουµε τις εξισώσεις διαφορών

yr[n] = x[n] + cos(ω0)yr[n− 1]− sin(ω0)yi[n− 1] (1)
yi[n] = sin(ω0)yr[n− 1] + cos(ω0)yi[n− 1] (2)

και

y[n] = yr[n] + jyi[n] (3)
= x[n] + cos(ω0)yr[n− 1]− sin(ω0)yi[n− 1] + j(sin(ω0)yr[n− 1] + cos(ω0)yi[n− 1]) (4)
= (cos(ω0) + j sin(ω0))(yr[n− 1] + jyi[n− 1]) + x[n] (5)

= ejω0y[n− 1] + x[n] (6)

Οπότε εύκολα προκύπτει ότι

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

1

1− ejω0z−1
(7)

΄Ασκηση 2.

i. Direct Form I: η συνάρτηση µεταφοράς γράφεται ως

H(z) =
1− 1

5z
−1

(1− 1
2z

−1 + 1
3z

−2)(1 + 1
4z

−1)
(8)

=
1− 1

5z
−1

1− 1
2z

−1 + 1
3z

−2 + 1
4z

−1 − 1
8z

−2 + 1
12z

−3
(9)

=
1− 1

5z
−1

1− 1
4z

−1 + 5
24z

−2 + 1
12z

−3
(10)

και για τη σχεδίαση της υλοποίησης

H(z) =
1− 1

5z
−1

1− (14z
−1 − 5

24z
−2 − 1

12z
−3)

(11)

ii. Direct Form II: προκύπτει από την Direct Form I κατά τα γνωστά.

iii. Σειρά µε πρώτης και δευτέρας τάξης υποσυστήµατα σε Direct Form II: η συνάρτηση µεταφοράς γράφεται
ως

H(z) =
(1− 1

5z
−1)

(1 + 1
4z

−1)

1

(1− 1
2z

−1 + 1
3z

−2)
(12)

iv. Παραλληλία µε πρώτης και δευτέρας τάξης υποσυστήµατα σε Direct Form II: Οι ϱίζες του πολυωνύµου
1 − 1

2z
−1 + 1

3z
−2 είναι µιγαδικές, οπότε δεν µπορούµε να πάµε σε πρωτοβάθµιους όρους. Η συνάρτηση

µεταφοράς γράφεται ως

H(z) =
A

1 + 1
4z

−1
+

B + Cz−1

1− 1
2z

−1 + 1
3z

−2
(13)
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µε

A =
1− 1

5z
−1

(1− 1
2z

−1 + 1
3z

−2)

∣∣∣∣∣
z−1=−4

=
27

125
(14)

B =
98

125
(15)

C = − 36

125
(16)

µε τα B,C να προκύπτουν από την εξίσωση

A
(
1− 1

2
z−1 +

1

3
z−2
)
+
(
B + Cz−1

)(
1 +

1

4
z−1
)
= 1− 1

5
z−1 (17)

v. Ανάστροφη µορφή Direct Form II: προκύπτει από την Direct Form II µε ϐάση τους γνωστούς κανόνες.
΄Ολες οι υλοποιήσεις ϕαίνονται στο Σχήµα 1.

΄Ασκηση 3.

(αʹ) Πραγµατική κρουστική απόκριση: οι πόλοι και τα µηδενικά είναι είτε πραγµατικά, είτε έρχονται σε συζυγή
Ϲεύγη. Το πεδίο σύγκλισης είναι της µορφής |z| > max|pk|, µε pk τους πόλους του συστήµατος.

(ϐʹ) Πεπερασµένης διάρκειας κρουστική απόκριση: οι πόλοι ϐρίσκονται στο µηδέν (όλοι). Τα µηδενικά µπο-
ϱούν να ϐρίσκονται οπουδήποτε. Το πεδίο σύγκλισης είναι της µορφής |z| > 0.

(γʹ) h[n] = h[2a − n], a ∈ Z: η συµµετρία υποδηλώνει γραµµική ϕάση (Τύπου I, II), και µάλιστα - λόγω της
υπόθεσης της αιτιατότητας από την εκφώνηση - το σύστηµα πρέπει να είναι FIR. Οι πόλοι ϐρίσκονται όλοι
στο µηδέν ενώ τα µηδενικά µπορούν να ϐρίσκονται οπουδήποτε αλλά πρέπει να έρχονται σε αµοιβαία Ϲεύγη
(z0, 1/z0). Το πεδίο σύγκλισης ϑα είναι της µορφής |z| > 0.

(δʹ) Ελάχιστης ϕάσης: οι πόλοι και τα µηδενικά ϐρίσκονται οπουδήποτε εντός του µοναδιαίου κύκλου. Το
πεδίο σύγκλισης είναι της µορφής |z| > max|pk| µε pk τους πόλους του συστήµατος, και |pk| < 1.

(εʹ) All-pass: Οι πόλοι και τα µηδενικά έρχονται σε συζυγή αµοιβαία Ϲεύγη (z0, 1/z∗0 ). Το πεδίο σύγκλισης
είναι της µορφής |z| > max|pk| µε pk τους πόλους του συστήµατος.

(ϛʹ) (ϐ΄) & (γ΄): οι πόλοι ϐρίσκονται στο µηδέν (όλοι). Τα µηδενικά µπορούν να ϐρίσκονται οπουδήποτε αλλά
πρέπει να έρχονται σε αµοιβαία Ϲεύγη (z0, 1/z0). Το πεδίο σύγκλισης ϑα είναι της µορφής |z| > 0.

(Ϲʹ) (α΄) & (δ΄): όλοι οι πόλοι και τα µηδενικά πρέπει να ϐρίσκονται εντός µοναδιαίου κύκλου και όσα από αυτά
είναι µιγαδικά, να έρχονται σε συζυγή Ϲεύγη. Το πεδίο σύγκλισης είναι της µορφής |z| > max|pk| µε pk
τους πόλους του συστήµατος, και |pk| < 1.

΄Ασκηση 4.

(αʹ) Τα συστήµατα ελάχιστης ϕάσης έχουν πόλους και µηδενικά εντός µοναδιαίου κύκλου. Τα συστήµατα
all-pass εχουν πόλους και µηδενικά σε αµοιβαία συζυγή Ϲεύγη. Τα συστήµατα γραµµικής ϕάσης έχουν
πόλους στο µηδέν και µηδενικά σε αµοιβαία Ϲεύγη. Οπότε κατά τη διάσπαση ενός συστήµατος γραµµικής
ϕάσης, το σύστηµα ελάχιστης ϕάσης ϑα πάρει τους πόλους στο µηδέν και τα µηδενικά εντός µοναδιαίου
κύκλου. Το σύστηµα all-pass ϑα πάρει τα µηδενικά εκτός µοναδιαίου κύκλου, αλλά πρέπει να έχει
πόλους στις συζυγείς αµοιβαίες ϑέσεις των µηδενικών που έλαβε από το σύστηµα γραµµικής ϕάσης. Για
να ακυρώσουµε την επίδραση των πολων αυτών, ϑα ϐάλουµε αντίστοιχα µηδενικά στις ίδιες ϑέσεις στο
σύστηµα ελάχιστης ϕάσης. Ως εκ τούτου, τα µηδενικά του συστήµατος ελάχιστης ϕάσης ϑα είναι δευτέρας
τάξης.
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(ϐʹ) Αφού το σύστηµα γραµµικής ϕάσης έχει µήκος 8, ϑα έχει 7 µηδενικά. Από τη συµµετρία της κρουστικής
απόκρισης, προκύπτει ότι είναι Τύπου IV. Το µηδενικό στη ϑέση z = 2 συνεπάγεται ένα µηδενικό στη
ϑέση z = 1/2, ενώ το µηδενικό στη ϑέση z = 0.8ejπ/4 συνεπάγεται µηδενικά στις ϑέσεις z = 0.8e−jπ/4,
z = 1.25ejπ/4, z = 1.25e−jπ/4. Τέλος, αφού είναι Τύπου IV ϑα έχει ένα µηδενικό στη ϑέση z = 1. Συνολικά

H(z) = A(1−2z−1)(1−1

2
z−1)(1−z−1)(1−0.8ejπ/4z−1)(1−0.8e−jπ/4z−1)(1−1.25ejπ/4z−1)(1−1.25e−jπ/4z−1)

(18)
µε A σταθερά.

΄Ασκηση 5.

Θεωρώντας επιπλέον µεταβλητές, παίρνουµε το σύστηµα

e[n] = −x[n] + w[n] + g[n] (19)
w[n] = x[n− 1] + 2g[n] (20)
g[n] = w[n− 1] + y[n− 1] (21)
y[n] = 2e[n] (22)

που µετασχηµατίζεται ως

E(z) = −X(z) +W (z) +G(z) (23)

W (z) = z−1X(z) + 2G(z) (24)

G(z) = z−2X(z) + 2z−1G(z) + z−1Y (z) (25)

G(z)− 2z−1G(z) = z−2X(z) + z−1Y (z) (26)

G(z) =
z−2X(z) + z−1Y (z)

1− 2z−1
(27)

Y (z) = 2E(z) (28)

= −2X(z) + 2z−1X(z) + 6
z−2X(z) + z−1Y (z)

1− 2z−1
(29)

Y (z)− 8z−1Y (z) = −2X(z) + 6z−1X(z) + 2z−2X(z) (30)

και στο πεδίο του χρόνου
y[n]− 8y[n− 1] = −2x[n] + 6x[n− 1] + 2x[n− 2] (31)

΄Ασκηση 6.

(αʹ) Μια υλοποίηση ϕαίνεται στο Σχήµα 2(α).

[ ]x n + [ ]y n

1z

1z

+

a

+
N

+

1z[ ]x n

[ ]y n

(α)

1z 1z

+ +

1 a 2Na

+

Na
(γ)

1Na

Σχήµα 2: Υλοποιήσεις ΄Ασκησης 6.
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(ϐʹ) Το παραπάνω σύστηµα γράφεται ως

H(z) =
1− aNz−N

1− az−1
=

1

1− az−1
(1− az−1)(1 + az−1 + · · ·+ (az−1)N−2 + (az−1)N−1) (32)

= 1 + az−1 + · · ·+ (az−1)N−2 + (az−1)N−1 (33)

Οπότε
H(z) =

Y (z)

X(z)
= (1 + az−1 + · · ·+ (az−1)N−2 + (az−1)N−1 (34)

και γυρνώντας πίσω στο χρόνο

y[n] =

N−1∑
k=0

akx[n− k] (35)

(γʹ) Μια υλοποίηση ϕαίνεται στο Σχήµα 2(γ).

(δʹ) Η υλοποίηση του Σχήµατος 2(α) απαιτεί δυο αθροιστές, δυο πολλαπλασιασµούς, και N στοιχεία καθυστέ-
ϱησης. Η υλοποίηση του Σχήµατος 2(γ) απαιτεί N − 1 αθροιστές, N − 1 πολλαπλασιασµούς, και N − 1
στοιχεία καθυστέρησης.

΄Ασκηση 7.

Είναι
rh[n] =

∑
m

h[m]h[m+ n] = h[n] ∗ h[−n]←→ Rh(z) = H(z)H(z−1) (36)

οπότε
Rh(z) = (1− z1z

−1)(1− z∗1z
−1)(1− (1/z1)z

−1)(1− (1/z1)
∗z−1) (37)

Ο µετασχ. αυτός έχει τέσσερα µηδενικά στις ϑέσεις z = z1, z = z∗1 , z = 1/z1, z = 1/z∗1 και τέσσερις πόλους στο
z = 0.
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5/24
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1z

+
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1z
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+

[ ]x n [ ]y n++
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+
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27/125
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1/3

+

1/4
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+
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+ +
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+

+
1/51/4 1/2
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1z
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Σχήµα 1: Υλοποιήσεις ΄Ασκησης 3.


