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΄Ασκηση 1.

(αʹ) x[n] =
(
1
2

)n
u[n] ∗ 2nu[−n− 1]: Είναι(1

2

)n
u[n]←→ 1

1− 1
2z
−1 , |z| > 1/2 (1)

2nu[−n− 1]←→ − 1

1− 2z−1
, |z| < 2 (2)

οπότε η συνέλιξη στο χρόνο γίνεται γινόµενο στο χώρο του Ζ, δηλ.

x[n] =
(1
2

)n
u[n] ∗ 2nu[−n− 1]←→ X(z) =

1

1− 1
2z
−1

(
− 1

1− 2z−1

)
, 1/2 < |z| < 2 (3)

(ϐʹ) x[n] = n
((

1
2

)n
u[n] ∗

(
1
4

)n−2
u[n− 2]

)
: Το σήµα γράφεται ως

x[n] = ny[n] = n(x1[n] ∗ x2[n]) (4)

µε

y[n] = x1[n] ∗ x2[n] (5)

x1[n] =
(1
2

)n
u[n] (6)

x2[n] =
(1
4

)n−2
u[n− 2] (7)

Ο µετασχ. Ζ ϑα είναι

X(z) = −z d
dz
Y (z) (8)

οπότε

Y (z) = X1(z)X2(z) =
1

1− 1
2z
−1

z−2

1− 1
4z
−1 =

z−2

(1− 1
2z
−1)(1− 1

4z
−1)

, |z| > 1/2 (9)

Ο Ϲητούµενος µετασχηµατισµός ϑα είναι

X(z) = −z d
dz
Y (z) =

2z−2 − 3
4z
−3

(1− 3
4z
−1 + 1

8z
−2)2

, |z| > 1

2
(10)

(γʹ) x[n] = n sin
(
πn
2

)
u[−n]: Παρατηρούµε ότι

x[n] = n sin
(πn

2

)
u[−n] = −n sin

(
− πn

2

)
u[−n] (11)

΄Αρα πρέπει να ϐρούµε τον µετασχ. Ζ του

y[n] = n sin
(πn

2

)
u[n] (12)
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για τον οποίο ισχύει ότι x[n] = y[−n]. ΄Αρα

y[n] = n sin
(πn

2

)
u[n]←→ Y (z) = −z d

dz

z−1

1 + z−2
, |z| > 1 (13)

Οπότε

X(z) = Y (z−1) =
z

1 + z2
− 2z3

(1 + z2)2
, |z| < 1 (14)

(δʹ) x[n] = 3n−2u[n] ∗ cos
(
πn
6 + π

3

)
u[n]: Το σήµα γράφεται ως

x[n] = 3n−2u[n] ∗ cos
(πn

6
+
π

3

)
u[n] =

1

9
3nu[n] ∗ cos

(πn
6

+
π

3

)
u[n] (15)

και ο µετασχ. Ζ του είναι

X(z) =
1

9

1

1− 3z−1

{
cos
(πn

6
+
π

3

)
u[n]

}
=

1

9

1

1− 3z−1

1
2 −

√
3
2 z
−1

1−
√
3z−1 + z−2

, |z| > 3 (16)

αφού

cos
(πn

6
+
π

3

)
u[n] =

[
cos
(πn

6

)
cos
(π
3

)
− sin

(πn
6

)
sin
(π
3

)]
u[n] =

[1
2
cos
(πn

6

)
−
√
3

2
sin
(πn

6

)]
u[n]

(17)

και

1

2
cos
(πn

6

)
u[n]←→ 1

2

1− z−1 cos(π/6)
1− 2z−1 cos(π/6) + z−2

, |z| > 1 (18)
√
3

2
sin
(πn

6

)
u[n]←→

√
3

2

z−1 sin(π/6)

1− 2z−1 cos(π/6) + z−2
, |z| > 1 (19)

΄Ασκηση 2.

(αʹ) Είναι

y[n] = x[n− 2]←→ Y (z) = X(z)z−2 =
1

z2 − 16
, |z| < 4 (20)

(ϐʹ) Είναι

y[n] =
(1
2

)n
x[n]←→ Y (z) = X(2z) =

z2

z2 − 4
, |z| < 2 (21)

(γʹ) Είναι

y[n] = nx[n]←→ Y (z) = −z d
dz
X(z) = −z d

dz

z2

z2 − 16
=

32z2

(z2 − 16)2
, |z| < 4 (22)

(δʹ) Είναι

y[n] = x[n+ 1] + x[n− 1]←→ Y (z) = zX(z) + z−1X(z) =
z3 + z

z2 − 16
, |z| < 4 (23)
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΄Ασκηση 3.

΄Εχουµε

X(z) =
1

1− a10z−10
=

+∞∑
n=0

(a10z−10)n = 1 + a10z−10 + a20z−20 + · · · (24)

οπότε

x[n] = δ[n] + a10δ[n− 10] + a20δ[n− 20] + a30δ[n− 30] + · · · (25)

=
+∞∑
k=0

a10kδ[n− 10k] (26)

΄Ασκηση 4.

(αʹ) Από την ιδιότητα της ιδιοσυνάρτησης έχουµε

x[n] = (−2)n −→ y[n] = H(−2)(−2)n = 0, ∀n (27)

΄Αρα
H(−2) = 0 (28)

Επίσης

x[n] =
(1
2

)n
u[n]←→ X(z) =

1

1− 1
2z
−1 , |z| > 1/2 (29)

και

y[n] = δ[n] + α
(1
4

)n
u[n]←→ Y (z) = 1 + a

1

1− 1
4z
−1 =

(a+ 1)− 1
4z
−1

1− 1
4z
−1 (30)

Οπότε

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

(
(a+ 1)− 1

4z
−1
)(

1− 1
2z
−1
)

1− 1
4z
−1 (31)

και από τη Σχέση (28) έχουµε

H(−2) = 0⇐⇒ a = −9

8
(32)

(ϐʹ) Η έξοδος είναι της µορφής
x[n] = 1 = (1)n, ∀n (33)

οπότε
y[n] = H(1)x[n] = H(1) = −1

4
, ∀n (34)

΄Ασκηση 5.

Θεωρήστε τη συνάρτηση µεταφοράς H(z) που έχει το παρακάτω διάγραµµα πόλων-µηδενικών.

(αʹ) Οι πιθανές περιοχές σύγκλισης είναι οι :

• |z| > 3

• |z| < 1
3

• 1
3 < |z| < 2

• 2 < |z| < 3
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Σχήµα 1: Σχήµα ΄Ασκησης 5.

Αν ∑
n

|h[n]| < +∞ (35)

σηµαίνει ότι το σύστηµα είναι ευσταθές, άρα το πεδίο σύγκλισης του µετασχ. Ζ περιλαµβάνει το µοναδιαίο
κύκλο. Οπότε η περιοχή σύγκλισης είναι η 1

3 < |z| < 2.

(ϐʹ) Αµφίπλευρες είναι οι ακολουθίες µε πεδίο σύγκλισης δακτυλιοειδούς µορφής. ∆υο πεδία σύγκλισης έχουν
τέτοια µορφή άρα δυο είναι και τα σήµατα στο χρόνο 1.

(γʹ) Για να είναι ένα σύστηµα ευσταθές κι αιτιατό, πρέπει το πεδίο σύγκλισης του να είναι εξωστρεφές και να
περιλαµβάνει το µοναδιαίο κύκλο. Κανένα πεδίο σύγκλισης δεν έχει αυτές τις ιδιότητες.

(δʹ) Από τη σχέση H(0) = −1 ϐρίσκουµε ότι η σταθερά A του συστήµατος είναι

H(z) =
A(z + 1)

(z − 1
3)(z − 2)(z − 3)

=⇒ H(0) =
A

−2
= −1 =⇒ A = 2 (36)

Οπότε

H(z) =
2(z + 1)

(z − 1
3)(z − 2)(z − 3)

=
2(1 + z−1)z−2

(1− 1
3z
−1)(1− 2z−1)(1− 3z−1)

(37)

η οποία αναπτύσσεται σε µερικά κλάσµατα ως

H(z) = −1 + 9

5

1

1− 1
3z
−1 −

9

5

1

1− 2z−1
+

1

1− 3z−1
(38)

Για κάθε περίπτωση:

i. αιτιατό, οπότε το πεδίο σύγκλισης είναι |z| > 3. ΄Αρα

h[n] = −δ[n] + 9

5

(1
3

)n
u[n]− 9

5
2nu[n] + 3nu[n] (39)

ii. αντι-αιτιατό, οπότε το πεδίο σύγκλισης είναι |z| < 1
3 . ΄Αρα

h[n] = −δ[n]− 9

5

(1
3

)n
u[−n− 1] +

9

5
2nu[−n− 1]− 3nu[−n− 1] (40)

1Στην πραγµατικότητα είναι άπειρα, γιατί δε γνωρίζουµε τη σταθερά A του συστήµατος.
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΄Ασκηση 6.

Εφαρµόζοντας ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα έχουµε:

X(z) =
A

1− 1
2z
−1 +

B

1− 2z−1
+

C

1− z−1
, 1 < |z| < 2 (41)

Το πεδίο σύγκλισης γράφεται ως

{1 < |z| < 2} = {1 < |z|} ∩ {|z| < 2} ∩ {|z| > 1

2
} (42)

Βρίσκουµε τους συντελεστές ως A = 1, B = 2, C = −2, κι έχουµε

X(z) =
1

1− 1
2z
−1 +

2

1− 2z−1
− 2

1− z−1
, 1 < |z| < 2 (43)

Γυρνώντας πίσω στο χρόνο

x[n] =
(1
2

)n
u[n]− 2n+1u[−n− 1]− 2u[n] (44)

΄Ασκηση 7.

(αʹ) Η περιοχή σύγκλισης είναι η |z| > 1/2, αφού το σύστηµα είναι αιτιατό.

(ϐʹ) Ναι, είναι, αφού το πεδίο σύγκλισης περιέχει το µοναδιαίο κύκλο.

(γʹ) Η έξοδος

y[n] = −1

3

(
− 1

4

)n
u[n]− 4

3
2nu[−n− 1] (45)

έχει µετασχ. Ζ ως

Y (z) =
1 + z−1

(1− 2z−1)(1 + 1
4z
−1)

(46)

οπότε

X(z) =
Y (z)

H(z)
=

(1− (1/3)z−1)(1 + (1/2)z−1)

(1− 2z−1)(1 + (1/4)z−1)
(47)

΄Ασκηση 8.

(αʹ) Το σύστηµα H(z) =
z−1

1 + 8
9z
−1 , |z| >

8

9
µπορεί να γραφεί στο χώρο του Fourier ως

H(ejω) =
e−jω

1 + 8
9e
−jω =

e−jω

e−jω(ejω + 8
9)

=
1

ejω + 8
9

(48)

Η απόκριση πλάτους ϑα είναι

|H(ejω)| = 1

|ejω + 8
9 |

=
1

|u|
(49)

µε ~u το διάνυσµα του Σχήµατος 2(α). Για κάποιες ενδεικτικές τιµές της γωνίας ω, η απόκριση πλάτους ϑα
έχει τιµές :

• |H(ej0)| = 1
1+ 8

9

= 9
17

• |H(ejπ/2)| = 1√
8
9

2
+12

=
√

81
145

• |H(ejπ)| = 1
1− 8

9

= 9
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• |H(ej3π/2)| =
√

81
145 , λόγω συµµετρίας

• |H(ej2π)| = 9
17 , λόγω συµµετρίας

Με ϐάση τις παραπάνω τιµές µπορούµε να σχεδιάσουµε το γράφηµα του Σχήµατος 2(ϐ). Το ϕίλτρο έχει
υψιπερατά χαρακτηριστικά, αφού έχει υψηλές τιµές γύρω από τη συχνότητα π.

(ϐʹ) Το σύστηµα H(z) =
1 + 8

9z
−1

1− 16
9 z
−1 + 64

81z
−2 , |z| >

8

9
µπορεί να γραφεί στο χώρο του Fourier ως

H(ejω) =
1 + 8

9e
−jω

1− 16
9 e
−jω + 64

81e
−j2ω =

1 + 8
9e
−jω

(1− 8
9e
−jω)2

=
ejω + 8

9

e−jω(ejω − 8
9)

2
(50)

Η απόκριση πλάτους ϑα είναι

|H(ejω)| =
|ejω + 8

9 |
|ejω − 8

9 |2
=
|u1|
|u2|2

(51)

µε ~u1, ~u2 τα διανύσµατα του µηδενικού και του πόλου αντίστοιχα, του Σχήµατος 2(γ). Για κάποιες ενδει-
κτικές τιµές της γωνίας ω, η απόκριση πλάτους ϑα έχει τιµές :

• |H(ej0)| = 1+ 8
9

1
9

1
9

= 153

• |H(ejπ/2)| =
√

(8/9)2+1

(8/9)2+1
=
√

81
145

• |H(ejπ)| =
1
9

(1+ 8
9
)2

• |H(ej3π/2)| =
√

81
145 , λόγω συµµετρίας

• |H(ej2π)| = 153, λόγω συµµετρίας

Με ϐάση τις παραπάνω τιµές µπορούµε να σχεδιάσουµε το γράφηµα του Σχήµατος 2(δ). Το ϕίλτρο έχει
χαµηλοπερατά χαρακτηριστικά, αφού έχει υψηλές τιµές γύρω από τη συχνότητα 0 και 2π.

(γʹ) Το σύστηµα H(z) =
1

1 + 64
81z
−2 , |z| >

8

9
µπορεί να γραφεί στο χώρο του Fourier ως

H(ejω) =
1

(e−jω)2(ejω + j 89)(e
jω − j 89)

(52)

και η απόκριση πλάτους ως

|H(ejω)| = 1

|ejω + j 89 ||ejω − j
8
9 |

=
1

|u1||u2|
(53)

µε ~u1, ~u2 τα διανύσµατα των δυο πόλων του Σχήµατος 2(ε). Για κάποιες ενδεικτικές τιµές της γωνίας ω, η
απόκριση πλάτους ϑα έχει τιµές :

• |H(ej0)| = 1
1+(8/9)2

• |H(ejπ/2)| = 1
1
9
(1+ 8

9
)

• |H(ejπ)| = 1
1+(8/9)2

• |H(ej3π/2)| = 1
1
9
(1+ 8

9
)
, λόγω συµµετρίας.

• |H(ej2π)| = 1
1+(8/9)2

, λόγω συµµετρίας.

Με ϐάση τις παραπάνω τιµές µπορούµε να σχεδιάσουµε το γράφηµα του Σχήµατος 2(στ). Το ϕίλτρο έχει
Ϲωνοπερατά χαρακτηριστικά αφού έχει υψηλές τιµές γύρω από τις συχνότητες π/2, 3π/2.
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-8/9
X

0(2 )

/2

3 /2

u

uu

u

2
O X

0(2 )

/2

3 /2

0(2 )

/2

3 /2

-8/9 8/9

O
2

X

X

Σχήµα 2: ∆ιαγράµµατα διανυσµάτων και αποκρίσεις πλάτους ΄Ασκησης 8.


