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΄Ασκηση 1.

(αʹ) Θέτουµε1 x[n] = ejω0n και παίρνουµε

y[n] = ejω0n + ejω0(n−10) = ejω0n(1 + e−j10ω) = (1 + e−j10ω)ejω0n = H(ejω0)ejω0n (1)

και άρα η απόκριση συχνότητας δίνεται ως

H(ejω) = 1 + e−j10ω (2)

η οποία γράφεται ως

H(ejω) = 1 + e−j10ω = e−j5ω(ej5ω + e−j5ω) = 2e−j5ω cos(5ω) (3)

µε χρήση της σχέσης
eja + e−jb = ej(a−b)/2(ej(a+b)/2 + e−j(a+b)/2) (4)

Η απόκριση πλάτους ϑα είναι

|H(ejω)| = |2e−j5ω cos(5ω)| = 2| cos(5ω)| (5)

ενώ τα σηµεία µηδενισµού ϐρίσκονται στις ϑέσεις

cos(5ω) = 0 = cos(π/2)⇐⇒ 5ω = 2kπ ± π

2
=⇒ ω =

2kπ

5
± π

10
(6)

Στο διάστηµα (−π, π] έχουµε τους µηδενισµούς στις ϑέσεις ωi = ± π
10 ,±

3π
10 ,±

π
2 ,±

7π
10 ,±

9π
10 . Η απόκριση

ϕάσης ϑα είναι
6 H(ejω) = 6 e−j5ω + 6 2 cos(5ω) = −5ω + 6 2 cos(5ω) (7)

Στις ϑετικές συχνότητες, όταν το πρόσηµο του όρου είναι αρνητικό, η ϕάση του ϑα είναι π, ενώ στις
αρνητικές συχνότητες ϑα είναι −π, όπως στο Σχήµα 1. Οπότε

6 2 cos(5ω) =



−π, −π < ω < −9π/10
0, 9π/10 < ω < −7π/10
−π, −7π/10 < ω < −π/2
0, π/2 < ω < −3π/10
−π, −3π/10 < ω < −π/10
0, −π/10 < ω < π/10
π, π/10 < ω < 3π/10
0, 3π/10 < ω < π/2
π, π/2 < ω < 7π/10
0, 7π/10 < ω < 9π/10
π, 9π/10 < ω < π

(8)

1Τώρα που διαβάζετε αυτές τις λύσεις, ξέρετε κι άλλους τρόπους εύρεσης της απόκρισης σε συχνότητα αλλά την περίοδο ανάθεσης
γνωρίζατε µόνο αυτόν που αναφέρεται στη λύση.
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Σχήµα 1: Φάση όρου 2 cos(5ω).

Οπότε µαζί µε τη ϕάση −5ω, ϑα είναι

6 H(ejω) =



−5ω − π, −π < ω < −9π/10
−5ω, 9π/10 < ω < −7π/10
−5ω − π, −7π/10 < ω < −π/2
−5ω, π/2 < ω < −3π/10
−5ω − π, −3π/10 < ω < −π/10
−5ω, −π/10 < ω < π/10
−5ω + π, π/10 < ω < 3π/10
−5ω, 3π/10 < ω < π/2
−5ω + π, π/2 < ω < 7π/10
−5ω, 7π/10 < ω < 9π/10
−5ω + π, 9π/10 < ω < π

(9)

Η απόκριση πλάτους και ϕάσης ϕαίνεται στο Σχήµα 2.

Σχήµα 2: Αποκρίσεις πλάτους και ϕάσης.

(ϐʹ) Για κάθε είσοδο ϑα έχουµε
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i. Από την ιδιότητα της ιδιοσυνάρτησης, για την είσοδο x[n] = cos
(
πn
10

)
+ 3 sin

(
πn
3 + π

10

)
ϑα έχουµε

y[n] = |H(ejπ/10)| cos
(πn
10

+ 6 H(ejπ/10)
)
+ 3|H(ejπ/3)| sin

(πn
3

+
π

10
+ 6 H(ejπ/3)

)
(10)

= 0 + 3 · 1 · sin
(πn

3
+

π

10
− 5π

3

)
= 3 sin

(πn
3
− 47π

30

)
(11)

ii. Από την ιδιότητα της ιδιοσυνάρτησης, για την είσοδο x[n] = 10 + 5 cos
(
2πn
5 + π

2

)
ϑα έχουµε

y[n] = 10H(ej0) + 5|H(ej2π/5)| cos
(2πn

5
+
π

2
+ 6 H(ej2π/5)

)
(12)

= 10 · 2 + 5 · 2 · cos
(2πn

5
+
π

2
− 2π

)
(13)

= 20 + 10 cos
(2πn

5
+
π

2

)
(14)

΄Ασκηση 2.

Σύµφωνα µε την ιδιότητα της ιδιοσυνάρτησης, ϑα είναι

y[n] = 5H(ej0) + 3|H(ejπ/2)| cos
(πn

2
+
π

3
+ 6 H(ejπ/2)

)
(15)

µε

H(ejω) =
1

2
(1− e−j2ω) = 1

2
e−jω(ejω − e−jω) = je−jω sin(ω) (16)

Εύκολα ϐρίσκουµε ότι
yss[n] = 3 cos

(πn
2

+
π

3

)
(17)

και ytr[n] = 0, αφού δεν υπάρχει µεταβατική απόκριση σε αυτήν την περίπτωση. Για είσοδο

x[n] =
[
5 + 3 cos

(πn
2

+
π

3

)]
u[n] (18)

ϑα έχουµε παρουσία και των δυο αποκρίσεων. Αφού η κρουστική απόκριση του συστήµατος

h[n] =
1

2
δ[n]− 1

2
δ[n− 2] (19)

έχει τελευταίο µη µηδενικό δείγµα για M = 2, τότε η µεταβατική απόκριση ϑα εξαφανίζεται για n ≥ M = 2,
οπότε ϑα είναι µη µηδενική για n = 0, n = 1. Θέτοντας τη σχέση της x[n] στην εξίσωση διαφορών παίρνουµε

y[n] =
1

2

[
5 + 3 cos

(πn
2

+
π

3

)]
u[n]− 1

2

[
5 + 3 cos

(π(n− 2)

2
+
π

3

)]
u[n− 2] (20)

=
3

2
cos
(πn

2
+
π

3

)
u[n]− 3

2
cos
(π(n− 2)

2
+
π

3

)
u[n− 2] +

5

2
δ[n] +

5

2
δ[n− 1] (21)

από την οποία έχουµε

yss[n] =
3

2
cos
(πn

2
+
π

3

)
− 3

2
cos
(π(n− 2)

2
+
π

3

)
(22)

ytr[n] =
5

2
δ[n] +

5

2
δ[n− 1] (23)
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΄Ασκηση 3.

(αʹ) Είναι

x[2n+ 1]←→ X(ejω)ejω
∣∣∣
ω=ω/2

= X(ejω/2)ejω/2 =
1

1− ae−jω/2
ejω/2 (24)

(ϐʹ) Είναι

ejπn/2x[n+ 2]←→ 1

2π
F{ejπn/2} ∗ F{x[n+ 2]} = 1

2π
2πδ(ω − π/2) ∗X(ejω)ej2ω (25)

= X(ej(ω−π/2))ej(2ω−π) =
ej(2ω−π)

1− jae−jω
(26)

(γʹ) Είναι

x[−2n]←→ X(e−jω)
∣∣∣
ω=ω/2

=
1

1− aejω/2
(27)

(δʹ) Είναι

x[n] cos(πn/4)←→ 1

2π
X(ejω) ∗

(
πδ(ω − π/4) + πδ(ω + π/4)

)
=

1

2
X(ej(ω−π/4)) +

1

2
X(ej(ω+π/4)) (28)

=
1− a cos(π/4)e−jω

1− 2a cos(π/4)e−jω + a2e−j2ω
(29)

(εʹ) Είναι

x[n] ∗ x[n− 1]←→ X(ejω)X(ejω)e−jω =
1

1− 2ae−jω + a2e−j2ω
e−jω (30)

(ϛʹ) Είναι

x[n] ∗ x[−n]←→ X(ejω)X(e−jω) =
1

1− ae−jω
1

1− aejω
=

1

1− 2a cos(ω) + a2
(31)

΄Ασκηση 4.

Το σήµα µπορεί να γραφεί ως

x[n] =
(1
4

)n
u[n] +

(1
4

)−n
u[−n]− δ[n] (32)

µε µετασχ. Fourier ως

X(ejω) =
1

1− 1
4e
−jω +

1

1− 1
4e
jω
− 1 (33)

το οποίο γράφεται ως

X(ejω) =
1− 1

4e
jω + 1− 1

4e
−jω

(1− 1
4e
−jω)(1− 1

4e
jω)
− 1 =

2− 1
4(e

jω + e−jω)

(1− 1
4e
−jω)(1− 1

4e
jω)
− 1 (34)

=
2− 1

2 cos(ω)

(1− 1
4e
−jω)(1− 1

4e
jω)
− 1 =

2− 1
2 cos(ω)

|1− 1
4e
−jω|2

− 1 (35)

=
2− 1

2 cos(ω)

(1− 1
4 cos(ω))

2 + (14 sin(ω))
2
− 1 =

2− 1
2 cos(ω)

(1716 −
1
2 cos(ω))

− 1 (36)

=
2− 1

2 cos(ω)

(1716 −
1
2 cos(ω))

−
17
16 −

1
2 cos(ω)

17
16 −

1
2 cos(ω)

=
15
16

17
16 −

1
2 cos(ω)

(37)
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΄Ασκηση 5.

Θα είναι

X(ejω) =
1

1− 3ejω
(38)

H(ejω) =
1

1− 1
2e
−jω (39)

και άρα

Y (ejω) = X(ejω)H(ejω) =
1

1− 3e−jω
1

1− 1
2e
−jω =

A

1− 3e−jω
+

B

1− 1
2e
−jω (40)

µε

A =
1

1− 1
2e
−jω

∣∣∣
e−jω=1/3

=
6

5
(41)

B =
1

1− 3e−jω

∣∣∣
e−jω=2

= −1

5
(42)

Οπότε

Y (ejω) =
6
5

1− 3e−jω
−

1
5

1− 1
2e
−jω (43)

το οποίο µε χρήση πινάκων δίνει

y[n] = −6

5
3nu[−n− 1]− 1

5

(1
2

)n
u[n] (44)

΄Ασκηση 6.

(αʹ) ΄Εχουµε ότι
+∞∑

n=−∞
nx[n] =

+∞∑
n=−∞

nx[n]e−jωn
∣∣∣
ω=0

= F{nx[n]}
∣∣∣
ω=0

= j
d

dω
X(ejω)

∣∣∣
ω=0

(45)

και
+∞∑

n=−∞
x[n] =

+∞∑
n=−∞

x[n]e−jωn
∣∣∣
ω=0

= X(ej0) (46)

Συνολικά

c =

+∞∑
n=−∞

nx[n]

+∞∑
n=−∞

x[n]

=
j dX(ejω)

dω

∣∣∣
ω=0

X(ej0)
(47)

(ϐʹ) Προφανώς X(ej0) = 1. Η παράγωγος στο ω = 0 δεν ορίζεται. Πρέπει να ϐρούµε το σήµα nx[n]. Η
παράγωγος του σήµατος ϕαίνεται στο Σχήµα 3. Το πλάτος των παλµών είναι ±2/π και καθένας από
αυτούς αποτελεί ένα µετατοπισµένο χαµηλοπερατό ϕίλτρο γύρω από τις συχνότητες ±π/4. Ξέρουµε ότι

y[n] =
ωc
π
sinc

(ωc
π
n
)
←→ Y (ejω) =

{
1, |ω| < ωc
0, αλλού

(48)

Οπότε η παράγωγος του µετασχηµατισµού γράφεται ως

dX(ejω)

dω
=

2

π
Y (ej(ω+

π
4
))− 2

π
Y (ej(ω−

π
4
)) (49)

j
dX(ejω)

dω
= j

2

π
Y (ej(ω+

π
4
))− j 2

π
Y (ej(ω−

π
4
)) (50)
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Σχήµα 3: Σχήµα ΄Ασκησης 6.

και στο πεδίο του χρόνου

nx[n] =
2j

π

π
4

π
sinc

(n
4

)
e−jπn/4 − 2j

π

π
4

π
sinc

(n
4

)
ejπn/4 (51)

=
j

2π
sinc

(n
4

)
(e−jπn/4 − ejπn/4) (52)

=
j

2π
sinc

(n
4

)(
− 2j sin

(πn
4

))
(53)

=
1

π
sinc

(n
4

)
sin
(πn

4

)
(54)

Ζητούµε το
+∞∑

n=−∞
nx[n] (55)

Το σήµα z[n] = nx[n] είναι περιττό, αφού z[n] = −z[−n]. Το άθροισµα περιττού σήµατος σε συµµετρικό
διάστηµα είναι πάντα µηδέν, δηλ.

+∞∑
n=−∞

z[n] =
1

π

+∞∑
n=−∞

sinc
(n
4

)
sin
(πn

4

)
= 0 (56)

΄Αρα το κέντρο ϐαρύτητας ϑα είναι

c =
0

1
= 0 (57)


