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΄Ασκηση 1. Θα είναι

y[n] = h[n] ∗ x[n] (1)
= h[n] ∗ x[n] ∗ δ[n] (2)
= h[n] ∗ x[n] ∗ (u[n]− u[n− 1]) (3)

=
[
(h[n] ∗ u[n])− (h[n] ∗ u[n− 1])

]
∗ x[n] (4)

= (s[n]− s[n− 1]) ∗ x[n] (5)
= s[n] ∗ x[n]− s[n− 1] ∗ x[n] (6)

΄Ασκηση 2.

i. ΄Εχουµε

h[n] = h1[n] ∗ (h2[n] + h3[n]) (7)

=
(
− 1

3

)n
u[n− 2] ∗

(
δ[n] +

1

2
δ[n− 1] +

(1
2

)n
u[n− 2]

)
(8)

=
(
− 1

3

)n
u[n− 2] ∗

(1
2

)n
u[n] (9)

ii. Από την παραπάνω σχέση

h[n] =
(
− 1

3

)n
u[n− 2] ∗

(1
2

)n
u[n] (10)

=
+∞∑

k=−∞
(−1/3)ku[k − 2](1/2)n−ku[n− k] (11)

=
(1
2

)n n∑
k=2

(−1/3)k(1/2)−k (12)

=
(1
2

)n n∑
k=2

(−2/3)k, n ≥ 2 (13)

=
(1
2

)n[(−2/3)2 − (−2/3)n+1

1− (−2/3)

]
, n ≥ 2 (14)

=
4

9

3

5

(1
2

)n
− 3

5

(1
2

)n(−2
3

)n+1
, n ≥ 2 (15)

=
4

9

3

5

(1
2

)n
+

6

15

(−1
3

)n
, n ≥ 2 (16)

=
[ 4

15

(1
2

)n
+

6

15

(
− 1

3

)n]
u[n− 2] (17)
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΄Ασκηση 3.

i. y[n] = |x[n]|:

• Γραµµικότητα: για είσοδο ax1[n] η έξοδος ϑα είναι |ax1[n]| = |a||x1[n]| 6= ay1[n], άρα δεν είναι
οµογενές, και άρα δεν είναι και γραµµικό.

• Ευσταθές : αν |x[n]| < Bx, προφανώς |y[n]| = |x[n]| < Bx. Το σύστηµα είναι ευσταθές.

• Αιτιατότητα : το σύστηµα είναι αιτιατό γιατί δεν απαιτούνται µελλοντικές τιµές για τον υπολογισµό
της εξόδου.

• Χρονική Αµεταβλητότητα: για είσοδο x[n − n0] η έξοδος είναι |x[n − n0]| = y[n − n0], και άρα το
σύστηµα είναι Χ.Α.

• ∆υναµικότητα: το σύστηµα δεν απαιτεί µνήµη, άρα δεν είναι δυναµικό.

ii. y[n] = nx[n+ 1] + x[n]:

• Γραµµικότητα: για είσοδο ax1[n] η έξοδος ϑα είναι nax1[n+ 1] + ax1[n] = a(nx1[n+ 1] + x1[n]) =
ay1[n], ενώ για είσοδο bx2[n] η έξοδος ϑα είναι nbx2[n+1]+ bx2[n] = b(nx2[n+1]+x2[n]) = by2[n].
Για είσοδο ax1[n] + bx2[n] ϑα έχουµε έξοδο y[n] = n(ax1[n + 1] + bx2[n + 1]) + ax1[n] + bx2[n] =
nax1[n+ 1] + ax1[n] + nbx2[n+ 1] + bx2[n] = ay1[n] + by2[n], οπότε είναι γραµµικό.

• Ευσταθές : αν |x[n]| < Bx, προφανώς |y[n]| = |nx1[n+1]+x1[n]| ≤ |nx1[n+1]|+|x1[n]| < |n|Bx+Bx.
Για µεγάλα n, η έξοδος δε ϕράσσεται από πραγµατικό αριθµό, οπότε το σύστηµα είναι ασταθές.

• Αιτιατότητα : το σύστηµα είναι µη αιτιατό γιατί απαιτούνται µελλοντικές τιµές για τον υπολογισµό της
εξόδου.

• Χρονική Αµεταβλητότητα: για είσοδο x[n−n0] η έξοδος είναι nx[n−n0+1]+x[n−n0]. Καθυστερούµε
την έξοδο κατά n0, και έχουµε y[n−n0] = (n−n0)x[n−n0+1]+x[n−n0] 6= nx[n−n0+1]+x[n−n0].
΄Αρα το σύστηµα δεν είναι Χ.Α.

• ∆υναµικότητα: το σύστηµα απαιτεί µνήµη, άρα είναι δυναµικό.

iii. y[n] = x[n] cos(ω0n):

• Γραµµικότητα: για είσοδο ax1[n] η έξοδος ϑα είναι ax1[n] cos(ω0n) = ay1[n], ενώ για είσοδο bx2[n] η
έξοδος ϑα είναι bx2[n] cos(ω0n) = by2[n]. Για είσοδο ax1[n]+bx2[n] ϑα έχουµε έξοδο y[n] = (ax1[n]+
bx2[n]) cos(ω0n) = ax1[n] cos(ω0n) + bx2[n] cos(ω0n) = ay1[n] + by2[n], οπότε είναι γραµµικό.

• Ευσταθές : αν |x[n]| < Bx, προφανώς |y[n]| = |x[n] cos(ω0n)| = |x[n]|| cos(ω0n)| ≤ |x[n]| < Bx. Το
σύστηµα είναι ευσταθές.

• Αιτιατότητα : το σύστηµα είναι αιτιατό γιατί δεν απαιτούνται µελλοντικές τιµές για τον υπολογισµό
της εξόδου.

• Χρονική Αµεταβλητότητα: για είσοδο x[n − n0] η έξοδος είναι x[n − n0] cos(ω0n). Καθυστερούµε
την έξοδο κατά n0, και έχουµε y[n− n0] = x[n− n0] cos(ω0(n− n0)) 6= x[n− n0] cos(ω0n). ΄Αρα το
σύστηµα δεν είναι Χ.Α.

• ∆υναµικότητα: το σύστηµα δεν απαιτεί µνήµη, άρα δεν είναι δυναµικό.

΄Ασκηση 4. ΄Εχουµε:

i.

c[n] =

+∞∑
k=−∞

x[k]y[n− k] =
+∞∑

k=−∞
(1/2)ku[k]2n−ku[n− k] (18)

= 2n
+∞∑

k=−∞
(1/2)ku[k]2−ku[n− k] = 2n

n∑
k=0

(1/2)k2−k (19)
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= 2n
n∑

k=0

(1/4)k = 2n
1− (1/4)n+1

3/4
, n ≥ 0 (20)

=
4

3
2n − 4

3
2n(1/4)n, n ≥ 0 (21)

=
2

3

[
2n+1 −

(1
2

)n+1]
u[n] (22)

ii.

c[n] =
+∞∑

k=−∞
x[k]y[n− k] =

+∞∑
k=−∞

u[−k](1/2)n−ku[n− k] (23)

=
(1
2

)n +∞∑
k=−∞

u[−k](1/2)−ku[n− k] (24)

Ισχύει

u[−k] =
{

1, −k ≥ 0
0, αλλού

=

{
1, k ≤ 0
0, αλλού

(25)

και

u[n− k] =
{

1, n− k ≥ 0
0, αλλού

=

{
1, k ≤ n
0, αλλού

(26)

∆ιαχωρίζουµε τις περιπτώσεις n ≥ 0, n ≤ −1.

• n ≥ 0: Είναι

c[n] =
(1
2

)n +∞∑
k=−∞

u[−k](1/2)−ku[n− k] =
(1
2

)n 0∑
k=−∞

(1/2)−k (27)

=
(1
2

)n 0∑
k=−∞

2k =
(1
2

)n 0∑
k=−∞

2k (28)

=
(1
2

)n +∞∑
k=0

(1/2)k =
(1
2

)n 1

1− (1/2)
= 2
(1
2

)n
, n ≥ 0 (29)

• n ≤ −1: Είναι

c[n] =
(1
2

)n +∞∑
k=−∞

u[−k](1/2)−ku[n− k] =
(1
2

)n n∑
k=−∞

(1/2)−k (30)

=
(1
2

)n +∞∑
k=−n

(1/2)k =
(1
2

)n(1
2

)−n
1
2

= 2, n ≤ −1 (31)

Οπότε συνολικά
c[n] = 2u[−n− 1] + 2

(1
2

)n
u[n] (32)

΄Ασκηση 5. Πρώτα ϑα ϐρούµε την απόκριση µηδενικής εισόδου. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι της
µορφής

γ − 1

9
= 0 =⇒ γ =

1

6
(33)

΄Αρα η απόκριση µηδενικής εισόδου ϑα είναι της µορφής

yzi[n] = c1

(1
9

)n
, n ≥ 0 (34)
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Βρίσκουµε το c1 από τις αρχικές συνθήκες ως

y[−1] = 1⇐⇒ 9c1 = 1⇐⇒ c1 =
1

9
(35)

οπότε
yzi[n] =

(1
9

)n+1
u[n] (36)

Πριν την απόκριση µηδενικής κατάστασης, πρέπει να ϐρούµε την κρουστική αποκριση h[n]. Θεωρούµε την
εξίσωση διαφορών

y[n]− 1

9
x[n− 1] = x[n] (37)

΄Εχουµε ότι η κρουστική απόκριση της παραπάνω εξίσωσης διαφορών είναι

h0[n]−
1

9
h0[n− 1] = δ[n] (38)

Η κρουστική απόκριση ϑα είναι της µορφής

h0[n] = d1

(1
9

)n
(39)

Για n = 0 έχουµε

h0[0]−
1

9
h0[−1] = 1 =⇒ h0[0] = 1 (40)

Οπότε
h0[n] =

(1
9

)n
u[n] (41)

και η Ϲητούµενη κρουστική απόκριση είναι

h[n] = 6h0[n] = 6
(1
9

)n
u[n] (42)

Τώρα µπορούµε να ϐρούµε την απόκριση µηδενικής κατάστασης µέσω της πράξης της συνέλιξης. Είναι

yzs[n] = h[n] ∗ x[n] =
+∞∑

k=−∞
6
(1
9

)k
u[k]

(1
4

)n−k
u[n− k − 1] (43)

= 6
(1
4

)n +∞∑
k=−∞

(4
9

)k
u[k]u[n− k − 1] (44)

= 6
(1
4

)n n−1∑
k=0

(4
9

)k
(45)

αφού
u[k]u[n− k − 1] = 1, 0 ≤ k ≤ n− 1 (46)

κι άρα

yzs[n] = 6
(1
4

)n n−1∑
k=0

(4
9

)k
=

54

5

(1
4

)n[
1−

(4
9

)n]
, n ≥ 1 (47)

δηλ.

yzs[n] =
54

5

(1
4

)n[
1−

(4
9

)n]
u[n− 1] (48)

Η συνολική έξοδος ϑα είναι

y[n] = yzi[n] + yzs[n] =
(1
9

)n+1
u[n] +

54

5

(1
4

)n[
1−

(4
9

)n]
u[n− 1] (49)
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Το σύστηµα ειναι ευσταθές, αφού η χαρακτηριστική ϱιζα του είναι µικρότερη της µονάδας. Εναλλακτικά, η
κρουστική του απόκριση είναι απολύτως αθροισιµη, αφού

+∞∑
k=−∞

|h[n]| =
+∞∑
k=0

6
(1
9

)n
= 6

1

1− 1
9

=
54

8
< +∞ (50)


