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΄Ασκηση 1.

΄Εχουµε το γράφο του Σχήµατος 1. ΄Εστω w1[n] η έξοδος στον επάνω κόµβο άθροισης του γράφου και w2[n] έστω η
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Σχήµα 1: Σχήµα ΄Ασκησης 1.

έξοδος στον κάτω κόµβο άθροισης του γράφου. ΄Εχουµε

w1[n] = x[n]r sin θ + w1[n− 1]r cos θ − w2[n− 1]r sin θ

w2[n] = −x[n]r cos θ + w1[n− 1]r sin θ + w2[n− 1]r cos θ

οπότε
W1(z) = X(z)r sin θ +W1(z)z

−1r cos θ −W2(z)z
−1r sin θ

W2(z) = −X(z)r cos θ +W1(z)z
−1r sin θ +W2(z)z

−1r cos θ

Θέτουµε για ευκολία

a = −X(z)r cos θ (1)
b = X(z)r sin θ (2)

c = z−1r sin θ (3)

d = z−1r cos θ (4)

οπότε
W1(z) = b+W1(z)d−W2(z)c
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W2(z) = a+W1(z)c+W2(z)d

ή
W1(z)(1− d) +W2(z)c = b

W1(z)c+W2(z)(d− 1) = −a

ισοδύναµα
W1(z)(1− d)(d− 1) +W2(z)c(d− 1) = b(d− 1)

−W1(z)c
2 −W2(z)c(d− 1) = ac

Προσθέτουµε κατά µέλη

W1(z)(−(d− 1)2 − c2) = b(d− 1) + ac

΄Αρα

W1(z) =
bd+ ac

−d2 − 1 + 2d− c2

και αντικαθιστώντας τα a,b,c, d και κάνοντας απλοποίηση έχουµε

W1(z) = X(z)
r sin θ

r2z−2 + 1− 2rz−1 cos θ

΄Αρα
W1(z)(r

2z−2 + 1− 2rz−1 cos θ) = X(z)(r sin θ)

και γυρνώντας πίσω στο χρόνο

w1[n− 2]r2 + w1[n]− w1[n− 1]r cos θ = x[n]r sin θ

΄Οµως σύµφωνα µε το διάγραµµα έχουµε y[n] = w1[n− 1]. ΄Αρα

y[n− 1]r2 + y[n+ 1]− y[n]r cos θ = x[n]r sin θ

y[n− 2]r2 + y[n]− y[n− 1]r cos θ = x[n− 1]r sin θ

y[n] + y[n− 2]r2 − y[n− 1]r cos θ = x[n− 1]r sin θ

΄Ασκηση 2.

(αʹ)

y[n]− 1

4
y[n− 2] = x[n]

και
Y (z)− 1

4
Y (z) · z−2 = X(z)⇒ Y (z)(1− 1

4
z−2) = X(z)

οπότε
H(z) =

Y (z)

X(z)
=

1

1− 1
4z
−2 =

1

(1− 1
2z
−1)(1 + 1

2z
−1)

=
1

2(1− 1
2z
−1)

+
1

2(1 + 1
2z
−1)

Παρατηρούµε ότι η χαρακτηριστική ϱίζα της εξίσωσης διαφορών ικανοποιεί την εξίσωση γ2 − 1
4 = 0⇒ γ = +1

2 ή
γ = −1

2 .

΄Αρα το σύστηµα είναι ευσταθές αφού |γ| < 1, οπότε το πεδίο σύγκλισης της H(z) περιλαµβάνει το µοναδιαίο
κύκλο. Πρέπει ROC= {|z| > 1

2} και κάθε όρος της H(z) πρέπει να έχει το ίδιο ROC. ΄Αρα µε αντίστροφο µετασχ.
Ζ έχουµε

h[n] =
1

2
(
1

2
)nu[n] +

1

2
(−1

2
)nu[n] = [(

1

2
)n+1 + (

1

2
)n+1]u[n]
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Y (z) = H(z) ·X(z) =
1

(1− 1
2z
−1)(1 + 1

2z
−1)

(
1

(1− 1
2z
−1)

+
1

(1 + 1
2z
−1)

) =

=
2

(1− 1
2z
−1)2(1 + 1

2z
−1)2

Το γράφουµε µε µερικά κλάσµατα

2

(1− 1
2z
−1)2(1 + 1

2z
−1)2

=
A

(1− 1
2z
−1)2

+
B

(1 + 1
2z
−1)2

+
C

(1− 1
2z
−1)

+
D

(1 + 1
2z
−1)

Μετά από πράξεις ... A = 1
2 , B = 1

2 , C = 1
2 , D = 1

2 . ΄Αρα

Y (z) =
1

2(1− 1
2z
−1)2

+
1

2(1 + 1
2z
−1)2

+
1

2(1− 1
2z
−1)

+
1

2(1 + 1
2z
−1)

και το πεδίο σύγκλισης της Y (z) είναι υπερσύνολο της τοµής των πεδίων σύγκλισης των H(z) και X(z) . Το X(z)
αποτελείται από τους όρους

1

(1− 1
2z
−1)

και
1

(1 + 1
2z
−1)

και κάθε όρος έχει ROC= {|z| > 1
2}. Οπότε ROCX = {|z| > 1

2} ∩ {|z| >
1
2} = {|z| >

1
2}. Οπότε

ROCY ⊇ ROCX ∩ROCH = {|z| > 1

2
} ∩ {|z| > 1

2
} = {|z| > 1

2
}

και πρέπει το πεδίο σύγκλισης κάθε όρου του Y (z) να είναι αναγκαστικά {|z| > 1
2}.

(ϐʹ) Υπολογίζουµε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier για κάθε όρο του Y (z).

Z−1
{ 1

2(1− 1
2z
−1)2

}
= Z−1

{ 1
2

(1− 1
2z
−1)2

}
Γνωρίζουµε ότι

1
2z
−1

(1− 1
2z
−1)2

←→ (
1

2
)n · n · u[n]⇐⇒

1
2

(1− 1
2z
−1)2

←→ (
1

2
)n+1 · (n+ 1) · u[n+ 1]

Επίσης για το δεύτερο όρο

Z−1
{ 1

2(1 + 1
2z
−1)2

}
= Z−1

{ 1
2

(1 + 1
2z
−1)2

}
Γνωρίζουµε ότι

−1
2 z
−1

(1− (−1
2)z
−1)2

←→ (
−1
2
)n · n · u[n]⇐⇒

−1
2

(1 + 1
2z
−1)2

←→ −(−1
2
)n+1 · (n+ 1) · u[n+ 1]

΄Οµοια για τον τρίτο όρο

Z−1
{ 1

2(1− 1
2z
−1)

}
= (

1

2
)n · n · u[n]
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και για τον τέταρτο όρο

Z−1
{ 1

2(1 + 1
2z
−1)

}
=

1

2
(
−1
2
)n · n · u[n]

Οπότε

y[n] = (
1

2
)n+1 · (n+ 1) · u[n+ 1]− (

−1
2
)n+1 · (n+ 1) · u[n+ 1] + (

1

2
)n · n · u[n] + 1

2
(
−1
2
)n · n · u[n]

Επίσης ισχύει

δ[n] = u[n]− u[n− 1]⇔ δ[n+ 1] = u[n+ 1]− u[n]⇔ u[n+ 1] = δ[n+ 1] + u[n]

άρα

y[n] = (
1

2
)n+1 · (n+1) · (δ[n+1]+u[n])− (

−1
2
)n+1 · (n+1) · (δ[n+1]+u[n])+ (

1

2
)n ·n ·u[n] + 1

2
(
−1
2
)n ·n ·u[n]

και µετά από πράξεις

y[n] = (
1

2
)n+1 · n · u[n] + (

1

2
)n · u[n]− (

−1
2
)n+1 · n · u[n] + (

−1
2
)n · u[n] (5)

=

(
(
1

2
)n+1 · n+ (

1

2
)n − (

−1
2
)n+1 · n+ (

−1
2
)n
)
· u[n] (6)

(γʹ) Οι γράφοι ϕαίνονται στο Σχήµα 2

Σχήµα 2: Γράφοι ΄Ασκησης 2.
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Σχήµα 3: Φάσµα πλάτους ΄Ασκησης 2.

(δʹ) Εύκολα ϐρίσκουµε ότι

|H(ejω)| = 4√
17− 8 cos(2ω)

(7)

και ϑέτοντας µερικές τιµές καταλήγουµε στο Σχήµα 3. Εναλλακτικά µπορείτε να να χρησιµοποιήσετε και διά-
γραµµα διανυσµάτων του Σχήµατος 4. ΄Εχουµε

Σχήµα 4: ∆ιάγραµµα ∆ιανυσµάτων ΄Ασκησης 2.

H(z) =
1

(1− 1
2z
−1)(1 + 1

2z
−1)

πάνω στο µοναδιαίο κύκλο ϑα είναι ίσο µε

H(ejω) =
1

(1− 1
2e
−jω)(1 + 1

2e
−jω)

=
ej2ω

(ejω − 1
2)(e

jω + 1
2)

|H(ejω)| = 1

|ejω − 1
2 | · |ejω + 1

2 |
=

1

|−→u1| · |−→u2|
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Στο ω = 0 έχουµε |−→u1| = 1
2 και |−→u2| = 3

2 οπότε

|H(ej0)| = 1
1
2 ·

3
2

=
4

3
≈ 1.33

Στο ω = π/2 έχουµε |−→u1| = |−→u2| =
√

1
4 + 1 =

√
5
4 =

√
5
2 οπότε

|H(ej
π
2 )| = 1

√
5
2 ·

√
5
2

=
4

5
= 0.8

Στο ω = π έχουµε |−→u1| = 3
2 και |−→u2| = 1

2 οπότε

|H(ejπ)| = 1
1
2 ·

3
2

=
4

3
≈ 1.33

Οπότε τα µέγιστα και τα ελάχιστα της απόκρισης πλάτους είναι τα παραπάνω, αφού παρατηρούµε ότι η απόκριση
πλάτους είναι συµµετρική γύρω από το π/2, οπότε ξανά καταλήγουµε στο Σχήµα 3.

΄Ασκηση 3.

Το σύστηµα είναι FIR. Με Μετασχηµατισµό Fourier έχουµε

Y (ejω) = b0X(ejω) + b1X(ejω)e−jω + b2X(ejω)e−j2ω ⇒ Y (ejω) = (b0 + b1e
−jω + b2e

−j2ω)X(ejω)

άρα

H(ejω) =
Y (ejω)

X(ejω)
= b0 + b1e

−jω + b2e
−j2ω

Οπότε H(ej0) = b0 + b1 + b2 = 1

Για να µηδενίζει τη συχνότητα 2π
3 πρέπει

H(ej
2π
3 ) = 0⇒ b0 + b1e

−j 2π
3 + b2e

−j 4π
3 = 0

b0 + b1

(
cos

2π

3
− j sin 2π

3

)
+ b2

(
cos

4π

3
− j sin 4π

3

)
= 0

b0 + b1

(−1
2
− j
√
3

2

)
+ b2

(−1
2

+ j

√
3

2

)
= 0⇒ b0 −

1

2
b1 − j

√
3

2
b1 −

1

2
b2 + j

√
3

2
b2 = 0

΄Αρα πρέπει
2b0 − b1 − b2 = 0

και

−
√
3

2
b1 +

√
3

2
b2 = 0

δηλ.
b1 = b2

Λύνοντας το παραπάνω σύστηµα

b0 = b1 = b2 =
1

3

Εποµένως

H(ejω) =
1

3
+

1

3
e−jω +

1

3
e−j2ω =

1

3
e−jωejω +

1

3
e−jω +

1

3
e−jωe−jω
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H(ejω) =
1

3
e−jω(ejω + 1 + e−jω) =

1

3
e−jω(2 cosω + 1)

Απόκριση πλάτους

|H(ejω)| = |1
3
e−jω| · |2 cosω + 1| = |1

3
| · |2 cosω + 1|

Απόκριση ϕάσης

6 H(ejω) = 6
1

3
+ 6 e−jω + 6 (2 cos(ω) + 1)

Η ϕάση σταθερού ϑετικού αριθµού είναι µηδέν, ενώ η ϕάση του e−jω είναι −ω. Η συνάρτηση

2 cos(ω) + 1

µηδενίζεται για ω = ±2π/3, ενώ εκατέρωθέν της ϱίζας η συνάρτηση αλλάζει πρόσηµο. ΄Αρα η ϕάση της είναι

6 2 cos(ω) + 1 =


0, ω ∈ (−2π/3, 2π/3)
π, ω ∈ (2π/3, π)
−π, ω ∈ (−π,−2π/3)

Οπότε συνολικά

6 H(ejω) =


−ω, ω ∈ (−2π/3, 2π/3)
−ω + π, ω ∈ (2π/3, π)
ω − π, ω ∈ (−π,−2π/3)

΄Ασκηση 4.

Για τα συστήµατα Τύπου IV ισχύει
h[n] = −h[M − n], 0 ≤ n ≤M

µε Μ περιττό και είναι συµµετρική γύρω από το M
2 που δεν είναι ακέραιος .

Οπότε

y[n] =

M∑
k=0

h[k]x[n− k] =

M−1
2∑

k=0

h[k]x[n− k] +
M∑

k=M+1
2

h[k]x[n− k]

Θέτουµε k =M − l και τα άκρα του όρου
M∑

k=M+1
2

h[k]x[n− k]

γίνονται k1 =M − M+1
2 = M−1

2 , k2 = 0.
Οπότε

M∑
k=M+1

2

h[k]x[n− k] =
0∑

l=M−1
2

h[M − l]x[n− (M − l)]

=

M−1
2∑
l=0

h[M − l]x[n−M + l] =

M−1
2∑

k=0

h[M − k]x[n−M + k]

=

M−1
2∑

k=0

−h[k]x[n−M + k]

και άρα
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y[n] =

M−1
2∑

k=0

h[k]x[n− k] +

M−1
2∑

k=0

−h[k]x[n−M + k] =

M−1
2∑

k=0

h[k](x[n− k]− x[n−M + k])

΄Ασκηση 5.

Οι πόλοι sk του H(s) αντιστοιχίζονται σε πόλους eskTd του H(z). Το H(s) γράφεται

H(s) =
s+ 2

(s+ 1)(s+ 3)
=

A

s+ 1
+

B

s+ 3

µε

A =
1

2

B =
1

2

΄Ετσι έχουµε

H(s) =
1

2(s+ 1)
+

1

2(s+ 3)

Οι πόλοι είναι s1 = −1 και s2 = −3. Τα µηδενικά είναι s0 = −2. Οι πόλοι s1 = −1, s2 = −3 αντιστοιχίζονται στους
e−Td , e−3Td .

΄Αρα

H(z) =
1

2(1− e−Tdz−1)
+

1

2(1− e−3Tdz−1)
=

1− e−3Tdz−1 + 1− e−Tdz−1

2(1− e−Tdz−1)(1− e−3Tdz−1)

=
2− e−2Tdz−1(eTd + e−Td)

2(1− e−Tdz−1)(1− e−3Tdz−1)
=

2− 2e−2Td cosh(Td)z
−1

2(1− e−2Tdz−1)(1− e−3Tdz−1)

=
1− e−2Tdz−1 cosh(Td)

(1− e−Tdz−1)(1− e−3Tdz−1)

Οι πόλοι του H(z) είναι οι z1 = e−Td , z2 = e−3Td . Πεδίο σύγκλισης είναι το |z| > e−Td . Για να ϐρούµε τα
µηδενικά έχουµε

H(z) =
z(z − e−2Td cosh(Td))
(z − e−Td)(z − e−3Td)

οπότε µηδενικά του H(z) είναι z3 = 0 και z4 = e−2Td cosh(Td) .

΄Ασκηση 6.

(αʹ) Θέτοντας z = ejω έχουµε:

H(ejω) = 1− ejω = ej
ω
2 (ej

ω
2 − e−j

ω
2 ) = ej

ω
2 · 2 sin(ω

2
)j =

= ej
ω
2 2 sin(

ω

2
)ej

π
2 = 2 sin(

ω

2
)ej(−

ω
2
+π

2
) = A(ejω) · ejφ1(ejω)

µε A(ejω) = 2 sin(ω2 και φ1(ejω) = −ω
2 + π

2 το οποίο είναι FIR σύστηµα τύπου IV.

(ϐʹ) Το συνολικό σύστηµα έχει απόκριση σε συχνότητα το γινόµενο των συχνοτικών αποκρίσεων των δυο συστηµάτων.

H(ejω) = H1(e
jω)H2(e

jω) = 2 sin(
ω

2
)ej(−

ω
2
+π

2
) ·A2(e

jω)e−j
ωM
2

= 2 sin(
ω

2
) ·A2(e

jω)ej(−
ω
2
+π

2
−ωM

2
) = 2 sin(

ω

2
) ·A2(e

jω)ej(−
ω(M+1)

2
+π

2
)

= A3(e
jω) · ejφ2(ejω)
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µε A3(e
jω) = 2 sin(ω2 ) · A2(e

jω) πραγµατική συνάρτηση και φ2(ejω) = −ω(M+1)
2 + π

2 . Αφού το H2(e
jω) είναι

τύπου II, το Μ είναι περιττό. ΄Αρα το M+1
2 είναι ακέραιος κι έτσι η απόκριση ϕάσης µας λέει ότι το σύστηµα είναι

γραµµικής ϕάσης τύπου III.

΄Ασκηση 7.

(αʹ) Αν σχεδιάσουµε το σήµα x1[n], παρατηρούµε ότι είναι συµµετρικό µε κέντρο συµµετρίας το n = 5. ΄Αρα έχει
γραµµική ϕάση (τύπου I). Οπότε

6 X1(e
jω) = −5ω ⇒ grd[X1(e

jω)] = − d

dω
(−5ω) = 5

(ϐʹ) Το σήµα x2[n] είναι συµµετρικό γύρω από το 1
2 , όπως είναι εµφανές αν σχεδιάσουµε µερικές τιµές γύρω από το

n = 0. Προσέξτε ότι αυτό δεν είναι FIR σύστηµα, άρα δεν είναι κάποιου τύπου από τους γνωστούς. Οπότε

6 X2(e
jω) = −ω

2
⇒ grd[X2(e

jω)] = − d

dω
(−ω

2
) =

1

2

΄Ασκηση 8.

Αν H(ejω) ο µετασχ. Fourier του h[n], τότε από τις ιδιότητες της χρονικής καθυστέρησης και της χρονικής αντιστρο-
ϕής, έχουµε

h[N − n]←→ e−jωNH(e−jω)

Από την ιδιότητα της συζυγίας
h∗[N − n]←→ e−jωNH∗(e−jω)

• Στην περίπτωση που h[n] = h∗[N − n], έχουµε

H(ejω) = e−jωNH∗(ejω)

και σε πολική µορφή τα µέλη της παραπάνω σχέσης γράφονται ως

H(ejω) = |H(ejω)|ejφh(ω)

και
H∗(ejω) = |H(ejω)|e−jφh(ω)

΄Αρα, από τις παραπάνω σχέσεις έχουµε ότι

ejφh(ω) = e−jNωe−jφh(ω)

ή
2φh(ω) = −Nω + 2πk(ω)

µε k(ω) έναν ακέραιο που εξαρτάται από το ω. Λύνοντας την παραπάνω σχέση

φh(ω) = −
Nω

2
+ πk(ω)

και έτσι δείχνουµε ότι η ϕάση είναι γραµµική.

• Ακριβώς όµοια µε παραπάνω, µορούµε να δείξουµε ότι

φh(ω) = −
Nω

2
+
π

2
+ πk(ω)

που αποδεικνύει το Ϲητούµενο.


