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`Ασκηση 1

(αʹ) Με µετασχηµατισµό Ζ στην είσοδο ὲχουµε:

X[z] = −1

3

( 1

1− 1
2z
−1

)
+

4

3

( 1

1− 2z−1

)
(1)

µε πεδία σύγκλισης των επιµέρους ὸρων τα |z| > 1
2 και |z| < 2.Ετσι, το πεδίο σύγκλισης του X(z) είναι

κάποιο υπερσύνολο της τοµής των πεδίων σύγκλισης δηλαδή το 1
2 < |z| < 2

(ϐʹ) Γράφουµε την Y (z) ως :

Y (z) =
z2 − 1

(z − 1
2)(z − 2)

(2)

Παρατηρούµε ὸτι η Y (z) ὲχει πόλους στα z = 1
2 και z = 2.΄Ετσι, τα πιθανά πεδία σύγκλισης είναι τα

|z| < 1
2 ,

1
2 < |z| < 2, |z| > 2.΄Οµως γνωριζουµε οτι Y (z) = ˙H(z)X(z) και ὲτσι το πεδίο σύγκλισης πρέπει

να είναι υπερσύνολο της τοµής των πεδίων σύγκλισης των H(z) και X(z). Λόγω αιτιατότητας, η H(z)
πρέπει να ὲξει εξωστρεφές πεδίο σύγκλισης και οι πόλοι της Y (z) στα 1

2 , 2 προέρχονται απο την X(z).΄Αρα
η H(z),αν εχει πόλους ϑα τους ὲχει στο 0 .`Ετσι το πεδιο σύγκλισής της ειναι το |z| > 0. `Αρα ὲχουµε:

ROCY = ROCH ∩ROCX (3)

ROCY = {|z| > 0} ∩ {1
2
< |z| < 2} (4)

ROCY = {1
2
< |z| < 2} (5)

(γʹ) `Εχουµε:

X(z) = −1

3

( 1

1− 1
2z
−1

)
+

4

3

( 1

1− 2z−1

)
=
−1 + 2z−1 + 4− 2z−1

3(1− 1
2z
−1)(1− 2z−1)

=
1

(1− 1
2z
−1)(1− 2z−1)

(6)

`Οµως,αφού Y (z) = ˙H(z)X(z), ϑα εχουµε:

H(z) =
Y (z)

X(z)
= 1− z−2, ROCH = {|z| > 0} (7)

και αρα h[n] = δ[n]− δ[n− 2]

`Ασκηση 2

(αʹ) Με µετασχηµατισµό Ζ στην δοθείσα εξίσωση ὲχουµε:

Y (z) = −1

4
Y (z)z−2 = X(z)z−2 − 1

4
X(z) (8)
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Y (z)(1− 1

4
z−2) = X(z)(z−2 − 1

4
) (9)

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

z2 − 1
4

1− 1
4z
−2 (10)

Παρατηρούµε ὸτι η οµογενής εξίσωση y[n] − 1
4y[n − 2] = 0 εχει χαρακτηριστική εξίσωση την γ2 − 1

4 = 0
και λύσεις τις γi = ±1

2 µε |γi| < 1. `Αρα ὲχουµε ὲνα ευσταθές σύστηµα. Θέτουµε z = ejθ στο H(z) και
ὲχουµε:

H(ejθ) =
ej2θ − 1

4

1− 1
4e
−j2θ = ej2θ (11)

`Εχουµε λοιπόν |H(ejθ)| = |ej2θ| = |ejθ|2 = 1
Αφού το µέτρο είναι µονάδα ὲχουµε ὲνα all-pass σύστηµα.

(ϐʹ) Από ϑεώρηµα Parseval ισχύει :

∞∑
n=−∞

|y[n]|2 =
N−1∑
n=0

|y[n]|2 F−→ 1

2π

∫ π

−π
|Y (ejω)|2dω =

1

2π

∫ π

−π
|X(ejω)H(ejω)|2dω =

1

2π

∫ π

−π
|X(ejω)|2dω F−1

−−−→

(12)
F−1

−−−→
∑N−1

n=0 |x[n]|2 = 5

`Ασκηση 3

(αʹ)

H(z) =
(1− 0.25z1)(1 + 16z−2)

1− 0, 36z−2
=

(z − 0.25)(z2 + 16)

z(z2 − 0.36)
=

(z − 0.25)(z − 4j)(z + 4j)

z(z − 0.6)(z + 0.6)
(13)

Βλέπουµε ὸτι το σύστηµα ὲχει πόλους στα −0.6, 0, 0.6 και µηδενικά στα −4j,+4j, 0.25 Μεταφέρουµε τα
±4j που ϐρίσκονται εκτός του µοναδιαίου κύκλου στα συζυγή αµοιβαία τους εντός του µοναδιαίου κύκλου
δηλαδή στα ±1

4j
`Ετσι ενα minimum− phase σύστηµα είναι :

Hmin1(z) =
(z − 0.25)(z − 1

4j)(z +
1
4j)

z(z − 0.6)(z + 0.6)
=

(z − 0.25)(z2 + 1
16)

z(z − 0.6)(z + 0.6)
=

(1− 0.25z−1)(1 + 1
16z
−2)

(1− 0.6z−1)(1 + 0.6z−1)
(14)

Για να ακυρώσουµε τα µηδενικά που εισάγαµε στο ±1
4j, ϑα εισάγουµε δύο πόλους στο ±1

4j στο all− pass
σύστηµα καθώς και δύο µηδενικά στις συζυγείς αµοιβαίες ϑέσεις ±4j ούτως ὼστε |Hap(e

jω)| = 1

Hap(z) =
(z − 4j)(z + 4j)

(z − 1
4j)(z +

1
4)j

= ...(∗z
−2

z−2
) = 16

(z−1 − 1
4j)(z

−1 + 1
4j)

(1 + 1
4jz
−1)(1− 1

4jz
−1)

(15)

Το παραπάνω κλάσµα ειναι γινόµενο 2 ὸρων της µορφής z−1−α∗

1−az−1 που γνωρίζουµε ὸτι ὲχουν µέτρο 1.΄Αρα το
µέτρο του Hap(z) είναι 16. Οπότε µεταφέρουµε το 16 στο Hmin1(z) και ὲχουµε:

Hmin1(z) = 16
(1− 0.25z−1)(1 + 1

16z
−2)

(1− 0.6z−1)(1 + 0.6z−1)
=

(1− 0.25z−1)(16 + z−2)

(1− 0.36z−2)
(16)

Hap(z) =
1
16 + z−2

1 + 1
16z
−2 (17)



Ψηφιακή Επεξεργασία Σήµατος - 2018/Λύσεις Τρίτης Σειράς Ασκήσεων 3

(ϐʹ) ΤοHmin2 ϑα ὲχει τα µηδενικά και τους πόλους που ϐρίσκονται εκτός του µοναδιαίου κύκλου. Τα µηδενικά
±4j µεταφέρονται στο Hlin ὰρα εισάγουµε σε αυτό και δύο επιπλέον µηδενικά στις συζυγείς αµοιβαίες
ϑε΄σεις ±1

4j. Πρέπει να ὲξουµε τόσα µηδενικά ὸσα και πόλους και ὲτσι το Hlin ϑα ὲξει και 4 πόλους στο 0.
Τα µηδενικά ±1

4j του Hlin ακυρώνονται µε την εισαγωγή δύο επιπλέον πόλων ±1
4j στο Hmin2. Οι 3 πόλοι

του Hlin στο 0 ακυρώνονται µε τρία µηδενικά τα οποία ϑα ὲχει το Hmin2 στο 0. ΄Ετσι :

Hmin2(z) =
z3(z − 0.25)

(z − 0.6)(z + 0.6)(z − 1
4j)(z +

1
4j)

(18)

`Ασκηση 4

(αʹ) Παίρνουµε το µετασχηµατισµό Ζ για την r[n].΄Ετσι ὲχουµε:

r[n] = h[n] ∗ h[−n] Z−→ R(z) = Z{h[n]}Z{h[−n]} = H(z)H(
1

z
) = H(z)H(z−1) (19)

(ϐʹ)

r[n] =
4

3

(1
2

)n
u[n] +

4

3
2nu[−n− 1]

Z−→ R(z) =
4

3

1

1− 1
2z
−1 −

4

3

1

1− 2z−1
(20)

µε ROC = {12 < |z| < 2}. Κάνοντας τα παραπάνω κλασµατα οµώνυµα και κάνοντας πράξεις προκύπτει
ὸτι

R(z) =
−2z−1

(1− 1
2z
−1)(1− 2z−1)

το οποίο ὲχει µηδενικά στο 0 (και στο +∞ ) και πόλους στο 1
2 και στο 2. Μεταφέροντας το −2z−1 στον

παρονοµαστή προκύπτει το Ϲητούµενο δηλαδή

R(z) =
1

(1− 1
2z
−1)(1− 1

2z)
,

1

2
< |z| < 2 (21)

(γʹ) Εφόσον τοH(z) είναι ελάχιστης ϕάσης, διαλέγουµε αυτό µε τον πόλο εκτός του µοναδιαίου κύκλου, δηλαδή
το ±1

1− 1
2
z−1 µε πεδίο σύγκλισης το {|z| > 1

2}. Εποµένως h[n] = ±(12)
nu[n] µέσω των γνωστών πινάκων.

`Ασκηση 5

Αφού η h[n] είναι πραγµατική,τα µηδενικά ϑα ὲρχονται σε συζυγή Ϲεύγη. Αφού η h[n] είναι µη µηδενική
στο διάστηµα [0, 6] ὲχουµε ὲνα FIR σύστηµα το οποίο είναι και αιτιατό.΄Αρα αν το z0 είναι µηδενικό τότε και
το 1

z0
ϑα είναι µηδενικό. Επίσης, πόλοι υπάρχουν µόνο στο 0. ΄Ετσι,η H(z) µηδενίζεται στα

0.4e
jπ
3 , 0.4e

−jπ
3 , 3,

1

3
, 2.5e

jπ
3 , 2.5e

−jπ
3

Οπότε, η H(z) γράφεται :

H(z) = A(1− 0.4e
jπ
3 z−1)(1− 0.4e

−jπ
3 z−1)(12.5e

jπ
3 z−1)(1− 2.5e

−jπ
3 z−1)(1− 3z−1)(1− 1

3
z−1) (22)

= A(1− 0.4z−1(e
jπ
3 + e

−jπ
3 ) + 0.16z−2)(1− 2.5z−1(e

jπ
3 + e

−jπ
3 ) + 6.25z−2)(1− 10

3
z−1 + z−2)

(23)

= A(1− 0.4z−12 cos
π

3
+ 0.16z−2)(1− 2.5z−12 cos

π

3
+ 6.25z−2)(1− 10

3
z−1 + z−2) (24)

=
A

0.16
(1− 0.4z−1 + 0.16z−2)(0.16− 0.4z−1 + z−2)(1− 10

3
z−1 + z−2) (25)



Ψηφιακή Επεξεργασία Σήµατος - 2018/Λύσεις Τρίτης Σειράς Ασκήσεων 4

Παρατηρούµε ὸτι αν αναπτύξουµε την H(z) πλήρως, ο ὸρος που δεν περιέχει κάποια δύναµη του z−1 είναι
ὶσος µε Α και στο πεδίο του χρόνου µετατρέπεται σε Aδ[n]. `Οµως η h[n] εφόσον είναι µη µηδενική στο
διάστηµα [0, 6] ϑα γράφεται :

h[n] = a0δ[n] + a1δ[n− 1] + a2δ[n− 2] + a3δ[n− 3] + a4δ[n− 4] + a5δ[n− 5] (26)

Πρέπει λοιπόν να ισχύει A = a0. ΄Οµως h[0] = a0δ[0] = a0 = 1. ΄Αρα A = 1 και ὲτσι προκύπτει το
Ϲητούµενο.

`Ασκηση 6

(αʹ) Γνωρίζουµε απο ιδιότητες ,ὸτι το H∗(z∗) ειναι ο µετασχηµατισµός Ζ της h∗[n]. Επίσης γνωρίζουµε οτι ϑα
ὲχει το ὶδιο ROC µε την H(z). Συνεπώς η G(z) ϑα ὲχει ως πεδίο σύγκλισης ὲνα υπερσύνολο της τοµής των
πεδίων σύγκλισης των H(z) και H∗(z∗) δηλαδή ϑα ὲχει το ὶδιο πεδίο σύγκλισης µε την H(z). `Αρα η G(z)
αντιστοιχεί σε ευσταθές και αιτιατό σύστηµα.

(ϐʹ) Γνωρίζουµε απο ιδιότητες ,ὸτι ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Ζ της παραγώγου της H(z) είναι h[n] =
−(n − 1)h[n − 1]. ΄Ετσι αφού η h[n] είναι αιτιατή τότε και η h[n − 1] ϑα είναι αιτιατή. Συνεπώς η G(z)
αντιστοιχεί σε αιτιατό σύστηµα.

Οσο αφορά την ευστάθεια, η H(z) ως ϱητη συνάρτηση γράφεται ωσ:

H(z) =
A(z)

B(z)
=⇒

dA(z)
dz B(z)− dB(z)

dz A(z)

B2(z)
(27)

Σψνεπως, οι πόλοι της dH(z)
dz ϑα είναι τα µηδενικά της B2(z),δηλαδή, ὶδιοι µε τα µηδενικά της B(z)

που είναι και οι πόλοι της H(z). Εποµένως, ϑα ϐρίσκονται εντός του µοναδιαίου κύκλου. `Αρα ὲχουµε
εξωστρεφές πεδίο σύγκλισης (λόγω αιτιατότητας) και τους πόλους της εντός µοναδιαίου κύκλου.΄Αρα η G(z)
αντιστοιχεί σε ευσταθές σύστηµα.

(γʹ) Γνωρίζουµε από ιδιότητες ὸτι ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Ζ τηςH(z−1) είναι η h[−n]. Αφού η h[n] είναι
αιτιατή τότε,προφανώς, η h[−n] δεν ϑα είναι αιτιατή και ὲτσι το G(z) δεν αντιστοιχεί σε αιτιατό σύστηµα.
Οσο αφορά την ευστάθεια, αφού η h[n] είναι ευσταθής ϑα είναι και απολύτως αθροίσιµη. Προφανώς, και
η h[n] ϑα είναι απολύτως αθροίσιµη και ὰρα η G(z) αντιστοιχεί σε ευσταχές σύστηµα.

(δʹ) Γνωρίζουµε από ιδιότητες ὸτι ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Ζ της H(−z) είναι η (−1)nh[n]. Η h[n] είναι
ευσταθής ὰρα και απολύτως αθροίσιµη. Για την (−1)nh[n] ϑα ὲχουµε:

∞∑
n=−∞

|(−1)nh[n]| =
∞∑

n=−∞
|(−1)n||h[n]| =

∞∑
n=−∞

|h[n]| <∞ (28)

`Αρα η (−1)nh[n] είναι ευσταθής και ὲτσι η G(z) αντιστοιχεί σε ευσταθές σύστηµα. Επίσης, ο πολλαπλα-
σιασµός µε µια σταθερά ((−1)n = ±1) δεν αλλάζει την αιτιατότητα. ΄Αρα η G(z) αντιστοιχεί σε αιτιατό
σύστηµα.

`Ασκηση 7

Η συνάρτηση µεταφοράς ὲχει τη µορφή:

H(z) = A
(z − e

jπ
2 )(z − e

−jπ
2 )

(z − 1
2)

2
(29)

Για z = ejω ὲξουµε :

H(ejω) = A
(ejω − e

jπ
2 )(ejω − e

−jπ
2 )

(ejω − 1
2)

2
(30)
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`Ετσι το µέτρο είναι :

|H(ejω)| = |A| |e
jω − e

jπ
2 ||ejω − e

−jπ
2 |

|ejω − 1
2 |2

(31)

Θέτουµε

~u1 = ejω − e
jπ
2 (32)

~u2 = ejω − e
−jπ
2 (33)

~u3 = ejω − 1

2
(34)

όπως στο Σχήµα 1. `Ετσι εχουµε:

Σχήµα 1: Σχήµα Ασκησης 7.

|H(ejω)| = | ~u1|| ~u2|
| ~u3|2

(35)

`Οταν ω = 0,οι ~u1 και ~u2 είναι υποτείνουσες ορθογωνίου τριγώνου. Συνεπώς, ὲχουν µήκος
√
2 και ὲτσι | ~u3| = 1

2 .
΄Αρα:

|H(ej0)| = |A|
√
2
√
2

1
2

2 =⇒ |A| = 1

8
=⇒ A = ±1

8
(36)


