
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ
Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών

HY-370: Ψηφιακή Επεξεργασία Σήµατος

Χειµερινό Εξάµηνο 2018

∆ιδάσκοντες: Γ. Στυλιανού - Γ. Καφεντζής

∆εύτερη Σειρά Ασκήσεων - Λύσεις

΄Ασκηση 1.

(αʹ) Αναγνωρίζουµε ότι
sin(πn/2)

πn
←→

{
1, |ω| ≤ π/2
0, αλλού

(1)

Οπότε για τη δεδοµένη κρουστική απόκριση

h[n] =
sin
(
(n−2)π

2

)
(n− 2)π

←→ H(ejω) =

{
e−j2ω, |ω| ≤ π/2
0, αλλού

(2)

από την ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης. Το σύστηµα αυτό λειτουργεί ως χαµηλοπερατό ϕίλτρο, κρα-
τώντας συχνότητες στο διάστηµα [−π/2, π/2], µε σταθερό πλάτος και ϕάση −2ω. Η είσοδος περιέχει
συχνότητες ±π/6, ±π/4, οπότε ϑα περάσουν και τα δυο ηµίτονα, δηλ.

y[n] = 4 cos
(πn

6
+
π

8
+ 6 H(ejπ/6)

)
− sin

(πn
4
− π

2
+ 6 H(ejπ/4)

)
(3)

= 4 cos
(πn

6
+
π

8
− π

3

)
− sin

(πn
4
− π

2
− π

2

)
(4)

= 4 cos
(πn

6
− 5π

24

)
+ sin

(πn
4

)
(5)

(ϐʹ) Θα χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα Parseval, δηλ.

+∞∑
n=−∞

|x[n]|2 = 1

2π

∫ π

−π
|X(ejω)|2dω (6)

µε

x[n] =
1

3

sin(πn/4)

πn
(7)

το οποίο αντιστοιχεί σε ένα χαµηλοπερατό ϕίλτρο µε πλάτος 1/3 και συχνότητα αποκοπής ωc = π/4. Ως
εκ τούτου, ο µετασχ. Fourier του ϑα είναι

X(ejω) =

{
1
3 , |ω| ≤ π/4
0, αλλού

(8)

΄Αρα

+∞∑
n=−∞

|x[n]|2 = 1

2π

∫ π

−π
|X(ejω)|2dω (9)

=
1

2π

∫ π

−π

(1
3

)2
dω (10)

=
1

18π

(π
4
+
π

4

)
=

1

36
(11)
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΄Ασκηση 2.

(αʹ) Θα χρησιµοποιήσουµε τον ορισµό

h[n] =
1

2π

∫ π

−π
H(ejω)ejωndω =

1

2π

∫ 0

−π
jejωndω − 1

2π

∫ π

0
jejωndω (12)

=
1

2πn
ejωn

∣∣∣0
−π
− 1

2πn
ejωn

∣∣∣π
0

(13)

=
1

2πn
(1− e−jπn)− 1

2πn
(ejπn − 1) (14)

=
1

2πn
(1− (−1)n)− 1

2πn
((−1)n − 1) (15)

=
1

πn
(1− (−1)n) (16)

δηλ.

h[n] =


2

nπ
, n περιττό

0, άρτιο

(17)

αφού εύκολα µπορούµε να δείξουµε ότι h[0] = 0.

(ϐʹ) Από τη σχέση

h[n] =
1

2πn
(1− e−jπn)− 1

2πn
(ejπn − 1) (18)

=
1

πn
− 1

2π
(ejπn + e−jπn) (19)

=
1

πn
(1− cos(πn)) (20)

=
1

πn
2 sin2(πn/2) (21)

από γνωστή τριγωνοµετρική ταυτότητα. ΄Αρα

h[n] =


2

π

sin2(nπ/2)

n
, n 6= 0

0, n = 0

(22)

΄Ασκηση 3.

(αʹ) Είναι

X(z) =

+∞∑
n=−∞

x[n]z−n =

+∞∑
n=−∞

(1
4

)n
u[n+ 5]z−n (23)

=

+∞∑
n=−5

(1
4

)n
z−n =

+∞∑
n=−5

(1
4
z−1
)n

(24)

=

(
1
4z
−1
)−5

1− 1
4z
−1 = 1024

z5

1− 1
4z
−1 (25)

µόνο αν
∣∣∣14z−1∣∣∣ < 1⇐⇒ |z| > 1

4 .
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(ϐʹ) Είναι

X(z) =
+∞∑

n=−∞
x[n]z−n =

+∞∑
n=−∞

an sin(ω0n)u[n]z
−n (26)

=

+∞∑
n=0

an sin(ω0n)z
−n =

+∞∑
n=0

an
( 1

2j
ejω0n − 1

2j
e−jω0n

)
z−n (27)

=

+∞∑
n=0

1

2j
anejω0nz−n −

+∞∑
n=0

1

2j
ane−jω0nz−n (28)

=
1

2j

+∞∑
n=0

(aejω0z−1)n − 1

2j

+∞∑
n=0

(ae−jω0z−1)n (29)

=
1

2j

1

1− aejω0z−1
− 1

2j

1

1− ae−jω0z−1
(30)

=
az−1 sin(ω0)

1− 2az−1 cos(ω0) + a2z−2
(31)

µετά από πράξεις, και µόνο αν

|aejω0z−1| < 1 και |ae−jω0z−1| < 1⇐⇒ |z| > |a| (32)

(γʹ) Είναι

X(z) =
+∞∑

n=−∞
x[n]z−n =

+∞∑
n=0,άρτιος

(1
2

)n
z−n (33)

=
+∞∑
n=0

(1
2

)2n
z−2n =

+∞∑
n=0

(1
4
z−2
)n

(34)

=
1

1− 1
4z
−2 (35)

µόνο αν |14z
−2| < 1⇐⇒ |z| > 1

2 .

΄Ασκηση 4.

Η σχέση γράφεται ως

x[n] =
(1
4

)|n|
=
(1
4

)n
u[n] +

(1
4

)−n
u[−n]− δ[n] (36)

Από πίνακες ιδιοτήτων και γνωστά Ϲεύγη, ο µετας. Ζ της είναι

X(z) =
1

1− 1
4z
−1 +

1

1− 1
4z
− 1 =

1−
(
1
4

)2
(1− 1

4z
−1)(1− 1

4z)
=

15
16

17
16 −

1
4(z
−1 + z)

(37)

µόνο αν

|z| > 1

4
και |z| < 4⇐⇒ 1

4
< |z| < 4 (38)

Ο µετασχ. Fourier του σήµατος αυτού υπάρχει αφού ο µοναδιαίος κύκλος περιλαµβάνεται στο πεδίο σύγκλισς.
Ο µετασχ. δίνεται από τη σχέση

X(z)
∣∣∣
z=ejω

=
15
16

17
16 −

1
2 cos(ω)

(39)
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΄Ασκηση 5.

Από γνωστά Ϲεύγη και ιδιότητες ξέρουµε ότι

h[n]←→ H(z) =
1

1− 1
2z
−1 , |z| >

1

2
(40)

και

x[n]←→ X(z) =
1

1 + 1
2z

=
2z−1

1 + 2z−1
, |z| < 2 (41)

Η συνέλιξη µετατρέπεται σε γινόµενο στο χώρο του Ζ, οπότε

x[n] ∗ h[n]←→ X(z)H(z) =
1

1− 1
2z
−1

2z−1

1 + 2z−1
(42)

=
2z−1

(1− 1
2z
−1)(1 + 2z−1)

=
A

1− 1
2z
−1 +

B

1 + 2z−1
(43)

µε

A =
2z−1

(1− 1
2z
−1)(1 + 2z−1)

(1− 1

2
z−1)

∣∣∣
z−1=2

=
4

5
(44)

B =
2z−1

(1− 1
2z
−1)(1 + 2z−1)

(1 + 2z−1)
∣∣∣
z−1=−1/2

= −4

5
(45)

οπότε
Y (z) = H(z)X(z) =

4

5

1

1− 1
2z
−1 −

4

5

1

1 + 2z−1
,
1

2
< |z| < 2 (46)

και από γνωστά Ϲεύγη

y[n] =
4

5

(1
2

)n
u[n] +

4

5
(−2)nu[−n− 1] (47)

΄Ασκηση 6.

(αʹ) ΄Εχουµε

1

2π

∫ π

−π
ejω(n−m)dω =

1

2π

1

j(n−m)
ejω(n−m)

]π
−π

(48)

=
1

2jπ(n−m)
(ejπ(n−m) − e−jπ(n−m)) (49)

=
1

2jπ(n−m)
2j sin(π(n−m)) (50)

=
1

π(n−m)
sin(π(n−m)) (51)

Για n 6= m, ο όρος sin(π(n−m)) είναι µηδέν. Για n = m, επανυπολογίζουµε το ολοκλήρωµα και εύκολα
παίρνουµε ότι µας δίνει µονάδα. ΄Αρα

1

2π

∫ π

−π
ejω(n−m)dω =

{
1, n = m
0, n 6= m

= δ[n−m] (52)

(ϐʹ) Είναι

x̂[n] =
1

2π

∫ π

−π

( +∞∑
m=−∞

x[m]e−jωm
)
ejωndω =

1

2π

+∞∑
m=−∞

x[m]

∫ π

−π
ejω(n−m)dω (53)

=
1

2π

+∞∑
m=−∞

x[m](2πδ[n−m]) =

+∞∑
m=−∞

x[m]δ[n−m] (54)



Ψηφιακή Επεξεργασία Σήµατος - 2018/Λύσεις ∆εύτερης Σειράς Ασκήσεων 5

Η τελευταία σχέση είναι ο ορισµός της συνέλιξης σήµατος µε τη συνάρτηση ∆έλτα, οπότε

x̂[n] =

+∞∑
m=−∞

x[m]δ[n−m] = x[n] ∗ δ[n] = x[n] (55)

οπότε και δείξαµε το Ϲητούµενο.


