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΄Ασκηση 1.

Ας αποδείξουµε πρώτα τη Ϲητούµενη σχέση, δηλ.

ρnu[n]− ρn−1u[n− 1] = δ[n] + (ρn − ρn−1)u[n− 1] (1)

ρnu[n]− ρn−1u[n− 1] = δ[n] + ρnu[n− 1]− ρn−1u[n− 1] (2)
ρnu[n]− ρnu[n− 1] = δ[n] (3)
ρn(u[n]− u[n− 1]) = δ[n] (4)

και εφόσον ξέρουµε ότι
u[n]− u[n− 1] = δ[n] (5)

ισχύει

ρn(u[n]− u[n− 1]) = δ[n] (6)
ρnδ[n] = δ[n] (7)

ρ0δ[n] = δ[n] (8)
δ[n] = δ[n] (9)

λόγω ιδιοτήτων της συνάρτησης ∆έλτα, και η τελευταία σχέση είναι αληθής.
΄Αρα

h[n] = s[n]− s[n− 1] (10)

=
1− ρn+1

1− ρ
u[n]− 1− ρn

1− ρ
u[n− 1] (11)

=
1− ρn+1

1− ρ
− 1− ρn

1− ρ
(u[n]− δ[n]) (12)

=
(1− ρn+1

1− ρ
− 1− ρn

1− ρ

)
u[n] +

1− ρn

1− ρ
δ[n] (13)

=
(1− ρn+1

1− ρ
− 1− ρn

1− ρ

)
u[n] + 0× δ[n] (14)

=
(1− ρn+1

1− ρ
− 1− ρn

1− ρ

)
u[n] (15)

=
(1− ρn+1 − 1 + ρn

1− ρ

)
u[n] (16)

=
ρn(1− ρ)
1− ρ

u[n] (17)

= ρnu[n] (18)

που ειναι και το Ϲητούµενο.
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΄Ασκηση 2.

i. Από το Σχήµα εύκολα συµπεραίνουµε ότι

y[n] = (x[n] ∗ h1[n]) ∗ h2[n] + (x[n] ∗ h1[n]) ∗ h3[n] = x[n] ∗
[
h1[n] ∗ (h2[n] + h3[n])

]
(19)

οπότε
h[n] = h1[n] ∗ (h2[n] + h3[n]) (20)

ii. ΄Εχουµε

h[n] = h1[n] ∗ (h2[n] + h3[n]) (21)
= (1/4)nu[n− 2] ∗ δ[n− 2] + (1/4)nu[n− 2] ∗ u[n] (22)

= (1/4)n−2u[n− 4] + (1/4)nu[n− 2] ∗ u[n] (23)

Υπολογίζουµε τη δεύτερη συνέλιξη ως

c[n] = (1/4)nu[n− 2] ∗ u[n] =
+∞∑

k=−∞
(1/4)ku[k − 2]u[n− k] =

n∑
k=2

(1
4

)k
(24)

=

(
1
4

)n+1
−
(
1
4

)2
−3

4

=
1

12

(
1−

(1
4

)n−1)
(25)

για n ≥ 2, δηλ.

h[n] =
(1
4

)n−2
u[n− 4] +

1

12

(
1−

(1
4

)n−1)
u[n− 2] (26)

΄Ασκηση 3.

i. y[n] = 2x[n− 1] + x[n− 2]:
Για είσοδο ax1[n] η έξοδος είναι

y[n] = 2ax1[n− 1] + ax1[n− 2] = a(2x1[n− 1] + x1[n− 2]) = ay1[n] (27)

ενώ για είσοδο bx2[n], είναι

y[n] = 2bx2[n− 1] + bx2[n− 2] = b(2x2[n− 1] + x2[n− 2]) = by2[n] (28)

Για είσοδο ax1[n] + bx2[n], έχουµε έξοδο

y[n] = 2(ax1[n− 1] + bx2[n− 1]) + (ax1[n− 2] + bx2[n− 2]) (29)
= a(2x1[n− 1] + x1[n− 2]) + b(2x2[n− 1] + x2[n− 2]) (30)
= ay1[n] + by2[n] (31)

άρα το σύστηµα είναι γραµµικό. Το σύστηµα είναι ευσταθές γιατί

|y[n]| < By =⇒ |2x[n− 1]x[n− 2]| ≤ |2x[n− 1]|+ |x[n− 2]| (32)
= 2|x[n− 1]|+ |x[n− 2]| ≤ 2Bx +Bx = 3Bx = By (33)

Η έξοδος εξαρτάται µόνο από παρελθοντικές τιµές της εισόδου, οπότε το σύστηµα είναι αιτιατό. Επίσης,
αν καθυστερήσουµε την είσοδο κατά n0, τότε

y[n] = 2x[n− 1− n0] + x[n− 2− n0] (34)

ενώ αν καθυστερήσουµε την έξοδο κατά n0 παίρνουµε

y[n− n0] = 2x[n− 1− n0] + x[n− 2− n0] (35)

άρα το σύστηµα είναι χρονικά αµετάβλητο.
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ii. y[n] = n cos(x[n+ 1]):
Για είσοδο ax1[n] έχουµε έξοδο

y[n] = n cos(ax1[n+ 1]) 6= a(n cos(x1[n+ 1])) (36)

άρα το σύστηµα δεν είναι οµογενές, οπότε δεν είναι και γραµµικό. Επίσης, για ϕραγµένη είσοδο, η έξοδος
είναι

|y[n]| < By =⇒ |n cos(x[n+ 1])| = |n|| cos(x[n+ 1])| ≤ |n| (37)

το οποίο τεινει στο άπειρο όταν n→ infty. ΄Αρα το σύστηµα είναι ασταθές. Επιπλέον, η έξοδος εξαρτάται
από µελλοντικές τιµές της εισόδου, άρα το σύστηµα δεν είναι αιτιατό. Τέλος, αν καθυστερήσουµε την
είσοδο κατά n0, η έξοδος είναι

y[n] = n cos(x[n+ 1− n0]) (38)

ενώ η καθυστέρηση της εξόδου κατά n0 δίνει

y[n− n0] = (n− n0) cos(x[n+ 1− n0]) (39)

άρα το σύστηµα είναι χρονικά µεταβλητό.

iii. y[n] = x[n]u[n]:
Για είσοδο ax1[n] η έξοδος είναι

y[n] = ax1[n]u[n] = a(x1[n]u[n]) = ay1[n] (40)

ενώ για είσοδο bx2[n] η έξοδος είναι

y[n] = bx2[n]u[n] = b(x2[n]u[n]) = by2[n] (41)

Για είσοδο ax1[n] + bx2[n] έχουµε έξοδο

y[n] = (ax1[n] + bx2[n])u[n] = ax1[n]u[n] + bx2[n]u[n] = ay1[n] + by2[n] (42)

άρα το σύστηµα είναι γραµµικό. Επίσης, για ϕραγµένη είσοδο, η έξοδος είναι

|y[n]| < By =⇒ |x[n]u[n]| = |x[n]||u[n]| ≤ |x[n]| < Bx = By (43)

άρα το σύστηµα είναι ευσταθές. Το σύστηµα ειναι επίσης αιτιατό γιατί εξαρτάται µόνο από από τις τρέ-
χουσες τιµές της εισόδου για τον υπολογισµό της εξόδου. Τέλος, αν καθυστερήσουµε την είσοδο κατά n0,
έχουµε

y[n] = x[n− n0]u[n] (44)

ενώ αν καθυστερήσουµε την έξοδο κατά n0, έχουµε

y[n− n0] = x[n− n0]u[n− n0] (45)

οπότε το σύστηµα είναι χρονικά µεταβλητό.

΄Ασκηση 4.

(αʹ) Είναι

c[n] =
+∞∑

k=−∞

(1
2

)k
u[k − 1]u[n− k + 1] =

n+1∑
k=1

(1
2

)k
(46)
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αφού
u[k − 1]u[n− k + 1] = 1, 1 ≤ k ≤ n+ 1 (47)

΄Αρα

c[n] =
n+1∑
k=1

(1
2

)k
=

1
2 −

(
1
2

)n+2

1− 1
2

= 1− 2
(1
2

)n+2
, n ≥ 0 (48)

δηλ.

c[n] = 1− 2
(1
2

)n+2
u[n] (49)

(ϐʹ) Είναι

c[n] =

+∞∑
k=−∞

2
(1
4

)k−2
u[k − 2]u[n− k] =

n∑
k=2

2
(1
4

)k−2
(50)

αφού
u[k − 2]u[n− k] = 1, 2 ≤ k ≤ n (51)

΄Αρα

c[n] =
n∑

k=2

2
(1
4

)k−2
=

n∑
k=2

32
(1
4

)k
(52)

= 32

(
1
4

)2
−
(
1
4

)n+1

1− 1
4

=
8

3
− 32

3

(1
4

)n
, n ≥ 2 (53)

δηλ.

c[n] =
(8
3
− 32

3

(1
4

)n)
u[n− 2] (54)

(γʹ) Είναι

c[n] =
+∞∑

k=−∞

(
− 1

3

)k
u[k − 2]u[−n+ k] (55)

∆ιακρίνουµε δυο περιπτώσεις :

• n ≥ 2: τότε

c[n] =

+∞∑
k=n

(
− 1

3

)k
=

3

4

(
− 1

3

)n
(56)

• n < 2: τότε

c[n] =

+∞∑
k=2

(
− 1

3

)k
=

(
− 1

3

)2
1− 1

3

=
1

12
(57)

΄Αρα

c[n] =

{
3
4

(
− 1

3

)n
, n ≥ 2

1
12 , n < 2

(58)
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΄Ασκηση 5.

Πρώτα ϑα ϐρούµε την απόκριση µηδενικής εισόδου. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι της µορφής

γ − 1

6
= 0 =⇒ γ =

1

6
(59)

΄Αρα η απόκριση µηδενικής εισόδου ϑα είναι της µορφής

yzi[n] = c1

(1
6

)n
, n ≥ 0 (60)

Βρίσκουµε το c1 από τις αρχικές συνθήκες ως

y[−1] = 1⇐⇒ 6c1 = 1⇐⇒ c1 =
1

6
(61)

οπότε
yzi[n] =

(1
6

)n+1
u[n] (62)

Πριν την απόκριση µηδενικής κατάστασης, πρέπει να ϐρούµε την κρουστική αποκριση h[n]. Θεωρούµε την
εξίσωση διαφορών

y[n]− 1

6
x[n− 1] = x[n] (63)

΄Εχουµε ότι η κρουστική απόκριση της παραπάνω εξίσωσης διαφορών είναι

h0[n]−
1

6
h0[n− 1] = δ[n] (64)

Η κρουστική απόκριση ϑα είναι της µορφής

h0[n] = d1

(1
6

)n
(65)

Για n = 0 έχουµε

h0[0]−
1

6
h0[−1] = 1 =⇒ h0[0] = 1 (66)

Οπότε
h0[n] =

(1
6

)n
u[n] (67)

και η Ϲητούµενη κρουστική απόκριση είναι

h[n] = 3h0[n] = 3
(1
6

)n
u[n] (68)

Τώρα µπορούµε να ϐρούµε την απόκριση µηδενικής κατάστασης µέσω της πράξης της συνέλιξης. Είναι

yzs[n] = h[n] ∗ x[n] =
+∞∑

k=−∞
3
(1
6

)k
u[k]

(1
2

)n−k
u[n− k] (69)

= 3
(1
2

)n +∞∑
k=−∞

(1
3

)k
u[k]u[n− k] (70)

= 3
(1
2

)n n∑
k=0

(1
3

)k
(71)

αφού
u[k]u[n− k] = 1, 0 ≤ k ≤ n (72)
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κι άρα

yzs[n] = 3
(1
2

)n n∑
k=0

(1
3

)k
=

9

2

(1
2

)n(
1−

(1
3

)n+1)
(73)

=
9

2

(1
2

)n
− 3

2

(1
6

)n
, n ≥ 0 (74)

δηλ.

yzs[n] =
[9
2

(1
2

)n
− 3

2

(1
6

)n]
u[n] (75)

Η συνολική έξοδος ϑα είναι

y[n] = yzi[n] + yzs[n] =
(1
6

)n+1
u[n] +

[9
2

(1
2

)n
− 3

2

(1
6

)n]
u[n] (76)

Το σύστηµα ειναι ευσταθές, αφού η χαρακτηριστική ϱιζα του είναι µικρότερη της µονάδας. Εναλλακτικά, η
κρουστική του απόκριση είναι απολύτως αθροισιµη, αφού

+∞∑
k=−∞

|h[n]| =
+∞∑
k=0

3
(1
6

)n
= 3

1

1− 1
6

=
18

5
< +∞ (77)


