
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ
Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών

HY-370: Ψηφιακή Επεξεργασία Σήµατος

Χειµερινό Εξάµηνο 2017

∆ιδάσκοντες: Γ. Στυλιανού - Γ. Καφεντζής

Τρίτη Σειρά Ασκήσεων

Ηµεροµηνία Ανάθεσης : 30/11/2017 Ηµεροµηνία Παράδοσης : 12/12/2017

΄Ασκηση 1.

Στην τάξη, ορίσαµε την καθυστέρηση οµάδας (group delay) ως

τg(ejω) = − d

dω
6 H(ejω) (1)

µε 6 H(ejω) την ξετυλιγµένη απόκριση ϕάσης του ΓΧΑ συστήµατος. ∆είξαµε ότι ισούται µε την καθυστέρηση (σε
δείγµατα) που δέχονται διάφορες συχνοτικές συνιστώσες ενός σήµατος εισόδου όταν περνά από ένα ΓΧΑ σύστηµα
µε απόκριση σε συχνότητα H(ejω). ΄Οταν η απόκριση ϕάσης του συστήµατος είναι γραµµική, τότε η καθυστέρηση
οµάδας είναι σταθερή, και όλες οι συχνότητες της εισόδου καθυστερούν το ίδιο πλήθος δειγµάτων στην έξοδο. ΄Οταν
η ϕάση είναι µη γραµµική, τότε η καθυστέρηση οµάδας µας πληροφορεί για την καθυστέρηση διαφόρων οµάδων
(groups) συχνοτήτων στην έξοδο. Ας το δούµε πιο συγκεκριµένα.

(αʹ) ΄Εστω ένα ΓΧΑ σύστηµα µε απόκριση συχνότητας H(ejω). ΄Εστω ότι η είσοδος είναι ένα σήµα της µορφής

x[n] = w[n] cos(ω0n) (2)

Υποθέστε επίσης ότι το w[n] είναι χαµηλοπερατής ϕύσεως και στενής Ϲώνης : αυτό σηµαίνει ότι ο µετασχ. Fourier
του είναι ένας σχετικά στενός και ‘‘ψηλός ’’ λοβός γύρω από το ω = 0, δηλ.

W (ejω) = 0, |ω| > ∆, ∆� ω0 (3)

Με ϐάση το παραπάνω, ο µετασχ. Fourier X(ejω) ϑα είναι επίσης στενής Ϲώνης γύρω από τη συχνότητα ω = ±ω0.
Χρησιµοποιήστε ιδιότητες του µετασχ. Fourier και ϐρείτε τον, και δείξτε ότι όντως ισχύει το παραπάνω για το
σήµα X(ejω).

(ϐʹ) Αν το ΓΧΑ σύστηµα έχει αποκρίσεις

|H(ejω)| = 1 ∀ω (4)

6 H(ejω) =

{
φ0, −π < ω < 0
−φ0, 0 ≤ ω ≤ π (5)

τότε δείξτε ότι
y[n] = w[n] cos(ω0n− φ0) (6)

(γʹ) Αν το ΓΧΑ σύστηµα έχει αποκρίσεις

|H(ejω)| = 1 ∀ω (7)

6 H(ejω) =

{
φ0 − ωnd, −π < ω < 0
−φ0 − ωnd, 0 ≤ ω ≤ π (8)

δείξτε ότι
y[n] = w[n− nd] cos(ω0n− φ0 − ω0nd) (9)
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∆είξτε επίσης ότι η έξοδος y[n] µπορεί να γραφεί και ως

y[n] = w[n− nd] cos(ω0n− φ1) (10)

µε −φ1 η ϕάση του συστήµατος στη συχνότητα ω = ω0.

(δʹ) Αν πέραν της καθυστέρησης οµάδας τg(ejω) σας δίνεται ότι η καθυστέρηση ϕάσης τp(e
jω) ισούται µε

τp = −
6 H(ejω)

ω
(11)

τότε δείξτε - ϐασισµένοι/ες στα προηγούµενα αποτελέσµατά σας - ότι αν η απόκριση πλάτους |H(ejω)| είναι
περίπου µονάδα γύρω από τη συχνότητα ±ω0, και ότι αν οι τιµές τg(ejω0) και τp(ejω0) είναι ακέραιοι αριθµοί,
τότε

y[n] = w[n− τg(ejω0)] cos(ω0(n− τp(ejω0))) (12)

΄Ασκηση 2.

΄Εστω το ΓΧΑ σύστηµα µε συνάρτηση µεταφοράς

H(z) =
z−2

(1− 1
2z
−1)(1− 3z−1)

(13)

(αʹ) ΄Εστω ότι το σύστηµα είναι ευσταθές. Βρείτε την έξοδο y[n] όταν η είσοδός του είναι x[n] = u[n].

Απ: y[n] = 4
5

(
1
2

)n
u[n]− 1

5(3)nu[−n− 1]− u[n]

(ϐʹ) ΄Εστω ότι η περιοχή σύγκλισης του H(z) περιλαµβάνει το z = ∞. Βρείτε την τιµή του y[2] όταν το x[n] δίνεται
όπως στο Σχήµα 1.

n0

... ... 

 x[n]

1

2

-1

1 7

Σχήµα 1: Σχήµα ΄Ασκησης 2.

Απ: y[0] = 0, y[1] = 0, y[2] = 1

(γʹ) ΄Εστω ότι ϑέλουµε να ανακτήσουµε το x[n] από το y[n] περνώντας το τελευταίο από ένα αντίστροφο σύστηµα µε
κρουστική απόκριση hi[n]. Βρείτε την. Εξαρτάται η µορφή της από το πεδίο σύγκλισης του H(z);

Απ: hi[n] = δ[n+ 2]− 7
2δ[n+ 1] + 3

2δ[n]
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΄Ασκηση 3.

Σας δίνονται τα παρακάτω FIR συστήµατα.

H1(z) = 6 + z−1 − z−2 (14)

H2(z) = 1− z−1 − 6z−2 (15)

H3(z) = 1− 5

2
z−1 − 3

2
z−2 (16)

H4(z) = 1 +
5

3
z−1 − 2

3
z−2 (17)

Βρείτε ποιό από τα παραπάνω είναι ελάχιστης ϕάσης. ∆ικαιολογήστε την επιλογή σας επαρκώς.

Απ: Προφανώς πρέπει να τη ϐρείτε µόνοι/ες σας ! :)

΄Ασκηση 4.

΄Εστω η συνάρτηση µεταφοράς

H(z) =
1− 4z−1

(1− 0.5z−1)(1− 0.3z−1)
(18)

∆ιασπάστε τη σε έναν όρο ελάχιστης ϕάσης και έναν όρο all-pass, σχεδιάζοντας τα διαγράµµατα πόλων-µηδενικών
τους. Περιγράψτε ακριβώς τα ϐήµατα που ακολουθείτε.

Απ: H(z) =
z−1 − 4

(1− 3
10z
−1)(1− 1

2z
−1)
×

z−1 − 1
4

1− 1
4z
−1

΄Ασκηση 5.

Η συνάρτηση µεταφοράς HII(z) αντιπροσωπεύει ένα Τύπου ΙΙ FIR σύστηµα γενικευµένης γραµµικής ϕάσης µε
κρουστική απόκριση hII [n]. Αυτό το σύστηµα συνδέεται σε σειρά µε ένα άλλο ΓΧΑ σύστηµα µε συνάρτηση µεταφοράς
G(z) = 1 − z−1, για να ϕτιάξουν τελικά ένα συνολικό σύστηµα µε συνάρτηση µεταφοράς H(z) και κρουστική
απόκριση h[n]. ∆είξτε ότι το συνολικό σύστηµα είναι γενικευµένης γραµµικής ϕάσης και καθορίστε τι Τύπου είναι.

Απ: Τύπου ΙΙΙ.


