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΄Ασκηση 1.

(αʹ) Είναι

F{x[n]} = F{w[n] cos(ω0n)} =
1

2π
F{w[n]} ∗ F{cos(ω0n)} (1)

X(ejω) =
1

2π

(
W (ejω) ∗

(
πδ(ω − ω0) + πδ(ω + ω0)

))
(2)

=
1

2
W (ej(ω−ω0)) +

1

2
W (ej(ω+ω0)) (3)

Πράγµατι λοιπόν αφού ισχύει ότι
W (ejω) = 0, |ω| > ∆, ∆� ω0 (4)

ο µετασχ. Fourier X(ejω) ϑα είναι επίσης στενής Ϲώνης γύρω από τη συχνότητα ω = ±ω0.

(ϐʹ) Είναι

Y (ejω) = H(ejω)X(ejω) =
1

2
e−jφ0W (ej(ω−ω0)) +

1

2
ejφ0W (ej(ω+ω0)) (5)

και άρα

y[n] =
1

2
w[n]ej(ω0n−φ0) +

1

2
w[n]e−j(ω0n−φ0) = w[n] cos(ω0n− φ0) (6)

(γʹ) Σε αυτο το ερώτηµα

Y (ejω) = H(ejω)X(ejω) =
1

2
e−jφ0e−jωndW (ej(ω−ω0)) +

1

2
ejφ0e−jωndW (ej(ω−ω0)) (7)

µε

y[n] = δ[n− nd] ∗
(1

2
w[n]ej(ω0n−φ0) +

1

2
w[n]e−j(ω0n−φ0)

)
(8)

= δ[n− nd] ∗ w[n] cos(ω0n− φ0) (9)
= w[n− nd] cos(ω0n− ω0nd − φ0) (10)

Θέτοντας φ1 = ω0nd + φ0 έχουµε
y[n] = w[n− nd] cos(ω0n− φ1) (11)

(δʹ) Αφού

τg(e
jω) = − d

dω
(−φ0 − ωnd) = nd (12)

τp(e
jω) = − 1

ω
(−φ0 − ωnd) =

φ0
ω
− nd (13)

τότε
y[n] = w[n− τg(ejω0)] cos(ω0(n− τp(ejω))) (14)
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΄Ασκηση 2.

(αʹ) Είναι

H(z) =
z−2

(1− 1
2z
−1)(1− 3z−1)

(15)

κι αφού είναι ευσταθές τότε το πεδίο σύγκλισής του περιλαµβάνει το µοναδιαίο κύκλο και άρα

RH :
{1

2
< |z| < 3

}
Είναι

x[n] = u[n]←→ X(z) =
1

1− z−1
, |z| > 1 (16)

και άρα

Y (z) = H(z)X(z) =
4

5

1

1− 1
2z
−1 +

1

5

1

1− 3z−1
− 1

1− z−1
, 1 < |z| < 3 (17)

αφού εφαρµόσαµε ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα. Αντιστρέφοντας στο χρόνο, έχουµε

y[n] =
4

5

(1

2

)n
u[n]− 1

5
3nu[−n− 1]− u[n] (18)

(ϐʹ) Αφού η περιοχή σύγκλισης περιλαµβάνει το άπειρο, τότε το h[n] είναι αιτιατό. ∆εδοµένου ότι και το x[n] είναι
αιτιατό, ϑα είναι και το y[n] αιτιατό. ΄Αρα

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

z−1

(1− 1
2z
−1)(1− 3z−1)

(19)

Y (z)− 7

2
z−1Y (z) +

3

2
Y (z)z−2 = z−2X(z) (20)

και στο πεδίο του χρόνου ϑα είναι

y[n]− 7

2
y[n− 1] +

3

2
y[n− 2] = x[n− 2] (21)

Αφού y[n] = 0, n < 0, τότε µε αναδροµικό τρόπο ϐρίσκουµε ότι

y[0] = 0, y[1] = 0, y[2] = 1 (22)

(γʹ) Το αντίστροφο σύστηµα ϑα είναι το

Hi(z) =
(1− 1

2z
−1)(1− 3z−1)

z−2
= (z − 1/2)(z − 3) = z2 − 7

2
z +

3

2
(23)

µε πεδίο σύγκλισης ολόκληρο το z-επίπεδο πλην του άπειρου, και άρα

hi[n] = δ[n+ 2]− 7

2
δ[n+ 1] +

3

2
δ[n] (24)

΄Ασκηση 3.

Τα δοθέντα συστηµατα γράφονται ως

H1(z) = 6 + z−1 − z−2 = (1 +
1

2
z−1)(1− 1

3
z−1) (25)

H2(z) = 1− z−1 − 6z−2 = (1− 3z−1)(1 + 2z−1) (26)

H3(z) = 1− 5

2
z−1 − 3

2
z−2 = (1− 3z−1)(1 +

1

2
z−1) (27)

H4(z) = 1 +
5

3
z−1 − 2

3
z−2 = (1 + 2z−1)(1− 1

3
z−1) (28)
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Παρατηρούµε ότι ελάχιστης ϕάσης είναι το H1(z), εφ’οσον έχει όλους τους πόλους και όλα τα µηδενικά εντός του
µοναδιαίου κύκλου.

΄Ασκηση 4.

Η συνάρτηση µεταφοράς

H(z) =
1− 4z−1

(1− 0.5z−1)(1− 0.3z−1)
(29)

γράφεται ως

H(z) =
z(z − 4)

(z − 0.5)(z − 0.3)
(30)

και άρα έχει δυο µηδενικά στις ϑέσεις z = 0, z = 4, και δυο πόλους στις ϑέσεις z = 1/2 και z = 3/10. Προφανώς το
µηδενικό εκτός µοναδιαίου κύκλου (z = 4) ϑα πρέπει να δηµιουργήσει ένα σύστηµα all-pass, ως συζυγές αµοιβαίο
Ϲεύγος µε τον πόλο z = 1/4, δηλ.

Hap(z) =
1− 4z−1

1− 1
4z
−1 (31)

Το παραπάνω σύστηµα δεν έχει µοναδιαία απόκριση πλάτους, οπότε

Hap(z) = −4
z−1 − 1

4

1− 1
4z
−1 (32)

Το σύστηµα ελάχιστης ϕάσης ϑα έχει τα υπόλοιπα στοιχεία του αρχικού συστήµατος, µε την προσθήκη ενός µηδενικού
στη ϑέση z = 1/4 που ϑα ακυρώνει τον πόλο του all-pass στην ίδια ϑέση. ΄Αρα

Hmin(z) =
1− 1

4z
−1

(1− 0.5z−1)(1− 0.3z−1)
(33)

και µε τη µεταφορά της σταθεράς −4 από το all-pass σύστηµα, ϑα είναι

Hmin(z) =
z−1 − 4

(1− 0.5z−1)(1− 0.3z−1)
, Hap(z) =

z−1 − 1
4

1− 1
4z
−1 (34)

΄Ασκηση 5.

Το Τύπου ΙΙ σύστηµα HII(z) έχει γενικευµένη γραµµική ϕάση. ΄Αρα µπορεί να γραφεί ως

HII(e
jω) = AII(e

jω)e−jωM/2 (35)

µε M περιττό ακέραιο και AII(ejω) το ‘‘ψευδοπλάτος ’’. Το σύστηµα G(z) = 1 − z−1 είναι Τύπου IV σύστηµα
γραµµικής ϕάσης, αφού

G(ejω) = 1− e−jω (36)

= e−jω/2(ejω/2 − e−jω/2) (37)

= 2 sin(ω/2)e−jω/2+jπ/2 (38)

= AIV (ejω)e−jω/2+jπ/2 (39)

δηλ.
AIV (ejω) = 2 sin(ω/2) (40)

και
6 G(ejω) = −ω

2
+
π

2
(41)

Η σύνδεση σε σειρά των δυο συστηµάτων δίνει ένα σύστηµα γραµµικής ϕάσης H(z).

H(ejω) = AII(e
jω)AIV (ejω)e−jωM/2e−jω/2+jπ/2 = A′(ejω)ejωM

′/2+jπ/2 (42)

µε A′(ejω) να είναι το νεό ψευδοπλάτος και M ′ να είναι άρτιος. ΄Αρα το σύστηµα είναι Τύπου III.


