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΄Ασκηση 1.

Το σύστηµα h[n] είναι µια καθυστερηµένη κατά n0 = 1 δείγµατα και κλιµακωµένη κατά A = 4 έκδοση του
γνωστού χαµηλοπερατού ϕίλτρου

hlp[n] =
sin(nπ/2)

nπ
←→ Hlp(e

jω) =

{
1, |ω| < π

2
0, αλλού

(1)

Από τις ιδιότητες του µετασχ. Fourier έχουµε

h[n] = 4hlp[n− 1]←→ H(ejω) = 4Hlp(e
jω)e−jω =

{
4e−jω, |ω| < π

2
0, αλλού

(2)

µε

|H(ejω)| = 4 (3)
6 H(ejω) = −ω (4)

για |ω| < π
2 .

Είναι εµφανές ότι το ϕίλτρο αυτό κόβει συχνότητες που είναι εκτός του διαστήµατος (−π/2, π/2). ΄Αρα
η συνιστώσα 8 sin

(
3πn
4 −

π
5

)
δε ϑα περάσει στην έξοδο. ΄Αρα στην έξοδο ϑα έχουµε (από την ιδιότητα της

ιδιοσυνάρτησης) ότι

y[n] = 2|H(ejπ/4)| cos
(πn

4
+ 6 H(ejπ/4)

)
(5)

= 2× 4 cos
(πn

4
− π

4

)
(6)

= 8 cos
(π
4
(n− 1)

)
(7)

΄Ασκηση 2.

(αʹ) Αν

X(ejω) =
3

(1− 0.8e−jω)5
(8)

τότε
+∞∑

n=−∞
x[n] =

+∞∑
n=−∞

x[n]e−jωn
]
ω=0

= X(ejω)
]
ω=0

(9)

΄Αρα
+∞∑

n=−∞
x[n] = X(ej0) =

3

(1− 0.8)5
=

3

0.25
= 3× 55 (10)
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(ϐʹ) Αν
X(ejω) = cos3(3ω) (11)

τότε
+∞∑

n=−∞
(−1)nx[n] =

+∞∑
n=−∞

x[n]ejωn
]
ω=π

= X(ejπ) (12)

΄Αρα
+∞∑

n=−∞
(−1)nx[n] = X(ejπ) = cos3(3π) = (−1)3 = −1 (13)

(γʹ) Είναι∫ π

−π

1

1− 0.3e−jω
ejωdω =

∫ π

−π

1

1− 0.3e−jω
ejωndω

]
n=1

= 2π(0.3)nu[n]
]
n=1

= 2π0.3 = 0.6π (14)

΄Ασκηση 3.

(αʹ) Είναι
2Y (ejω)− e−j2ωY (ejω) = e−jωX(ejω) + 3e−j2ωX(ejω) + 2e−j3ωX(ejω) (15)

και διαιρώντας µε X(ejω) έχουµε

Y (ejω)

X(ejω)
= H(ejω) =

1

2
e−jω

1 + 3e−jω + 2e−j2ω

1− 1
2e
−j2ω (16)

(ϐʹ) Τα συστήµατα σε σειρά δίνουν συνολική απόκριση πλάτους ίση µε το γινόµενο των επιµέρους αποκρίσεων
πλάτους. Το πρώτο σύστηµα έχει απόκριση πλάτους

|H1(e
jω)| =

∣∣∣ e−jω − 1
2

1− 1
2e
−jω

∣∣∣ = |e−jω − 1
2 |

|1− 1
2e
−jω|

= 1 (17)

αφού ο αριθµητής |e−jω − 1
2 | = |e

−jω||1− 1
2e
jω| = |1− 1

2e
jω| = |1− 1

2e
−jω|, ως συζυγείς παραστάσεις. Το

δεύτερο σύστηµα έχει απόκριση σε συχνότητα

H2(e
jω) = 1−Hlp(e

jω) (18)

µε

Hlp(e
jω) =

{
1, |ω| < π

4
0, π

4 < |ω| < π
(19)

΄Αρα η απόκριση πλάτους του ϑα είναι

|H2(e
jω)| =

{
0, |ω| < π

4
1, αλλού

(20)

Συνολικά λοιπόν

|H1(e
jω)||H2(e

jω)| = 1× |H2(e
jω)| =

{
0, |ω| < π

4
1, π

4 < |ω| < π
(21)
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΄Ασκηση 4.

(αʹ) Από τη σχέση

y[n] = x[−n] =
(1
3

)−n
u[n]←→ Y (z) =

1

1− 3z−1
, |z| > 3 (22)

έχουµε ότι

Y (z) = X(z−1) =
1

1− 3z
, |z| < 1

3
(23)

(ϐʹ) ΄Εχουµε (1
2

)n
u[n+ 2] = 4

(1
2

)n+2
u[n+ 2]←→ 4z2

1− 1
2z
−1 , |z| >

1

2
(24)

΄Οµοια,

3nu[−n− 1]←→ − 1

1− 3z−1
, |z| < 3 (25)

΄Αρα

X(z) =
4z2

1− 1
2z
−1 −

1

1− 3z−1
,
1

2
< |z| < 3 (26)

(γʹ) ΄Εχουµε
x[n] = a|n| = anu[n] + a−nu[−n]− δ[n] (27)

και εφαρµόζοντας µετασχ. Ζ και ιδιότητες έχουµε

X(z) =
1

1− az−1
+

1

1− az
− 1 =

1− a2

(1− az−1)(1− az)
, a < |z| < 1

a
(28)

΄Ασκηση 5.

Θα έχουµε

x[n] = 3nu[−n]←→ X(z) =
1

1− 1
3z

= − 3z−1

1− 3z−1
, |z| < 3 (29)

h[n] =
(1
2

)n
u[n]←→ H(z) =

1

1− 1
2z
−1 (30)

και άρα

Y (z) = − 3z−1

1− 3z−1
1

1− 1
2z
−1 , µε

1

2
< |z| < 3 (31)

και µε ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα έχουµε

Y (z) =
A

1− 3z−1
+

B

1− 1
2z
−1 , µε

1

2
< |z| < 3 (32)

=
−6

5

1− 3z−1
+

6
5

1− 1
2z
−1 , µε

1

2
< |z| < 3⇐⇒ {|z| > 1

2
} ∩ {|z| < 3} (33)

Στο πεδίο του χρόνου έχουµε, χρησιµοποιώντας γνωστά Ϲεύγη, ότι

y[n] =
6

5

(1
2

)n
u[n] +

6

5
3nu[−n− 1] (34)

΄Ασκηση 6.

Για το σήµα

X(z) =
1

1 + 3z−1 + 2z−2
, Rx (35)

έχουµε
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(αʹ) Το σήµα γράφεται ως

X(z) =
1

1 + 3z−1 + 2z−2
=

z2

(z + 2)(z + 1)
(36)

άρα έχει δυο πόλους στις ϑέσεις z = −1, z = −2 και δυο µηδενικά στο z = 0.

(ϐʹ) Εύκολο. :)

(γʹ) Αφού το σήµα έχει δυο πόλους επάνω στον πραγµατικό άξονα, ϑα έχει τρια πιθανά πεδία σύγκλισης.

• |z| > 2

• |z| < 1

• 1 < |z| < 2

(δʹ) Με ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα, το X(z) γράφεται ως

X(z) =
1

1 + 3z−1 + 2z−2
=

A

1 + 2z−1
+

B

1 + z−1
=

2

1 + 2z−1
− 1

1 + z−1
(37)

Για τα αντίστοιχα πεδία σύγκλισης όπως αναφέρθηκαν παραπάνω, ϑα είναι (µέσω των πινάκων Ϲευγών του
µετασχηµατισµού)

• x[n] = 2(−2)nu[n]− (−1)nu[n]
• x[n] = (−2)n+1u[−n− 1] + (−1)nu[−n− 1]

• x[n] = (−2)n+1u[−n− 1]− (−1)nu[n]

(εʹ) Για κανένα, γιατί κανένα πεδίο σύγκλισης δεν περιλαµβάνει το µοναδιαίο κύκλο - υπάρχει πόλος στη ϑέση
z = −1 επάνω στο µοναδιαίο κύκλο.


