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΄Ασκηση 1.

i. Προφανώς, τα µηδενικά ϐρίσκονται στις ϑέσεις z = −3
2 και z = ∞, ενώ οι πόλοι στις ϑέσεις z = −5

4 και z = 1
4 .

Οι πόλοι δεν είναι όλοι εντός του µοναδιαίου κύκλου, άρα το σύστηµα δεν είναι αιτιατό και ευσταθές. Επίσης, το
σύστηµα δεν είναι ελάχιστης ϕάσης, αφού όλοι οι πόλοι και όλα τα µηδενικά δε ϐρίσκονται εντός του µοναδιαίου
κύκλου.

ii. Το σύστηµα γράφεται ως

H(z) =
z(z − 1

2)

z2 − 2
(1)

και έτσι τα µηδενικά ϐρίσκονται στις ϑέσεις z = 0 και z = 1
2 , ενώ οι πόλοι στις ϑέσεις z = ±

√
2. Το σύστηµα δεν

είναι ευσταθές και αιτιατό αφού υπάρχουν πόλοι εκτός του µοναδιαίου κύκλου. Επίσης, δεν είναι και ελάχιστης
ϕάσης, αφού δεν είναι όλοι οι πόλοι και όλα τα µηδενικά εντός του µοναδιαίου κύκλου.

΄Ασκηση 2.

i. Η συνάρτηση µεταφοράς είναι

H(z) =
(z − 4)2

(z − 0.25 + 0.43j)(z − 0.25− 0.43j)
(2)

Το αντίστροφο σύστηµα είναι

H inv(z) =
(z − (0.25 + 0.43j))(z − (0.25− 0.43j))

(z − 4)2
(3)

Οι πόλοι του αντίστροφου συστήµατος είναι εκτός µοναδιαίου κύκλου, άρα το αντίστροφο σύστηµα δεν µπορεί
να είναι ευσταθές και αιτιατό.

ii. Η συνάρτηση µεταφοράς είναι

H(z) =
−15z − 10/3

(z + 1
2)(z −

1
3)

(4)

Το αντίστροφο σύστηµα είναι

H inv(z) =
(z + 1

2)(z −
1
3)

−15z − 10/3
(5)

΄Ενας πόλος του συστήµατος ϐρίσκεται στο άπειρο, οπότε το αντίστροφο σύστηµα δεν µπορεί να είναι ευσταθές
και αιτιατό.

iii. Η συνάρτηση µεταφοράς είναι
H(z) =

z

z − 1
2

(6)

και το αντίστροφο σύστηµα είναι

H inv(z) =
z − 1

2

z
(7)

Ο πόλος του συστήµατος ϐρίσκεται στο z = 0, δηλ. εντός µοναδιαίου κύκλου, άρα το αντίστροφο σύστηµα είναι
ευσταθές και αιτιατό.
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΄Ασκηση 3.

Από τα δεδοµένα, έχουµε ότι οι πόλοι είναι στις ϑέσεις z = ±j/2, αφού το σύστηµα είναι πραγµατικό και το
αντίστροφο σύστηµα έχει δυο µηδενικά. Η συνάρτηση µεταφοράς γράφεται ως

H(z) =
A(1− Cz−1)

1− z−1 cos(π/2) + 1
4z

−2
(8)

Από τα δεδοµένα έχουµε ότι το µηδενικό ϐρίσκεται στη ϑέση z = 3, και ότι το 2πh[0] = 4π ⇒ h[0] = 2. ΄Αρα C = 3
και για να ϐρούµε το A έχουµε από τους πίνακες Ϲευγών µετασχ. Ζ ότι

h[n] =
[
A
(1
2

)n
cos(πn/2)− 3A

(1
2

)n
sin(πn/2)

]
u[n] (9)

Χρησιµοποιούµε ότι h[0] = 2 και από την παραπάνω σχέση έχουµε ότι A = 2. Οπότε τελικά

2(1− 3z−1)

1 + 1
4z

−2
(10)

και
h[n] =

[
2
(1
2

)n
cos(πn/2)− 6

(1
2

)n
sin(πn/2)

]
u[n] (11)

i. Το σύστηµα είναι ευσταθές αφού οι πόλοι ϐρίσκονται εντός του µοναδιαιου κύκλου, και αυτό είναι αιτιατό.

ii. ΄Οχι, το αντίστροφο σύστηµα έχει έναν πόλο στη ϑέση z = 3, άρα δεν µπορεί να είναι ευσταθές και αιτιατό.

iii. ΄Εχει ήδη ϐρεθεί.

iv. Η συνάρτηση µεταφοράς του αντίστροφου συστήµατος είναι

H inv(z) =
1 + 1

4z
−2

2(1− 3z−1)
(12)

΄Ασκηση 4.

i. Το µηδενικό στη ϑέση z = 2 ϑα αντιστοιχιστεί στο all-pass σύστηµα, αφού είναι εκτός µοναδιαίου κύκλου του
αρχικού συστήµατος. Το all-pass σύστηµα ϑα έχει έναν πόλο στη ϑέση z = 1/2, άρα ϑα είναι της µορφής

Hap(z) =
1− 2z−1

1− 1
2z

−1
= −2

z−1 − 1
2

1− 1
2z

−1
(13)

Ο πόλος στο z = 1
2 του συστήµατος all-pass ϑα πρέπει να ακυρωθεί µε ένα µηδενικό στο σύστηµα ελάχιστης

ϕάσης. ΄Αρα

Hmin(z) =
1− 1

2z
−1

1 + 1
3z

−1
(14)

Οπότε

H(z) = Hmin(z)Hap(z) = (−2)
1− 1

2z
−1

1 + 1
3z

−1
×

z−1 − 1
2

1− 1
2z

−1
(15)

ii. Αναγνωρίζουµε ότι ο όρος
1 + 3z−1

1 + 1
3z

−1
= 3

1
3 + z−1

1 + 1
3z

−1
(16)

αντιστοιχεί σε ένα all-pass σύστηµα. Επίσης, ο όρος 1/z−1 συνιστά ένα Ϲεύγος πόλου-µηδενικού στα 0,+∞,
οπότε ο όρος αυτός ϑα περιέλθει επίσης στο all-pass σύστηµα. Οπότε οι υπόλοιποι όροι ϑα συνιστούν το ελάχιστης
ϕάσης σύστηµα, δηλ.

Hmin(z) = 1− 1

2
z−1 (17)
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΄Αρα συνολικά

H(z) = Hmin(z)Hap(z) = 3
(
1− 1

2
z−1
)
×

1
3 + z−1

z−1(1 + 1
3z

−1)
(18)

΄Ασκηση 5.

i. Από το λογαριθµικό ϕάσµα λαµβάνουµε ότι υπάρχει ένας πόλος στη ϑέση z = ejπ/5 και ένα µηδενικό στη ϑέση
z = ej2π/5. Επίσης, υπάρχει ένας πόλος στη συχνότητα ω = 3π/5, εντός του µοναδιαίου κύκλου. Αφού το σήµα
είναι πραγµατικό, οι πόλοι και τα µηδενικά πρέπει να έρχονται σε συζυγή Ϲεύγη. Τα υπόλοιπα δυο µηδενικά
ϐρίσκονται στο µηδέν.

ii. Αφού το σύστηµα έχει πόλους, τότε η κρουστική απόκριση είναι άπειρης διάρκειας, δηλ. IIR σύστηµα.

iii. Αφού το σύστηµα είναι αιτιατό και IIR, δεν µπορεί να είναι συµµετρικό, και άρα δεν έχει γραµµική ϕάση.

iv. ΄Οχι, δεν είναι ευσταθές, αφού υπάρχουν πόλοι στο µοναδιαίο κύκλο.

΄Ασκηση 6.

i. Ναι, είναι, αφού οι πόλοι z = ±0.6j ϐρίσκονται εντός µοναδιαίου κύκλου.

ii. Η συνάρτηση γράφεται ως

H(z) =
(1 + 0.5z−1)(1− 2z−1)(1 + 2z−1)

(1 + j0.6z−1)(1− j0.6z−1)
(19)

Τα µηδενικά στις ϑέσεις z = ±2 ϑα αντιστοιχιστούν στο all-pass σύστηµα, και άρα

Hap(z) =
(1− 2z−1)(1 + 2z−1)

(1− 1
2z

−1)(1 + 1
2z

−1)
= −4

(z−1 − 1
2)(z

−1 + 1
2)

(1− 1
2z

−1)(1 + 1
2z

−1)
(20)

Το σύστηµα ελάχιστης ϕάσης ϑα πρέπει να έχει µηδενικά που ακυρώνουν τους πόλους του all-pass συστήµατος,
οπότε ϑα είναι

Hmin(z) =
(1 + 0.5z−1)(1− 1

2z
−1)(1 + 1

2z
−1)

(1 + j0.6z−1)(1− j0.6z−1)
(21)

Οπότε τελικά

H(z) = Hmin(z)Hap(z) = −4
(1 + 0.5z−1)(1− 1

2z
−1)(1 + 1

2z
−1)

(1 + j0.6z−1)(1− j0.6z−1)
×

(z−1 − 1
2)(z

−1 + 1
2)

(1− 1
2z

−1)(1 + 1
2z

−1)
(22)


