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΄Ασκηση 1. Χρησιµοποιώντας τον ορισµό, δείξτε ότι τα παρακάτω σήµατα έχουν µετασχ. Ζ όπως δίνεται για το
καθένα.
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Συµπληρώστε επίσης το πεδίο σύγκλισης που λείπει σε καθένα από τους παραπάνω µετασχηµατισµούς, το
οποίο ϑα προκύψει από περιορισµούς του µιγαδικού επιπέδου κατά τη λύση σας. Βρείτε τους πόλους και τα
µηδενικά κάθε µετασχηµατισµού.

΄Ασκηση 2. Χρησιµοποιώντας ιδιότητες και γνωστά Ϲεύγη του µετασχ. Ζ, δείξτε ότι τα παρακάτω σήµατα έχουν
µετασχ. Ζ όπως δίνεται για το καθένα.
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Συµπληρώστε επίσης το πεδίο σύγκλισης που λείπει σε καθένα από τους παραπάνω µετασχηµατισµούς, το
οποίο ϑα προκύψει από περιορισµούς του µιγαδικού επιπέδου κατά τη χρήση των ιδιοτήτων και των Ϲευγών.
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΄Ασκηση 3. Βρείτε τον αντίστροφο µετασχ. Ζ των παρακάτω σηµάτων για κάθε πιθανό πεδίο σύγκλισης :
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΄Ασκηση 4. Στο Σχήµα 1 σας δίνονται τρια διαγράµµατα πόλων-µηδενικών ενός µετασχ. Ζ. Για κάθε διάγραµµα

Σχήµα 1: ∆ιαγράµµατα πόλων µηδενικών ΄Ασκησης 4.

i. αναγνωρίστε όλα τα πιθανά πεδία σύγκλισης για το µετασχηµατισµό.

ii. ϐρείτε για ποιό πεδίο σύγκλισης µπορούµε να υπολογίσουµε το µετασχ. Fourier µέσω του µετασχ. Ζ.
Αιτιολογήστε επαρκώς.

iii. καθορίστε τα πεδία σύγκλισης που αντιστοιχούν σε δεξιόπλευρο, αριστερόπλευρο, ή αµφίπλευρο σήµα στο
πεδίο του χρόνου.

iv. γράψτε µια έκφραση του µετασχ. Ζ που προκύπτει.

΄Ασκηση 5. Χρησιµοποιήστε τα παρακάτω στοιχεία για να ϐρείτε τα σήµατα x[n] και τους αντίστοιχους µετα-
σχηµατισµούς Ζ X(z) σε κάθε περίπτωση:

i. ΟX(z) έχει πόλους στις ϑέσεις z = 1/2 και z = −1, ισχύει ότι x[1] = 1, x[−1] = 1, και το πεδίο σύγκλισης
περιλαµβάνει το σηµείο z = 3/4.

ii. Το x[n] είναι δεξιόπλευρο, ο X(z) έχει µόνο έναν πόλο, και ισχύει ότι x[0] = 2, x[2] = 1/2.

iii. Το x[n] είναι αµφίπλευρο, ο X(z) έχει έναν πόλο στη ϑέση z = 1/4, ισχύει ότι x[−1] = 1, x[−3] = 1/4,
και X(1) = 11/3.

΄Ασκηση 6. Ας επιβεβαιώσουµε όσα µάθαµε στη ϑεωρία σχετικά µε το µετασχ. Ζ, τη σχέση του µε το µετασχ.
Fourier, καθώς και τη ϑέση των πόλων και των µηδενικών. Τα συστήµατα που ϑα συζητήσουµε είναι όλα
αιτιατά.

Προς ϐοήθειά σας, σας δίνεται η συνάρτηση pezw, η οποία παράγει κάποια γραφήµατα τα οποία καλείστε
να ερµηνεύσετε µε ϐάση όσα γνωρίζετε από τη ϑεωρία. Ο κώδικας που ϑα χρειαστεί να γράψετε εσείς είναι
ελάχιστος. Γράψτε help pezw στο Command Window του MATLAB για να δείτε σύνταξη και χρήση.
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1. Κατανόηση πραγµατικών πόλων

i. ΄Εστω ένα σύστηµα που περιγράφεται από το µετασχ. Ζ

H(z) =
1

1− 0.5z−1
(1)

Καλέστε τη συνάρτηση pezw.m ως εξής :

pezw(1, [1 -0.5]);

Απαντήστε στις παρακάτω ερωτήσεις :

(αʹ) Σε ποιά ϑέση εµφανίζεται ο πόλος της συνάρτησης ;
(ϐʹ) Η συνάρτησή µας έχει µόνο πόλους. Γιατί εµφανίζεται ένα µηδενικό στο (0, 0);
(γʹ) Σε ποιά συχνότητα εµφανίζεται µέγιστο στο ϕάσµα πλάτους ; Πώς σχετίζεται αυτό το µέγιστο µε

τη ϑέση του πόλου ;
(δʹ) Γράψτε τη σχέση που περιγράφει το σήµα στο χρόνο h[n], δηλ. την κρουστική απόκριση του

συστήµατος.
(εʹ) Θεωρητικά, είναι το σύστηµα ευσταθές ; Εξηγήστε. Σας επιβεβαιώνει την απάντηση το γράφηµα ;
(ϛʹ) Στο γράφηµα του µέτρου της |H(z)|, τι συµβολίζει ο κόκκινος κύκλος ;
(Ϲʹ) Πώς εµφανίζονται εκεί ο πόλος και το µηδενικό ; (τι µορφή έχουν)

Παρατηρήστε ότι η κρουστική απόκριση µειώνεται εκθετικά και δεν έχει ταλαντώσεις.

ii. ΄Εστω τώρα το σύστηµα που περιγράφεται από την εξίσωση

H(z) =
1

1− 0.9z−1
(2)

δηλ. ο πόλος ϐρίσκεται πιο κοντά στο µοναδιαίο κύκλο απ΄ οτι πριν. Καλέστε ξανά την παραπάνω
συνάρτηση µε κατάλληλα ορίσµατα. Απαντήστε στις παρακάτω ερωτήσεις :

(αʹ) Πως άλλαξε το ϕάσµα πλάτους σε σχέση µε πριν ; Γιατί ;
(ϐʹ) Πως άλλαξε η κρουστική απόκριση σε σχέση µε πριν ; Γιατί ;
(γʹ) Θεωρητικά, είναι το σύστηµα ευσταθές ; Εξηγήστε. Σας επιβεβαιώνει την απάντηση το γράφηµα ;

iii. ΄Εστω το σύστηµα που περιγράφεται από την εξίσωση

H(z) =
1

1− z−1
(3)

Χωρίς να καλέσετε τη συνάρτηση, απαντήστε στα παρακάτω ερωτήµατα:

(αʹ) Πως αλλάζει το ϕάσµα πλάτους σε σχέση µε πριν ; Γιατί ;
(ϐʹ) Πως αλλάζει η κρουστική απόκριση σε σχέση µε πριν ; Γιατί ;
(γʹ) Θεωρητικά, είναι το σύστηµα ευσταθές ; Εξηγήστε. Επιβεβαιώνεται η απάντησή σας από το

γράφηµα ;

Καλέστε τώρα τη συνάρτηση µε κατάλληλα ορίσµατα, και ελέγξτε τις απαντήσεις σας. Αν παρατηρήτε
κάτι αξιοπερίεργο, καταγράψτε το και προσπαθήστε να το εξηγήσετε.

iv. ΄Εστω το σύστηµα που περιγράφεται από την εξίσωση

H(z) =
1

1− 1.5z−1
(4)

Χωρίς να καλέσετε τη συνάρτηση, απαντήστε στα παρακάτω ερωτήµατα:

(αʹ) Πως αλλάζει το ϕάσµα πλάτους σε σχέση µε πριν ; Γιατί ;
(ϐʹ) Πως αλλάζει η κρουστική απόκριση σε σχέση µε πριν ; Γιατί ;
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(γʹ) Θεωρητικά, είναι το σύστηµα ευσταθές ; Εξηγήστε. Επιβεβαιώνεται η απάντησή σας από το
γράφηµα ;

Καλέστε τώρα τη συνάρτηση µε κατάλληλα ορίσµατα, και ελέγξτε τις απαντήσεις σας.

v. ΄Εστω το σύστηµα που περιγράφεται από την εξίσωση

H(z) =
1

1 + 0.9z−1
(5)

Καλέστε τη συνάρτηση pezw µε κατάλληλα ορίσµατα. Απαντήστε στις παρακάτω ερωτήσεις :

(αʹ) Σε τι διαφέρει η παραπάνω συνάρτηση σε σχέση µε αυτή της Σχέσης (3);
(ϐʹ) Γιατί το ϕάσµα πλάτους άλλαξε τόσο ϱιζικά σε σχέση µε το γράφηµα της Σχέσης (3); Εξηγήστε.
(γʹ) Θεωρητικά, είναι το σύστηµα ευσταθές ; Εξηγήστε. Επιβεβαιώνεται η απάντησή σας από το

γράφηµα ;

vi. ΄Εστω το σύστηµα που περιγράφεται από την εξίσωση

H(z) =
1

1 + 1.5z−1
(6)

Καλέστε τη συνάρτηση pezw µε κατάλληλα ορίσµατα. Παραδώστε το γράφηµα στην αναφορά σας
και απαντήστε στις παρακάτω ερωτήσεις :

(αʹ) Σε τι διαφέρει η παραπάνω συνάρτηση σε σχέση µε αυτή της Σχέσης (4);
(ϐʹ) Γιατί το ϕάσµα πλάτους άλλαξε τόσο ϱιζικά σε σχέση µε το γράφηµα της Σχέσης (4); Εξηγήστε.
(γʹ) Θεωρητικά, είναι το σύστηµα ευσταθές ; Εξηγήστε. Επιβεβαιώνεται η απάντησή σας από το

γράφηµα ;

vii. Σηµαντική Ερώτηση 1: Τι συµπεράσµατα ϐγάζετε για τη συµπεριφορά του µετασχ. Fourier (και
συγκεκριµένα του ϕάσµατος πλάτους του) όσο ένας πόλος κινείται επάνω στον πραγµατικό άξονα ;

viii. Σηµαντική Ερώτηση 2: Μπορείτε να εξάγετε παρόµοια συµπεράσµατα για έναν πόλο που κινείται
επάνω στο ϕανταστικό άξονα ; Εξηγήστε σύντοµα.

2. Κατανόηση µιγαδικών πόλων

i. ΄Εστω το σύστηµα

H(z) =
1

(1− d1z−1)(1− d2z−1)
(7)

(αʹ) Υπό ποιές συνθήκες το (συνολικό, δευτεροβάθµιο) πολυώνυµο του παρονοµαστή έχει πραγµατι-
κούς συντελεστές ;

(ϐʹ) ΄Εστω δυο πόλοι,
d1 = 0.7ejπ/4, d2 = 0.7e−jπ/4 (8)

Ποιοί είναι οι συντελεστές του πολυωνύµου του παρονοµαστή σε αυτήν την περίπτωση ;
(γʹ) Επιβεβαιώστε την απάντησή σας µε χρήση της εντολής conv, η οποία εκτελεί πολλαπλασιασµό

πολυωνύµων, δεχόµενη δυο ορίσµατα: τους συντελεστές του ενός πολυωνύµου σε ϕθίνουσα
σειρά, και τους συντελεστές του δεύτερου, ξανά σε ϕθίνουσα σειρά. Η conv επιστρέφει τους
συντελεστές του πολυωνύµου που προκύπτει µετά τον πολλαπλασιασµό.

(δʹ) Καλέστε τη συνάρτηση pezw.m ως εξής :
pezw(1, [a_1 a_2 a_3]);

µε a_1, a_2, a_3 τους συντελεστές που ϐρήκατε παραπάνω. Παραδώστε τα γραφήµατα που
σας έδωσε η συνάρτηση και απαντήστε στα παρακάτω:

(εʹ) Εξηγήστε την παρουσία δυο µηδενικών στην αρχή των αξόνων.
(ϛʹ) Σε ποιές συχνότητες εµφανίζονται µέγιστα στο ϕάσµα πλάτους ;
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(Ϲʹ) Πώς σχετίζονται οι συχνότητες αυτές µε τους πόλους ;
(ηʹ) Γράψτε τη σχέση που περιγράφει τη µοναδιαία απόκριση h[n].
(ϑʹ) Γιατί υπάρχει ταλάντωση στη µοναδιαία απόκριση ;

ii. ΄Εστω δυο νέοι πόλοι,
d1 = 0.9ejπ/4, d2 = 0.9e−jπ/4 (9)

Καλέστε τη συνάρτηση pezw.m ως εξής :

pezw(1, [b_1 b_2 b_3]);

µε b_1, b_2, b_3 τους συντελεστές του πολυωνύµου του παρονοµαστή για τους νέους πολους.
Σχολιάστε διαφορές στο ϕάσµα πλάτους και στην κρουστική απόκριση όταν ο πόλος έχει πλάτος 0.7
(όπως πριν), και 0.9 (όπως τώρα). Κάντε το ίδιο για τους πόλους

d1 = 0.7ej3π/4, d2 = 0.7e−j3π/4 (10)

iii. Σηµαντική Ερώτηση 3: Τι συµπεράσµατα ϐγάζετε για τη συµπεριφορά του µετασχ. Fourier (και
συγκεκριµένα του ϕάσµατος πλάτους του) όσο δυο συζυγείς πόλοι κινούνται µαζί και προς την ίδια
κατεύθυνση επάνω στο µιγαδικό επίπεδο ;

3. Κατανόηση πόλων στο µηδέν

i. Χρησιµοποιώντας τη δοθείσα συνάρτηση pezw, προσπαθήστε να ϐάλετε έναν πόλο στο µηδέν. Σκε-
ϕτείτε ποιά είναι η απλούστερη H(z) που έχει έναν πόλο στο µηδέν, και γράψτε τη ως πολυώνυµο
του z−1. Παραδωστε τα γραφήµατα της συνάρτησης και απαντήστε στα παρακάτω:

(αʹ) Σε ποιό σήµα στο χρόνο h[n] αντιστοιχεί αυτή η H(z);
(ϐʹ) Εξηγήστε το ϕάσµα πλάτους, το ϕάσµα ϕάσης, και τη µοναδιαία απόκριση που σας επέστρεψε

η pezw.

ii. Χρησιµοποιώντας τη δοθείσα συνάρτηση pezw, προσπαθήστε να ϐάλετε δυο πόλους στο µηδέν.
Σκεφτείτε µε όµοιο τρόπο µε πριν. Παραδώστε τα γραφήµατα της συνάρτησης και απαντήστε στα
παρακάτω:

(αʹ) Σε ποιό σήµα στο χρόνο h[n] αντιστοιχεί αυτή η H(z);
(ϐʹ) Εξηγήστε το ϕάσµα πλάτους, το ϕάσµα ϕάσης, και τη µοναδιαία απόκριση.
(γʹ) Πώς διαφέρουν αυτά τα µεγέθη µε τα προηγούµενα, όταν είχατε µόνο έναν πόλο ;

iii. Χρησιµοποιώντας τη δοθείσα συνάρτηση, προσπαθήστε να ϐάλετε τρεις πόλους στο µηδέν. Παραδώ-
στε τα γραφήµατα που σας επιστρέφει η συνάρτηση. Παρατηρήστε και συγκρίνετε µε τα προηγού-
µενα.

iv. Σηµαντική Ερώτηση 4: Τι συµβαίνει όταν ϐάζετε πόλους στο µηδέν ;

4. Κατανόηση µηδενικών

i. Χρησιµοποιώντας τη δοθείσα συνάρτηση, προσπαθήστε να ϐάλετε µηδενικά στις ϑέσεις

c1 = j (11)
c2 = −1 (12)
c3 = −j (13)

Η συνάρτηση conv µπορεί να σας ϕανεί χρήσιµη. Παραδώστε τα γραφήµατα που σας επιστρέφονται
και απαντήστε στα παρακάτω:
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(αʹ) Ποιά εξίσωση περιγράφει το σύστηµα στο χώρο του Ζ, δηλ. το H(z);
(ϐʹ) Εξηγήστε την παρουσία πόλων στην αρχή των αξόνων.
(γʹ) Τι είδους σύστηµα ϕτιάξατε ως προς την ‘‘περατότητά’’ του (χαµηλοπερατό, υψιπερατό, Ϲωνοπε-

ϱατό, Ϲωνοφρακτικό);
(δʹ) Σε ποιές συχνότητες µηδενίζεται το ϕάσµα πλάτους ;
(εʹ) Τι κλίση έχει το ϕάσµα ϕάσης ;
(ϛʹ) Υπολογίστε ϑεωρητικά την κρουστική απόκριση h[n].
(Ϲʹ) Αλλάξτε τα δυο µηδενικά, και από τις ϑέσεις ±j, ϐάλτε τα στις ϑέσεις ±0.9j. Καλέστε τη συνάρ-

τησης pezw και παρατηρήστε τι συµβαίνει. Παραδώστε τα γραφήµατα που σας επέστρεψε.

ii. Σηµαντική Ερώτηση 5: Τι συµβαίνει όταν ϐάζετε µηδενικά επάνω ή κοντά στο µοναδιαίο κύκλο ;


