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Πέµπτο Φροντιστήριο

1. Βρείτε τη συνάρτηση µεταφορας των δυο παρακάτω δικτυων-γράφων (Σχήµα. 1) και δείξτε οτι έχουν τους
ίδιους πόλους.

Σχήµα 1: Σχήµα ΄Ασκησης 1

Λύση:
Για τον πρώτο γραφο, µπορούµε να ϐρούµε το σύστηµα πηγαίνοντας από το χώρο του χρόνου σε αυτόν
της συχνότητας. Θέτοντας e[n] στο δεύτερο κόµβο (εκει οπου υπάρχουν δυο είσοδοι και µια έξοδος), ϑα
έχουµε το σχήµα 2. ΄Αρα ϑα εχουµε
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Σχήµα 2: Σχήµα ΄Ασκησης 1α - επιπλέον µεταβλητές

y[n] = x[n] + e[n]

e[n] = 2r cos(θ)w[n− 1]− r2w[n− 2]

y[n] = x[n] + e[n] = x[n] + 2r cos(θ)w[n− 1]− r2w[n− 2]

= x[n] + 2r cos(θ)y[n− 1]− r2y[n− 2] (1)

Αν κάνουµε µετ. Ζ στην τελευταια σχέση, ϑα έχουµε

Y (z) = X(z) + 2r cos(θ)Y (z)z−1 − r2Y (z)z−2

Y (z)(1− 2r cos(θ)z−1 + r2z−2) = X(z)

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

1

1− 2r cos(θ)z−2 + r2z−2
(2)

Για το δευτερο δίκτυο-γράφο, ϐάζοντας µεταβλητές στους ενδιάµεσους κόµβους (εκεί που υπάρχουν δυο
εισοδοι και µια έξοδος), όπως στο σχηµα 3, ϑα έχουµε:

Σχήµα 3: Σχήµα ΄Ασκησης 1β - επιπλέον µεταβλητές

w[n] = x[n]− r sin(θ)y[n− 1]

e[n] = w[n] + r cos(θ)e[n− 1]

y[n] = r sin(θ)e[n− 1] + r cos(θ)y[n− 1] (3)
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Κάνοντας µετ. Ζ στις παραπάνω σχέσεις, ϑα έχουµε

W (z) = X(z)− r sin(θ)z−1Y (z)

E(z) = W (z) + r cos(θ)z−1E(z)

Y (z) = r sin(θ)z−1E(z) + r cos(θ)z−1Y (z)⇔
Y (z)(1− r cos(θ)z−1) = r sin(θ)z−1E(z)⇔

Y (z)(1− r cos(θ)z−1) =
r sin(θ)z−1

1− r cos(θ)z−1
W (z)⇔

Y (z)(1− r cos(θ)z−1)2 = r sin(θ)z−1(X(z)− r sin(θ)z−1Y (z))⇔
Y (z)(1− r cos(θ)z−1)2 = r sin(θ)z−1X(z)− r2 sin2(θ)z−2Y (z)⇔

Y (z)(1− r cos(θ)z−1)2 + r2 sin2(θ)z−2Y (z) = r sin(θ)z−1X(z)⇔
Y (z)(1− 2r cos(θ)z−1 + r2 cos2(θ)z−2 + r2 sin2(θ)z−2) = r sin(θ)z−1X(z)⇔

Y (z)(1− 2r cos(θ)z−1 + r2z−2) = r sin(θ)z−1X(z)⇔

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

r sin(θ)z−1

1− 2r cos(θ)z−1 + r2z−2
(4)

που ειναι και το Ϲητούµενο.

2. Ο γραφος του σχήµατος 4 αναπαριστα µια γραµµική εξίσωση διαφορών µε σταθερούς συντελεστές. Βρεί-

Σχήµα 4: Σχήµα ΄Ασκησης 2

τε την εξίσωση διαφορών που περιγράφεται από τον γράφο.

Λύση:
Βάζοντας επιπλέον µεταβλητές στο σχήµα, οπου χρειάζεται, καταλήγουµε στο σχηµα 5. Οπότε ϑα ειναι

Σχήµα 5: Σχήµα ΄Ασκησης 2 - επιπλέον µεταβλητές
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y[n] = f [n] + x[n]

g[n] = y[n− 1] + p[n− 1]

p[n] = g[n] + y[n− 2]

w[n] = p[n] + f [n− 1]

f [n] = w[n] + p[n− 1]

στις οποίες αν κάνουµε µετασχ. Ζ, ϑα έχουµε

Y (z) = F (z) +X(z)

G(z) = z−1Y (z) + z−1P (z)

P (z) = G(z) + z−2Y (z)

W (z) = P (z) + z−1F (z)

F (z) = W (z) + z−1P (z)

και αντικαθιστώντας, ϑα έχουµε

Y (z) = F (z) +X(z) (5)
G(z) = z−1Y (z) + z−1(G(z) + z−2Y (z)) = z−1Y (z) + z−1G(z) + z−3Y (z)

=
z−1 + z−3

1− z−1
Y (z)

F (z) = W (z) + z−1P (z) = G(z) + z−2Y (z) + z−1F (z) + z−1(G(z) + z−2Y (z))

=
1

1− z−1

(
G(z) + z−2Y (z) + z−1G(z) + z−3Y (z)

)
=

1

1− z−1

(z−1 + z−3

1− z−1
Y (z) + z−2Y (z) + z−1 z

−1 + z−3

1− z−1
Y (z) + z−3Y (z)

)
=

1

1− z−1

z−1 + 2z−2 + z−3

1− z−1
Y (z)

και άρα τελικά από την εξίσωση (5), είναι

Y (z) =
1

1− z−1

z−1 + 2z−2 + z−3

1− z−1
Y (z) +X(z)

1− 3z−1 − z−2 − z−3

1− 2z−1 + z−2
Y (z) = X(z)

(1− 3z−1 − z−2 − z−3)Y (z) = (1− 2z−1 + z−2)X(z)↔
y[n]− 3y[n− 1]− y[n− 2]− y[n− 3] = x[n]− 2x[n− 1] + x[n− 2] (6)

που ειναι και η Ϲητούµενη σχέση.

3. ΄Εστω ο γράφος του σχήµατος 6.

(αʹ) Βρειτε τη συνάρτηση µεταφορας του συστήµατος που απεικονίζει ο γράφος.

(ϐʹ) Γράψτε την εξίσωση διαφορών που ικανοποιείται από την είσοδο x[n] και την εξοδο y[n].

Λύση:

(αʹ) Βάζοντας µια µεταβλητή στον κεντρικό κόµβο, καταλήγουµε στο σχηµα 7. Θα έχουµε τοτε

y[n] = 2x[n] + w[n− 1]

w[n] =
1

4
x[n]− 1

4
y[n] +

3

8
y[n− 1]
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Σχήµα 6: Σχήµα ΄Ασκησης 3

Σχήµα 7: Σχήµα ΄Ασκησης 3 - επιπλέον µεταβλητές

τα οποία και δίνουν µετασχ. Ζ τους παρακάτω

W (z) =
1

4
X(z)− 1

4
Y (z) +

3

8
z−1Y (z)

Y (z) = 2X(z) + z−1W (z) = 2X(z) + z−1
(1
4
X(z)− 1

4
Y (z) +

3

8
z−1Y (z)

)
= 2X(z) +

1

4
z−1X(z)− 1

4
z−1Y (z) +

3

8
z−2Y (z)

Y (z)
(
1 +

1

4
z−1 − 3

8
z−2
)

=
(
2 +

1

4
z−1
)
X(z)⇔

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

(2 + 1
4z

−1)

1 + 1
4z

−1 − 3
8z

−2
(7)

(ϐʹ) Η εξίσωση διαφορών δινεται πολύ απλά από το H(z):

Y (z)
(
1 +

1

4
z−1 − 3

8
z−2
)

=
(
2 +

1

4
z−1
)
X(z)↔

y[n] +
1

4
y[n− 1]− 3

8
y[n− 2] = 2x[n] +

1

4
x[n− 1] (8)
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που ειναι και το Ϲητούµενο.

4. ΄Ενα ΓΧΑ συστηµα υλοποιειται από τον γραφο του σχήµατος 8.

Σχήµα 8: Σχήµα ΄Ασκησης 4

(αʹ) Γράψτε την εξίσωση διαφορών που σχετίζει την είσοδο x[n] και την έξοδο y[n] του γράφου αυτού.
(ϐʹ) Ποιά ειναι η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος ;
(γʹ) Πόσοι πολλαπλασιασµοί και προσθέσεις απαιτούνται για τον υπολογισµό της εξόδου ; (ϑεωρούµε

οτι οι πολλαπλασιασµοί µε τη µονάδα δε προσµετρούνται)
(δʹ) Η υλοποίηση του σχήµατος 8 απαιτει 4 καταχωρητές (στοιχεια καθυστερησης). Είναι δυνατόν να

χρησιµοποιήσετε λιγότερους καταχωρητές, µε χρηση διαφορετικής δοµής ; Αν ναι, σχεδιάστε τη
δοµή, αν όχι, εξηγήστε γιατι δεν µπορούµε να µειώσουµε τον αριθµό των καταχωρητών.

Λύση:

(αʹ) Βάζοντας επιπλέον µεταβλητές στους απαραίτητους κόµβους, καταλήγουµε στο σχηµα 9. Προσέξτε,
∆ΕΝ ειναι δοµή Direct Form I!! Οπότε οι εξισώσεις είναι

Σχήµα 9: Σχήµα ΄Ασκησης 4 - επιπλέον µεταβλητές

y[n] = g[n] + w[n]

w[n] = x[n] + e[n− 1]

e[n] = 3w[n] + w[n− 1]

g[n] = y[n− 1] + 2y[n− 2]
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οι οποίες δίνουν µετ. Ζ ως

Y (z) = G(z) +W (z) (9)
W (z) = X(z) + z−1E(z)

E(z) = 3W (z) + z−1W (z)⇔ E(z) =
3 + z−1

1− 3z−1 − z−2
X(z)

G(z) = z−1Y (z) + 2z−2Y (z) (10)

και σύµφωνα µε τη σχέση (9) και αντικαθιστώντας, ϑα είναι

Y (z) = G(z) +W (z) = z−1Y (z) + 2z−2Y (z) +X(z) + z−1E(z)

= z−1Y (z) + 2z−2Y (z) +X(z) + z−1 3 + z−1

1− 3z−1 − z−2
X(z)

= z−1Y (z) + 2z−2Y (z) +X(z) +
3z−1 + z−2

1− 3z−1 − z−2
X(z)

Y (z)− z−1Y (z)− 2z−2Y (z) = X(z) +
3z−1 + z−2

1− 3z−1 − z−2
X(z)

Y (z)− z−1Y (z)− 2z−2Y (z) =
1

1− 3z−1 − z−2
X(z)

και τελικά

Y (z)− 4z−1Y (z) + 7z−3Y (z) + 2z−4Y (z) = X(z)↔
y[n]− 4y[n− 1] + 7y[n− 3] + 2y[n− 4] = x[n] (11)

(ϐʹ) Η συνάρτηση µεταφοράς H(z) του συστήµατος δίνεται από

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

1

1− 4z−1 + 7z−3 + 2z−4
(12)

(γʹ) Από το σχήµα, απαιτούνται 4 προσθέσεις και 2 πολλαπλασιασµοί.

(δʹ) ∆εν είναι δυνατό να µειωθεί ο αριθµός των καταχωρητών. Απαιτούνται το λιγότερο τέσσερις κατα-
χωρητές για ενα σύστηµα 4ης τάξης. Ακόµα και η µετατροπή σε Direct Form II απαιτει επίσης
τέσσερις καταχωρητές.

5. ΄Εστω x[n] και y[n] οι ακολουθίες που σχετίζονται µε την ακόλουθη εξίσωση διαφορών

y[n]− 1

4
y[n− 2] = x[n− 2]− 1

4
x[n]

Σχεδιάστε τον Direct Form II γράφο για το αιτιατό ΓΧΑ συστηµα που περιγράφει αυτήν την εξίσωση
διαφορών.

Λύση:
Η εξίσωση διαφορών γράφεται ως

y[n]− 1

4
y[n− 2] = x[n− 2]− 1

4
x[n]↔

Y (z)− 1

4
Y (z)z−2 = X(z)z−2 − 1

4
X(z)⇔

Y (z)(1− 1

4
z−2) = X(z)(z−2 − 1

4
)⇔

H(z) =
Y (z)

X(z)
=
−1

4 + z−2

1− 1
4z

−2
(13)
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που είναι της µορφής

H(z) =

∑N
k=0 bkz

−k

1−
∑M

k=1 akz
−k

και άρα ευκολα σχεδιάζουµε τον Direct Form II γράφο όπως στο σχηµα 10. που είναι και το Ϲητούµενο.

Σχήµα 10: Σχήµα ΄Ασκησης 5

6. ΄Εστω ο γράφος του σχηµατος 11. Βρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς του συστηµατος και την εξίσωση

Σχήµα 11: Σχήµα ΄Ασκησης 6

διαφορων που ικανοποιεί αυτό το γράφο.

Λύση:
Εισάγοντας επιπλέον µεταβλητές, ϑα έχουµε το γραφο ΄Αρα ϑα εχουµε

Σχήµα 12: Σχήµα ΄Ασκησης 6 - επιπλέον µεταβλητές
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w[n] = g[n] + x[n− 1]

g[n] = 3x[n] + 2y[n− 1]

y[n] = w[n− 1]

οι οποίες δινουν µετ. Ζ

W (z) = G(z) + z−1X(z)

G(z) = 3X(z) + 2z−1Y (z)

Y (z) = W (z)z−1 = G(z)z−1 +X(z)z−2 = 3X(z)z−1 + 2z−2Y (z) +X(z)z−2

Y (z)(1− 2z−2) = X(z)(3z−1 + z−2)

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

3z−1 + z−2

1− 2z−2
(14)

και εύκολα από την παραπάνω σχέση, έχουµε

y[n]− 2y[n− 2] = 3x[n− 1] + x[n− 2] (15)

που ειναι και το Ϲητούµενο.

7. ΄Εστω ο γράφος του σχήµατος 13 που αντιπροσωπεύει ενα αιτιατό ΓΧΑ σύστηµα.

Σχήµα 13: Σχήµα ΄Ασκησης 7

(αʹ) Βρείτε την εξίσωση διαφορων που αντιστοιχει σε αυτόν το γράφο.

(ϐʹ) Βρείτε το h[1].

Λύση:

(αʹ) Βάζοντας επιπλέον µεταβλητές στο σχήµα, καταλήγουµε στο σχήµα 14. Οι εξισώσεις που αντιπρο-
σωεπύουν το σύστηµα ειναι οι

g[n] = w[n] + x[n]

y[n] = x[n− 1] + g[n] + 2g[n− 1]

w[n] = 8g[n− 2]− g[n− 1]
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Σχήµα 14: Σχήµα ΄Ασκησης 7 - επιπλέον µεταβλητές

οι οποίες δινουν µετ. Ζ

G(z) = W (z) +X(z)

W (z) = 8G(z)z−2 −G(z)z−1 = 8(W (z) +X(z))z−2 − (W (z) +X(z))z−1

= 8W (z)z−2 + 8X(z)z−2 −W (z)z−1 −X(z)z−1

W (z) =
−z−1 + 8z−2

1 + z−1 − 8z−2
X(z)

Y (z) = z−1X(z) +G(z) + 2G(z)z−1

= z−1X(z) +W (z) +X(z) + 2z−1(W (z) +X(z))

= X(z)(1 + 3z−1) +W (z)(1 + 2z−1)

= X(z)(1 + 3z−1) +
−z−1 + 8z−2

1 + z−1 − 8z−2
X(z)(1 + 2z−1)

= X(z)
(1 + 3z−1)(1 + z−1 − 8z−2) + (−z−1 + 8z−2)(1 + 2z−1)

1 + z−1 − 8z−2

= X(z)
1 + z−1 − 8z−2 + 3z−1 + 3z−2 − 24z−3 − z−1 − 2z−2 + 8z−2 + 16z−3

1 + z−1 − 8z−2

= X(z)
1 + 3z−1 + z−2 − 8z−3

1 + z−1 − 8z−2

και άρα

Y (z)(1 + z−1 − 8z−2) = X(z)(1 + 3z−1 + z−2 − 8z−3)↔
y[n] + y[n− 1]− 8y[n− 2] = x[n] + 3x[n− 1] + x[n− 2]− 8x[n− 3] (16)

(ϐʹ) Από την παραπάνω εξίσωση διαφορών, και δεδοµένου ότι το σύστηµα είναι αιτιατο, δηλαδή h[n] =
0, n < 0, ϑα έχουµε

h[n] + h[n− 1]− 8h[n− 2] = δ[n] + 3δ[n− 1] + δ[n− 2]− 8δ[n− 3]

h[0] = 1

h[1] + 1 = 3⇔ h[1] = 2 (17)

που ειναι και το Ϲητούµενο.



Ψηφιακή Επεξεργασία Σήµατος - 2016/Πέµπτο Φροντιστήριο 11

8. ΄Εστω ένα αιτιατο ΓΧΑ συστηµα µε κρουστική απόκριση h[n] και συνάρτηση µεταφοράς

H(z) =
(1− 2z−1)(1− 4z−1)

z(1− 1
2z

−1)

(αʹ) Σχεδιάστε το γραφο µορφης Direct Form II για το παραπάνω σύστηµα.

(ϐʹ) Σχεδιάστε τον transposed γράφο του ερωτήµατος α).

Λύση:

(αʹ) Το σύστηµα H(z) µπορει να γραφει ως

H(z) =
z−1(1− 2z−1)(1− 4z−1)

(1− 1
2z

−1)
=
z−1 − 6z−2 + 8z−3

1− 1
2z

−1

που είναι της µορφης

H(z) =

∑N
k=0 bkz

−k

1−
∑M

k=1 akz
−k

΄Αρα κατ΄ ευθείαν µπορούµε να σχεδιάσουµε το γραφο, σύµφωνα µε τη ϑεωρια. Ο γράφος ϕαινεται
στο σχήµα 15.

Σχήµα 15: Σχήµα ΄Ασκησης 8α

(ϐʹ) Για να σχεδιάσουµε τον transposed γράφο, αντιστρεφουµε τη ϕορά των ϐελών στο γράφο, και
αλλάζουµε ϑέση την είσοδο µε την έξοδο. ΄Αρα ο Ϲητούµενος γραφος ϕαινεται στο σχήµα 16.

9. Σχεδιάστε τον Direct Form I γράφο του συστηµατος

H(z) =
1− 1

2z
−2

1− 1
4z

−1 − 1
8z

−2

Λύση:

Το σύστηµα είναι ηδη στη µορφη H(z) =

∑N
k=0 bkz

−k)

1−
∑
k = 1Makz−k

, άρα µπορούµε κατ΄ ευθειαν να σχεδιά-

σουµε τον Direct Form I γράφο, όπως στο σχηµα 17.
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Σχήµα 16: Σχήµα ΄Ασκησης 8β

Σχήµα 17: Σχήµα ΄Ασκησης 9

10. Σχεδιάστε τον Direct Form II γράφο του συστήµατος

H(z) =
1 + 5

6z
−1 + 1

6z
−2

1− 1
2z

−1 − 1
2z

−2

Λύση:
Ο Direct Form II γράφος προκύπτει εύκολα, µια και το H(z) είναι στη µορφη που ϑέλουµε. ΄Αρα ο
γράφος ειναι αυτός του σχήµατος 18.

11. Σχεδιάστε τον transposed Direct Form II γράφο του συστήµατος

H(z) =
1− 7

6z
−1 + 1

6z
−2

1 + z−1 + 1
2z

−2

Λύση:
Για να σχεδιάσουµε τον transposed Direct Form II γράφο, πρεπει πρώτα να σχεδιάσουµε τον Direct
Form II γράφο. Το H(z) είναι στην κατάλληλη µορφη, και άρα ο γράφος ϑα ειναι όπως στο σχηµα 19. Η
transposed µορφη του Direct Form II γράφου σχεδιάζεται αναστρεφοντας τη ϕορά των ϐελών στο γράφο,
και αλλαζοντας την είσοδο µε την έξοδο. Αρα ϑα ειναι όπως στο σχηµα 20.



Ψηφιακή Επεξεργασία Σήµατος - 2016/Πέµπτο Φροντιστήριο 13

Σχήµα 18: Σχήµα ΄Ασκησης 10

Σχήµα 19: Σχήµα ΄Ασκησης 11-Ι

Σχήµα 20: Σχήµα ΄Ασκησης 11-ΙΙ


