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΄Ασκηση 1.

Για καθένα από τα παρακάτω συστήµατα, ϐρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς του αντιστρόφου συστήµατος, και

ϐρείτε αν το αντίστροφο σύστηµα µπορεί να είναι ευσταθές και αιτιατό ταυτόχρονα.
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Λύση:

(αʹ) Το αντίστροφο σύστηµα είναι
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µε πόλους στις ϑέσεις z = ±9/10 και µηδενικά στις ϑέσεις z = ±1. Οι πόλοι και τα µηδενικά ϐρίσκονται

εντός του µοναδιαίου κύκλου και άρα το αντίστροφο σύστηµα µπορεί να είναι είναι ευσταθες και αιτιατό.
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και άρα το αντίστροφο σύστηµα είναι
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Υπάρχει ένας πόλος στο z = −1
2 και ένας πόλος στο z = ∞, οπότε το αντίστροφο σύστηµα δεν µπορεί να

είναι ευσταθές και αιτιατό.

(γʹ) Η συνάρτηση µεταφοράς είναι
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και το αντίστροφο είναι
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Οι πόλοι του ϐρίσκονται στις ϑέσεις z = 7±j
√
23

12 , και ϐρίσκονται εντός µοναδιαίου κύκλου. ΄Αρα το αντί-

στροφο σύστηµα είναι ευσταθές και αιτιατό.

΄Ασκηση 2.

Σχεδιάστε την απόκριση πλάτους για το παρακάτω σύστηµα

H(z) =
z−2

1 + 49
64z
−2 (6)
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Λύση:

Η συνάρτηση µεταφοράς γράφεται ως
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και η απόκριση πλάτους είναι
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Η γραφική της παράσταση και το διάγραµµα πόλων-µηδενικών ϕαίνονται στο Σχήµα 1.

Σχήµα 1: Γραφική παράσταση ΄Ασκησης 2.

΄Ασκηση 3.

Η συνάρτηση ετεροσυσχέτισης δυο πραγµατικών σηµάτων x[n] και y[n] δίνεται από τη σχέση

rxy[n] =
+∞∑
l=−∞

x[l]y[n+ l] (9)

(αʹ) Εκφράστε την rxy[n] ως συνέλιξη δυο σηµάτων.

(ϐʹ) Βρείτε το µετασχ. Ζ της ετεροσυσχέτισης ως συνάρτηση των µετασχ. Ζ των x[n], y[n].

Λύση:

(αʹ) ΄Εστω ŷ[n] = y[−n], και η συνέλιξη των x[n], ŷ[n] δίνει

x[n] ∗ ŷ[n] =
+∞∑

k=−∞
x[k]ŷ[n− k] (10)

=

−∞∑
l=+∞

x[l]y[n+ l] ϑέσαµε l = −k (11)

=
+∞∑
l=−∞

x[l]y[n+ l] (12)

= rxy[n] (13)

(ϐʹ) Είναι

x[n] ∗ y[−n]←→ X(z)Y (z−1) = X(z)Y
(1
z

)
= Rxy(z) (14)
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΄Ασκηση 4.

΄Ενα σήµα µε ϱητή συνάρτηση µεταφοράς έχει άρτια συµµετρία, δηλ. x[n] = x[−n].

(αʹ) Τι περιορισµούς έχουν οι πόλοι του σήµατος αυτού ;

(ϐʹ) ∆είξτε ότι ο µετασχ. Ζ αντιστοιχεί στην κρουστική απόκριση ενός ευσταθούς συστήµατος αν και µόνο αν

+∞∑
n=−∞

|x[n]| <∞ (15)

Λύση:

(αʹ) Είναι

x[n]←→ X(z) (16)

x[−n]←→ X(z−1) (17)

x[n] = x[−n]←→ X(z) = X(z−1) (18)

Αυτό σηµαίνει ότι αν υπάρχει ένας πόλος στη ϑέση z = z0, ϑα υπάρχει υποχρεωτικά και ένας πόλος στη

ϑέση z = 1
z0

. ΄Αρα οι πόλοι έρχονται σε αµοιβαίες ϑέσεις.

(ϐʹ) Οι πόλοι ϑα είναι της µορφής

(z0, 1/z0) = (r0e
jθ0 , 1/r0e

jθ0) (19)

Αν το z0 είναι εντός µοναδιαίου κύκλου, τότε ο µετασχ. Ζ που αντιστοιχεί σε αυτό ϑα δίνει ευσταθές και

δεξιόπλευρο σήµα. ΄Οµως το 1/z0 ϑα είναι εκτός µοναδιαίου κύκλου, οπότε ο µετασχ. Ζ που αντιστοιχεί

σε αυτό ϑα δίνει είτε δεξιόπλευρο και ασταθές σήµα, είτε αριστερόπλευρο και ευσταθές σήµα. Για τη

σύγκλιση, το πεδίο πρέπει να περιλαµβάνει το µοναδιαίο κύκλο, που σηµαίνει ότι πρέπει το σήµα να είναι

αριστερόπλευρο και ευσταθές. ΄Αρα τα επιµέρους σήµατα ϕθίνουν στο µηδέν όσο n → ±∞, που σηµαίνει

ότι είναι ευσταθή, και άρα το συνολικό σήµα είναι ευσταθές και άρα ισχύει ότι

+∞∑
n=−∞

|x[n]| <∞ (20)

΄Ασκηση 5.

΄Εστω ότι

H(z) = F (z)(z − a) (21)

G(z) = F (z)(1− az) (22)

µε 0 < a < 1 πραγµατικό.

(αʹ) ∆είξτε ότι |G(ejω)| = |H(ejω)|.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι g[n] = h[n] ∗ v[n] µε

V (z) =
z−1 − a

1− az−1
(23)

(γʹ) Μια µετρική της µέσης καθυστέρησης που εισάγει ένα αιτιατό σύστηµα δίνεται από την κανονικοποιηµένη

ϱοπή πρώτης τάξης,

d =

∑+∞
k=0 kv

2[k]∑+∞
k=0 v

2[k]
(24)

Υπολογίστε τη µέση καθυστέρηση που δίνεται από το σύστηµα V (z).
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Λύση:

(αʹ) Είναι

G(z) = H(z)
1− az

z − a
(25)

|G(ejω)| = |H(ejω)|
∣∣∣1− aejω

ejω − a

∣∣∣ (26)

= |H(ejω)| (27)

αφού το σύστηµα ∣∣∣1− aejω

ejω − a

∣∣∣ = 1 (28)

(ϐʹ) Είναι

G(z) = H(z)V (z) = F (z)(z − a)
z−1 − a

1− az−1
(29)

F (z)(1− az) = F (z)(z − a)
z−1 − a

1− az−1
(30)

(1− az) = (z − a)
z−1 − a

1− az−1
(31)

(1− az)(1− az−1) = (z − a)(z−1 − a) (32)

1− az−1 − az + a2 = 1− az − az−1 + a2 (33)

που είναι αληθές, άρα πράγµατι G(z) = H(z)V (z) και άρα g[n] = h[n] ∗ v[n].

(γʹ) ΄Εχουµε

V (z) =
z−1 − a

1− az−1
←→ v[n] = an−1u[n− 1]− an+1u[n] (34)

Για k = 0, έχουµε
v[0] = −a, v2[0] = a2 (35)

και για k ≥ 1, έχουµε

v[k] = ak−1 − ak+1
(36)

v2[k] = a2k(a−2 + a2 − 2) (37)

Οπότε
+∞∑
k=0

kv2[k] = (a−2 + a2 − 2)

+∞∑
k=0

k(a2)k =
1 + a4 − 2a2

1− a4
(38)

και
+∞∑
k=0

v2[k] = a2 + (a−2 + a2 − 2)
+∞∑
k=1

(a2)k = a2 +
1 + a4 − 2a2

1− a2
= 1 (39)

΄Αρα τελικά

d =
1 + a4 − 2a2

1− a4
(40)


