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΄Ασκηση 1.

Βάζοντας ενδιάµεσες µεταβλητές στην έξοδο κάθε αθροιστή, έχουµε:

w1[n] = x[n]− aw3[n− 1] (1)
w2[n] = w1[n]− δw2[n− 1] (2)
w3[n] = εw2[n] + w2[n− 1] (3)
w4[n] = y[n] = βw1[n] + γw3[n− 1] (4)

Ο µετασχ. Ζ του παραπάνω συνόλου εξισώσεων είναι

W1(z) = X(z)− az−1W3(z) (5)
W2(z) = W1(z)− δz−1W2(z) (6)
W3(z) = εW2(z) + z−1W2(z) (7)
Y (z) = βW1(z) + γz−1W3(z) (8)

Λύνοντας τις εξισώσεις καταλήγουµε στο

H(z) =
Y (z)

X(z)
=
β + (βδ + γε)z−1 + γz−2

1 + (δ + aε)z−1 + az−2
(9)

΄Ασκηση 2.

H(z) =
1− 1

5z
−1

(1− 1
2z

−1 + 1
3z

−2)(1 + 1
4z

−1)

(αʹ) Οι γράφοι είναι :

(αʹ) Είναι

H(z) =
1− 1

5z
−1

1− 1
4z

−1 + 5
24z

−2 + 1
12z

−3
(10)

και ο γράφοι ϕαίνονται στο Σχήµα (1) και στο Σχήµα (2).

(ϐʹ) Είναι

H(z) =
(1− 1

5z
−1

1 + 1
4z

−1

)( 1

1− 1
2z

−1 + 1
3z

−2

)
(11)

και ο γράφος ϕαίνεται στο Σχήµα (3).

(γʹ) Είναι

H(z) =
27
125

1 + 1
4z

−1
+

98
125 −

36
125z

−1

1− 1
2z

−1 = 1
3z

−2
(12)

και ο γράφος ϕαίνεται στο Σχήµα (4).
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Σχήµα 1: Direct Form I Γράφος ΄Ασκησης 2. Σχήµα 2: Direct Form II Γράφος ΄Ασκησης 2.

Σχήµα 3: Cascade Form Γράφος ΄Ασκησης 2.

(δʹ) Ο Transposed Form II γράφος ϕαίνεται στο Σχήµα (5).

(ϐʹ) Οι εξισώσεις του γράφου είναι

w1[n] = x[n] + w2[n− 1] (13)

w2[n] =
1

4
y[n] + w3[n− 1]− 1

5
x[n] (14)

w3[n] = − 5

24
y[n]− 1

12
y[n− 1] (15)

y[n] = w1[n] (16)

Λύνοντας το παραπάνω σύστηµα, καταλήγουµε στο

y[n]− 1

4
y[n− 1] +

5

24
y[n− 2] +

1

12
y[n− 3] = x[n]− 1

5
x[n− 1] (17)

και µε χρήση µετασχ. Ζ, έχουµε

H(z) =
1− 1

5z
−1

1− 1
4z

−1 + 5
24z

−2 + 1
12z

−3
(18)
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Σχήµα 4: Παράλληλος Γράφος ΄Ασκησης 2.

Σχήµα 5: Transposed Form II Γράφος ΄Ασκησης 2.

΄Ασκηση 3.

Είναι

H(z) =
(1− 3z−1)(1− 1

4z
−1)(1− 2z−1)

(1 + 2z−1)(1− 1
2z

−1)
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(αʹ) Με τη γνωστή διαδικασία διάσπασης, έχουµε ότι

Hap(z) =
(1 + 1

2z
−1)(1− 2z−1)(1− 3z−1)

(1 + 2z−1)(1− 1
3z

−1)(1− 1
2z

−1)
(19)

Hmin(z) =
(1− 1

3z
−1)(1− 1

4z
−1)

1 + 1
2z

−1
(20)

Το all-pass σύστηµα γράφεται ως

Hap(z) =
(1 + 1

2z
−1)(1− 2z−1)(1− 3z−1)

(1 + 2z−1)(1− 1
3z

−1)(1− 1
2z

−1)
= 3

(2 + z−1)(−1
2 + z−1)(−1

3 + z−1)

(1 + 2z−1)(1− 1
3z

−1)(1− 1
2z

−1)
(21)

και µεταφέροντας τη σταθερά 3 στο ελάχιστης ϕάσης, είναι

Hmin(z) = 3
(1− 1

3z
−1)(1− 1

4z
−1)

1 + 1
2z

−1
(22)

(ϐʹ) Αναπτύσσοντας το H(z) σε µερικά κλάσµατα, έχουµε

H(z) = −0.675 + z−1 − 3

4

1

1− 2z−1
+ 9

1

1 + 1
2z

−1
(23)

΄Ενας παράλληλος γράφος ϕαίνεται στο Σχήµα (6).

Σχήµα 6: Παράλληλος γράφος ΄Ασκησης 3 για το H(z).

(γʹ) Ο γράφος µε τις λιγότερες µνήµες για το Hmin(z) είναι ο Direct Form II και ϕαίνεται στο Σχήµα (7).
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Σχήµα 7: Direct Form II Γράφος ΄Ασκησης 3 για το ελάχιστης ϕάσης σύστηµα.

(δʹ) Είναι

Hap(z) =
(2 + z−1)(−1

2 + z−1)(−1
3 + z−1)

(1 + 2z−1)(1− 1
3z

−1)(1− 1
2z

−1)
(24)

και ο Ϲητούµενος γράφος είναι αυτός του Σχήµατος (8).

Σχήµα 8: Direct Form Γράφος ΄Ασκησης 3 για το all-pass σύστηµα.

΄Ασκηση 4. Αν ϑεωρήσουµε τους δυο µικρούς ϐρόχους ως έναν, µε συνάρτηση µεταφοράς

G(z) =
2(1 + z−1)

1 + 1
5z

−1
(25)

τότε η συνάρτηση µεταφοράς H(z) ϑα είναι

H(z) =
G(z)

1 + 1
2G(z)

(26)
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και άρα

H(z) =
1 + z−1

1 + 0.6z−1
(27)

΄Ασκηση 5. Βάζοντας ενδιάµεσες µεταβλητές στους κόµβους άθροισης, καταλήγουµε στις εξισώσεις :

w1[n] = x[n]− 1

2
w3[n− 1] (28)

w2[n] = w1[n]−
1

4
w2[n− 1] (29)

w3[n] =
1

4
w2[n] + w2[n− 1] (30)

w4[n] =
1

2
w1[n] + w3[n− 1] (31)

y[n] = 2w2[n] + w3[n] + 2w4[n] (32)

που δίνουν

H(z) =
2 + 7

2z
−1 + 13

2 z
−2

1 + 3
8z

−1 + 1
2z

−2
(33)

΄Ασκηση 6. Βάζοντας ενδιάµεσες µεταβλητές όπως στο Σχήµα (9), καταλήγουµε στις εξισώσεις :

Σχήµα 9: Σχήµα ΄Ασκησης 6.

w1[n] = x[n] + w2[n− 1] (34)
w2[n] = x[n] + w3[n− 1] (35)
w3[n] = 2w1[n] + w4[n− 1] (36)
y[n] = w3[n] (37)
w4[n] = −y[n]− w2[n] (38)

οι οποίες δίνουν τελικά

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

2 + z−1

1 + z−1 − z−2
(39)

΄Ασκηση 7. Το H(z) µπορεί να γραφεί ως

H(z) =
z−1 − 6z−2 + 8z−3

1− 1
2z

−1
(40)

Οι δυο Ϲητούµενοι γράφοι ϕαίνονται στο Σχήµα (10).
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Σχήµα 10: Γράφοι ΄Ασκησης 7.

΄Ασκηση 8.

(αʹ) Η transposed µορφή του γράφου ϕαίνεται στο Σχήµα (11).

Σχήµα 11: Σχήµα ΄Ασκησης 8.

(ϐʹ) Με χρήση των ενδιάµεσων µεταβλητών του σχήµατος, έχουµε τις εξισώσεις :

w1[n] = 2x[n] + w3[n] (41)
w2[n] = x[n] + w1[n− 1] (42)

w3[n] = −1

2
y[n] + 2y[n− 1] (43)

y[n] = w2[n] + y[n− 1] (44)

οι οποίες δίνουν εξίσωση διαφορών (πάντα µέσω του µετασχ. Ζ)

y[n]− 1

2
y[n− 1]− 2y[n− 2] = x[n] + 2x[n− 1] (45)

(γʹ) Η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος είναι η

H(z) =
1 + 2z−1

1− 1
2z

−1 − 2z−2
(46)

και άρα οι πόλοι ϐρίσκονται στις ϑέσεις

z = − 8

1±
√
33

(47)

οι οποίοι ϐρίσκοντα εκτός µοναδιαίου κύκλου, άρα το σύστηµα δεν είναι ευσταθές.
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(δʹ) Είναι

y[3] = 0.5y[2] + 2y[1] + x[3] + 2x[2] (48)
y[0] = x[0] = 1 (49)

y[1] = x[1] + 2x[0] + 0.5y[0] = 1/3 + 2 + 0.5 =
34

12
(50)

y[2] = x[2] + 2x[1] + 0.5y[1] + 2y[0] = 1/9 + 2/3 + (1/2) ∗ (34/12) + 2 ≈ 4.18 (51)

και άρα y[3] ≈ 8.02.


