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΄Ασκηση 1.

(αʹ)

x[n] = u[−n− 1] +
(1
2

)n
u[n]

Z←→ X(z) = − 1

1− z−1
+

1

1− 1
2z
−1 ,

1

2
< |z| < 1

Είναι

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

−1
2z
−1

(1− 1
2z
−1)(1 + z−1)

(1− z−1)(1− 1
2z
−1)

−1
2z
−1 =

1− z−1

1 + z−1

Το h[n] είναι αιτιατό άρα το ROCH : |z| > 1

(ϐʹ) Ο πόλος στο z = 1
2 του X(z) ακυρώνεται από το µηδενικό του H(z) στην ίδια ϑέση. ΄Αρα το ROC

του Y (z) πρέπει να είναι τέτοιο ώστε να ικανοποιεί τους εναποµείναντες περιορισµούς |z| > 1
2 και

|z| > 1. ΄Αρα το ROCy : |z| > 1

(γʹ)

Y (z) =
−1

2z
−1

(1− 1
2z
−1)(1 + z−1)

=
A

1− 1
2z
−1 +

B

1 + z−1
,

αφού η τάξη του αριθµητή είναι µικρότερη αυτής του παρανοµαστή. ΄Αρα ϑα είναι

A = Y (z)(1− 1

2
z−1)

]
z−1=2

=
−1

2z
−1

1 + z−1

]
z−1=2

=
1

3

B = Y (z)(1− z−1)
]
z−1=−1

=
−1

2z
−1

1− 1
2z
−1

]
z−1=−1

=
1

3

Οπότε Y (z) = −1
3

1
1− 1

2
z−1 + 1

3
1

1+z−1 , κι επειδή |z| > 1, τα επιµέρους πεδία σύγκλισης ϑα είναι

|z| > 1
2 , και |z| > 1. ΄Αρα

y[n] = −1

3

(1
2

)n
u[n] +

1

3
(−1)nu[n]

(δʹ) (αʹ) y[n] = +∞, γιατί |H(ejπ)| → +∞
(ϐʹ) y[n] ' 0.5cos(πn4 −

π
6 + π

2 )
∼= 1

2cos(
πn
4 + π

3 )

΄Ασκηση 2. Είναι

y[n]− 5

2
y[n− 1] + y[n− 2] = x[n]− x[n− 1]

Z←→

Z←→ (1− 5

2
z−1 + z−2) = X(z)(1− z−1)⇐⇒

⇐⇒ Y (z)

X(z)
= H(z) =

1− z−1

1− 5
2z
−1 + z−2

PFE
=

2

3

1

1− 2z−1
+

1

3

1

1− 1
2z
−1

΄Αρα

• |z| < 1
2 , τότε h[n] = −

2
32
nu[−n− 1]− 1

3

(
1
2

)n
u[−n− 1]⇒ h[0] = 0
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• |z| > 2, τότε h[n] = 2
32
nu[n] + 1

3

(
1
2

)n
u[n]⇒ h[0] = 1

• 1
2 < |z| < 2, τότε h[n] = −2

32
nu[−n− 1] + 1

3

(
1
2

)n
u[n]⇒ h[0] = 1

3

• |z| < 1
2 , |z| > 2, τότε h[n] = 2

32
nu[n]− 1

3

(
1
2

)n
u[−n− 1]⇒ h[0] = 2

3

Σηµειώστε ότι στην τελευταία περίπτωση, ο µετασχηµατισµός Ζ δεν υπάρχει !

΄Ασκηση 3.

(αʹ) Είναι

u[n] = x[n]− w[n]

w[n] = e[n] + u[n] ∗ h[n]

και κάνοντας µετασχηµατισµό Ζ έχουµε:

U(z) = X(z)−W (z)
W (z) = E(z) + U(z)H(z)

}
⇒W (z) =

H(z)

1 +H(z)
X(z) +

1

1 +H(z)
E(z)

(ϐʹ) H1(z) =
H(z)

1+H(z) =
z−1

1−z−1

1+ z−1

1−z−1

= z−1 και H2(z) =
1

1+ z−1

1−z−1

= 1− z−1

(γʹ) Αφού H(z) = z−1

1−z−1 , τότε έχει πόλο στο z = 1⇒ ασταθές. Τα H1(z), H2(z) είναι FIR, άρα ευσταθή

εξ΄ ορισµού.

΄Ασκηση 4.

x[n] = u[n]− u[n− 5]
Z←→ X(z) =

1

1− z−1
− 1

1− z−1
z−5 =

1− z−5

1− z−1

Πόλοι : 1− z−1 = 0⇒ z = 1
Μηδενικά: 1− z−5 = 0⇒ z = ej

2πk
5 για k = 0, 1, 2, 3, 4.

΄Αρα 4 µηδενικά επάνω στον κύκλο και 4 πόλοι στο z = 0.

(αʹ) ROCx : |z| > 0

(ϐʹ) Το x[n] είναι αιτιατό, άρα lim
z→∞

X(z) = x[0] = 1

(γʹ) x[n− 1]
Z←→ X(z)z−1 = 1−z−5

1−z−1 z
−1

, δηλαδή προστίθεται ένας πόλος στο z = 0 κι ένα µηδενικό στο

z = +∞. ΄Αρα 4 µηδενικά επάνω στον κύκλο, ένα µηδενικό στο z = +∞, και 5 πόλοι στο z = 0.

(δʹ) Εξακολουθεί να είναι αιτιατό, άρα lim
z→∞

X(z) = x[0] = 0, όπως αναµενόταν από το (γ) ερώτηµα.

(εʹ) x[n + 1]
Z←→ X(z)z1 = 1−z−5

1−z−1 z, δηλαδή προστίθεται πόλος στο z = +∞ και µηδενικό στο z = 0.
΄Αρα 4 µηδενικά επάνω στον κύκλο, ένα µηδενικό στο z = 0, που ακυρώνεται µε έναν από τους 4

πόλους στο z = 0, άρα 4 µηδενικά επάνω στον κύκλο, 3 πόλοι στο z = 0 κι ένας πόλος στο z = +∞.

(ϛʹ) Το σήµα ∆ΕΝ είναι αιτιατό, άρα lim
z→∞

X(z) = lim
z→∞

1− 1
z5

1− 1
z

z = 1(+∞) = +∞, όπως αναµενόταν από

το (ε) ερώτηµα.

(Ϲʹ) x[n− n0]
Z←→ X(z)z−n0 = 1−z−5

1−z−1 z
−n0

Το
1−z−5

1−z−1 έχει 4 πόλους στο z = 0 και 4 µηδενικά επάνω στον µοναδιαίο κύκλο. Ο όρος z−n0

προσθέτει n0 πόλους στο z = 0 και n0 µηδενικά στο z = +∞. ΄Αρα το σήµα ϑα έχει :

n0 + 4 πόλους στο z = 0
n0 µηδενικά στο z = +∞
4 µηδενικά στο µοναδιαίο κύκλο.
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(ηʹ) x[n+ n0]
Z←→ X(z)zn0 = 1−z−5

1−z−1 z
n0 . Με όµοιο συλλογισµό µε παραπάνω:

n0 µηδενικά στο z = 0
4 πόλοι στο z = 0
n0 πόλοι στο z = +∞
4 µηδενικά στο µοναδιαίο κύκλο

⇒
n0 − 4 µηδενικά στο z = 0
n0 πόλοι στο z = +∞
4 µηδενικά στο µοναδιαίο κύκλο

(ϑʹ) Μετακίνηση του σήµατος προς δεξιά⇒ n0 πόλοι στο z = 0
n0 µηδενικά στο z = +∞

Μετακίνηση του σήµατος προς αριστερά⇒ n0 µηδενικά στο z = 0
n0 πόλοι στο z = +∞

΄Ασκηση 5.

(αʹ) Αφού το y[n] είναι ευσταθές, πρέπει να περιέχει το µοναδιαίο κύκλο, άρα ROCy :
1
2 < |z| < 2.

(ϐʹ) Είναι αµφίπλευρο, αφού το ROC του είναι δακτύλιος.

(γʹ) ΤΟ x[n] είναι ευσταθές, άρα ROCx : |z| > 3
4 .

(δʹ) Το x[n] έχει ROC που περιλαµβάνει το +∞, άρα δεν έχει ϑετικές δυνάµεις του z, άρα είναι αιτιατό.

(εʹ) x[0] = lim
z→∞

X(z) = 0

(ϛʹ) Το H(z) έχει µηδενικό στο z = −3
4 , z = 0 και πόλους στο z = 2 και z = +∞. ΄Αρα ROCH : |z| < 2

(Ϲʹ) Το h[n] έχει ROC που περιλαµβάνει το z = 0 και άρα δεν περιέχει αρνητικές δυνάµεις του z, οπότε
είναι αντι-αιτιατό.

΄Ασκηση 6.

(αʹ)

Rxx(z) =
+∞∑

n=−∞

(
+∞∑

k=−∞
x[k]x[n+ k]

)
z−n

=
+∞∑

k=−∞
x[k]

(
+∞∑

n=−∞
x[n+ k]z−n

)
(ϑέτω m = n+ k)

=

+∞∑
k=−∞

x[k]

(
+∞∑

m=−∞
x[m]z−m

)
z+k

= X(z)

+∞∑
k=−∞

x[k]zk

= X(z)X(z−1)

(ϐʹ) Αν a1 < |z| < a2, τότε ROCX(z−1) : 1
a2

< |z| < 1
a1

. ΄Αρα το ROC του Rxx(z) ϑα είναι ROCR :

max{a1, 1
a2
} < |z| < min{a2, 1

a1
}

(γʹ) Ξέρουµε ότι x[n] = anu[n]
Z←→ X(z) = 1

1−az−1 , |z| > |a|.
΄Αρα

X(z−1) =
1

1− az
=

z−1

z−1 − a
= − z−1

a− z−1
=
− 1
az
−1

1− 1
az
−1 , |z| <

1

|a|
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΄Αρα ROCR : |a| < |z| < 1
|a| , |a| < 1.

Τέλος,

Rxx(z) =
1

1− azn
(− 1

az
−1)

1− 1
az
−1 =

− 1
az
−1

(1− az−1)(1− 1
az
−1)

PFE
=

PFE
=

1

1− a2
1

1− az−1
+

1

1− a2
1

1− 1
az
−1 =

1

1− a2

( 1

1− a− z−1
+

1

1− 1
az
−1

)
Z−1

←→

Z−1

←→ rxx[n] =
1

1− a2
(an + (

1

a
)nu[−n− 1])


