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΄Ασκηση 1.

1. Είναι
x[n] =

1

2π

∫ π

−π
X(ejω)ejωndω (1)

Αν το σήµα είναι άρτιο, τότε
x[n] = x[−n] (2)

Τότε είναι
x[−n] = 1

2π

∫ π

−π
X(ejω)e−jωndω (3)

Το άρτιο µέρος του σήµατος είναι

xe[n] =
1

2
(x[n] + x[−n]) = 1

2

( 1

2π

∫ π

−π
X(ejω)ejωndω +

1

2π

∫ π

−π
X(ejω)e−jωndω

)
(4)

=
1

2

1

2π

∫ π

−π
X(ejω)(ejωn + e−jωn)dω (5)

=
1

2

1

2π

∫ π

−π
X(ejω)2 cos(ωn)dω (6)

=
1

2π

∫ π

−π
X(ejω) cos(ωn)dω (7)

΄Οµως επειδή x[n] ∈ < και άρτιο, ισχύει ότι X(ejω) = X(e−jω), δηλ. η X(ejω) είναι άρτια
συνάρτηση του ω. ΄Αρα το ολοκλήρωµα είναι ολοκλήρωµα γινοµένου άρτιων συναρτήσεων σε
συµµετρικό διάστηµα, οπότε λόγω της (2)

xe[n] = x[n] =
1

2π
2

∫ π

0
X(ejω) cos(ωn)dω =

1

π

∫ π

0
X(ejω) cos(ωn)dω (8)

2. Είναι
x[n] =

1

2π

∫ π

−π
X(ejω)ejωndω (9)

Αν το σήµα είναι περιττό, τότε
x[n] = −x[−n] (10)

Τότε είναι
−x[−n] = − 1

2π

∫ π

−π
X(ejω)e−jωndω (11)
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Το περιττό µέρος του σήµατος είναι

xo[n] =
1

2
(x[n]− x[−n]) = 1

2

( 1

2π

∫ π

−π
X(ejω)ejωndω − 1

2π

∫ π

−π
X(ejω)e−jωndω

)
(12)

=
1

2

1

2π

∫ π

−π
X(ejω)(ejωn − e−jωn)dω (13)

=
1

2

1

2π

∫ π

−π
X(ejω)2j sin(ωn)dω (14)

=
j

2π

∫ π

−π
X(ejω) sin(ωn)dω (15)

΄Οµως επειδή x[n] ∈ < και περιττό, ισχύει ότι X(ejω) = −X(e−jω), δηλ. η X(ejω) είναι περιττή
συνάρτηση του ω. ΄Αρα το ολοκλήρωµα είναι ολοκλήρωµα γινοµένου περιττών συναρτήσεων σε
συµµετρικό διάστηµα, το οποίο είναι άρτιο γινόµενο ! Οπότε λόγω της (10)

xo[n] = x[n] =
j

2π
2

∫ π

0
X(ejω) sin(ωn)dω =

j

π

∫ π

0
X(ejω) sin(ωn)dω (16)

΄Ασκηση 2.

Για ευκολία, έστω

xm[n] =
(n+m− 1)!

n!(m− 1)!
anu[n]

F←→ Xm(e
jω) =

1

(1− ae−jω)m
(17)

Για m = 1, είναι

x1[n] =
(n+ 1− 1)!

n!0!
anu[n] (18)

=
n!

n!
anu[n] (19)

= anu[n] (20)

µε M.F.

X(ejω) =
1

1− ae−jω
,από γνωστό Ϲεύγος. (21)

΄Εστω ότι ισχύει για m = m′, δηλ.

xm′ [n] =
(n+m′ − 1)

n!(m′ − 1)!
anu[n]

F←→ Xm′(e
jω) =

1

(1− ae−jω)m′
(22)

Θα δείξουµε ότι ισχύει για m = m′ + 1
Είναι

xm′+1[n] =
(n+m′ + 1− 1)

n!(m′ + 1− 1)!
anu[n] =

(n+m′)!

n!m′!
anu[n] (23)

=
n+m′

m′
(n+m′ − 1)!

n!(m′ − 1)!
anu[n] (24)

=
n+m′

m′
xm′ [n] (25)

=
n

m′
xm′ [n] + xm′ [n] (26)



Ψηφιακή Επεξεργασία Σήµατος - 2015/∆εύτερη Σειρά Ασκήσεων 3

Είναι

Xm′+1(e
jω) =

1

m′
j
d

dω

(
1

(1− ae−jω)m′
)
+

1

(1− ae−jω)m′
(27)

=
ae−jω

(1− ae−jω)m′+1
+

1

(1− ae−jω)m′
(28)

=
ae−jω + (1− ae−jω)
(1− ae−jω)m′+1

(29)

=
1

(1− ae−jω)m′+1
(30)

΄Ασκηση 3.

Το x[n] γράφεται ως

x[n] = cos

(
15πn

4
− π

3

)
=

1

2
ej

15πn
4 e−j

π
3 +

1

2
e−j

15πn
4 ej

π
3 (31)

Ξέρουµε ότι οι συναρτήσεις της µορφής ejω0n είναι ιδιοσυναρτήσεις ενός ΓΧΑ συστήµατος, και η έξοδος
για µια τέτοια ιδιοσυνάρτηση είναι y[n] = H(ejω0)ejω0n.
΄Αρα η έξοδος για είσοδο x[n] = cos

(
15πn
4 − π

3

)
ϑα είναι

y[n] =
1

2
H(ej

15π
4 )ej

15πn
4 e−j

π
3 +

1

2
H(e−j

15π
4 )e−j

15πn
4 ej

π
3 (32)

Είναι

H(ej
15π
4 ) = e−j(

1
2

15π
4

+π
4
) (33)

= e−j
17π
8 (34)

= e−j(
16π
8

+π
8
) (35)

= e−j
π
8 (36)

και

H(e−j
15π
4 ) = e

−j
(

1
2
(− 15π

4
)+π

4

)
= e−j

3π
8 (37)

οπότε

y[n] =
1

2
e−j

π
8 e−j

π
3 ej

15πn
4 +

1

2
e−j

3π
8 ej

π
3 e−j

15πn
4 (38)

=
1

2
e−j

11π
24 ej

15πn
4 +

1

2
e−j

π
24 e−j

15πn
4 (39)

=
1

2
e−j

π
4 (ej

5π
24 ej

15πn
4 ) +

1

2
e−j

π
4 (e−j

5π
24 e−j

15πn
4 ) (40)

= e−j
π
4 cos

(
15πn

4
+

5π

24

)
(41)
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΄Ασκηση 4.

1. (αʹ) σύστηµα αιτιατό, άρα h[n] = 0, n < 0.

(ϐʹ) H(ejω) = H∗(e−jω), άρα h[n] πραγµατικό.

(γʹ) h[n+ 1] ∈ <, άρα έχει µηδενική ϕάση, οπότε είναι συµµετρικό ως προς το n0 = 0. Οπότε το
h[n] ϑα είναι συµµετρικό ως προς το n0 = 1.

΄Αρα αφού είναι h[n] = 0, n < 0 και συµµετρικό ως προς το n0 = 1, ϑα είναι αναγκαστικά
πεπερασµένο, και µάλιστα διάρκειας Ν=3 δείγµατα.

2. Είναι

(αʹ)
1

2π

∫ π

−π
H(ejω)dω =

1

2π

∫ π

−π
H(ejω)ejω0dω = h[0] = 2 = h[2] (42)

και

(ϐʹ)

H(ejπ) = 0 ⇐⇒
2∑

n=0

h[n]e−jπn = 0⇐⇒ (43)

h[0] + h[1]e−jπ + h[2]e−j2π = 0
(42)⇐⇒ 2 + h[1](−1) + 2 = 0⇐⇒ (44)

2− h[1] + 2 = 0 ⇐⇒ h[1] = 4 (45)

΄Αρα το σήµα είναι

h[n] =


2, n = 0, 2
4, n = 1
0, αλλού

(46)

΄Ασκηση 5.

Αφού |H(ejω)| = 1, τότε το πλάτος της εξόδου δεν ϑα αλλάξει, παρά µόνον η ϕάση, που είναι

φ(ω) =

{
−1

3ω + π
2 , ω < 0

−1
3ω −

π
2 , ω > 0

(47)

Είναι
x[n] = cos

(3πn
2

+
π

4

)
=

1

2
ej

3πn
2 ej

π
4 +

1

2
e−j

3πn
2 e

−jπ
4 (48)

και λόγω ιδιότητας ιδιοσυνάρτησης, ϑα είναι

y[n] =
1

2
H(ej

3π
2 )ej

3πn
2 ej

π
4 +

1

2
H(e−j

3π
2 )e−j

3π
2 e−j

π
4 (49)

=
1

2
H(e−j

π
2 )ej

3πn
2 ej

π
4 +

1

2
H(ej

π
2 )e−j

3π
2 e−j

π
4 (50)

=
1

2
1ej

2π
3 ej

3πn
2 ej

π
4 +

1

2
1e−j

2π
3 e−j

3πn
2 ej

π
4 (51)

=
1

2
ej

11π
12 ej

3πn
2 +

1

2
e−j

11π
12 e−j

3πn
2 (52)

= cos

(
3πn

2
+

11π

12

)
(53)
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΄Ασκηση 6.

Ζητείται να δείξετε ότι
+∞∑

n=−∞
sinc2(an) =

1

a
, 0 < a < 1 (54)

Από τη σχέση του Parseval: ∑
n

∣∣∣x[n]∣∣∣2 = 1

2π

∫ π

−π

∣∣∣X(ejω)
∣∣∣2dω (55)

΄Αρα εδώ

x[n] = sinc(an) =
sin(πan)

πan
(56)

Ξέρουµε από ϑεωρία ότι
sin(an)

πn

F←→

{
1, |ω| < a

0, a < |ω| ≤ π
(57)

΄Αρα

x[n] =
sin(πan)

πan
=

1

a

sin(πan)

πn

F←→ X(ejω) =

{
1
a , |ω| < πa

0, αλλού
(58)

΄Αρα

∑
n

sinc2(an) =
1

2π

∫ πa

−πa

(
1

a

)2

dω =
1

2π

(
1

a

)2

ω

]πa
−πa

(59)

=
1

2πa2
(πa+ πa) (60)

=
1

2πa2
2πa (61)

=
1

a
(62)

΄Ασκηση 7.

΄Αν το x[n] περάσει από το ΓΧΑ #1, το οποίο είναι χαµηλοπερατό ϕίλτρο µε συχνότητα αποκοπής
ωc = 0.4π, προφανώς, ϑα κόψει εντελώς το ηµίτονο συχνοτήτων ω0 = 0.6π (αφού 0.6π > 0.4π) και ϑα
περάσουν τα άλλα δύο σήµατα. Η σταθερά

x1[n] = 4 (63)

έχει M.F.
X1(e

jω) = 8πδ(ω) (64)

οπότε περνάει αναλλοίωτη. Το σήµα
x2[n] = δ[n− 2] (65)

έχει M.F.
X2(e

jω) = e−j2ω (66)

άρα ϑα µεταβληθεί ως
W2(e

jω) = X2(e
jω)H1(e

jω) = e−j2ω, |ω| < 0.4π (67)
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Στο πεδίο του χρόνου αυτό ϑα είναι

w2[n] =
1

2π

∫ 0.4π

−0.4π
e−j2ωejωndω (68)

=
1

2π

∫ 0.4π

−0.4π
ejω(n−2)dω (69)

=
1

j2π(n− 2)
ejω(n−2)

]0.4π
−0.4π

(70)

=
1

j2π(n− 2)

(
ej0.4π(n−2) − e−j0.4π(n−2)

)
(71)

=
1

j2π(n− 2)
2j sin

(
0.4π(n− 2)

)
(72)

=
1

π(n− 2)
sin

(
0.4π(n− 2)

)
(73)

=

sin

(
0.4π(n− 2)

)
π(n− 2)

(74)

΄Αρα τελικά στην έξοδο του ΓΧΑ #1 ϑα υπάρχει το σήµα

w[n] =

sin

(
0.4π(n− 2)

)
π(n− 2)

+ 4 = w1[n] + w2[n] (75)

Το δεύτερο ΓΧΑ σύστηµα είναι ένας διαφοριστής, δηλ. παραγωγίζει το σήµα εισόδου του. Οπότε το
σήµα w2[n] = 4 ϑα απαλειφθεί.

Το ΓΧΑ #2 απλά περνάει στην έξοδο την είσοδό του, w[n], και την καθυστέρησή του κατά 1 δείγµα,
w[n− 1], άρα τελικά,

y[n] =

sin

(
0.4π(n− 2)

)
π(n− 2)

−
sin

(
0.4π(n− 3)

)
π(n− 3)

(76)


