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΄Ασκηση 1.

1. (αʹ) x[n] = δ[n− 1], h[n] = 2δ[n] + δ[n− 1]
y[n] = δ[n− 1] ∗ (2δ[n] + δ[n− 1]) = 2δ[n− 1] + δ[n− 2]

(ϐʹ) x[n] = 2δ[n]− δ[n− 1], h[n] = −δ[n] + 2δ[n− 1] + δ[n− 2]
y[n] = 2(−δ[n] + 2δ[n− 1] + δ[n− 2]) + δ[n− 1]− 2δ[n− 2]− δ[n− 3]
= −2δ[n] + 5δ[n− 1]− δ[n− 3]

(γʹ) y[n] = x[n] ∗ h1[n] + x[n] ∗ h2[n]

΄Εστω c1[n] = x[n] ∗ h1[n] και c2[n] = x[n] ∗ h2[n].

c1[n] =



1, n = 1
2, n = 3, n = 11
3, n = 4, n = 10
4, n = 5, n = 9
5, n = 6, n = 8
6, n = 7
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Είναι h2[n] = h1[n− 9], άρα c2[n] = h2[n] ∗ x[n] = h1[n] ∗ x[n] = c1[n− 9]
Είναι :

c1[n− 9] =



1, n = 11
2, n = 12, n = 20
3, n = 13, n = 19
4, n = 14, n = 18
5, n = 15, n = 17
6, n = 16

΄Αρα τελικά, y[n] = c1[n] + c1[n− 9], όπως παραπάνω.

(δʹ) h[n] = h1[n] + h2[n]

x[n] ∗ h1[n] = x[n] ∗ (δ[n]− δ[n− 1]) = x[n]− x[n− 1] =


1, n = −2
1, n = −1
−1, n = 0
−1, n = 2

Είναι x[n] ∗ h2[n] = x[n] ∗ (δ[n− 4] + δ[n− 5]) = x[n− 4] + x[n− 5] =



1, n = 2
3, n = 3
3, n = 4
2, n = 5
1, n = 6
0, αλλού

΄Αρα τελικά,

y[n] =


1, n = −2, n = −1, n = 2, n = 6
−1, n = 0
3, n = 3, n = 4
2, n = 5
0, αλλού

2. Είναι h[n]

(αʹ) Είναι h[n− 1]

(ϐʹ) h[3− n] = h[−n+ 3] = h[−(n− 3)]

(γʹ) Είναι h[n]u[1− n] , u[1− n] =
{

1, n ≤ 1
0,αλλού
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(δʹ) Είναι h[n− 2]u[n− 1] , u[n− 1] =

{
1, n ≥ 1
0,αλλού

(εʹ) Είναι Η h[n − 1] ϕαίνεται στο Σχήµα µε την επισήµανση (1). Το γινόµενο µε δ]n − 2]
παίρνει το δείγµα της h[n− 1] στη ϑέση n = 2, άρα h[n− 1]δ[n− 2]:

(ϛʹ) Είναι Η συνέλιξη µε δ[n − 5] µετατοπίζει το h[n − 1] κατά 5 δείγµατα δεξιά. ΄Αρα η (1)
γίνεται :
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΄Ασκηση 2.

1.

y[n] =
n∑

k=n0

x[k]

• Είναι

y1[n] =
n∑

k=n0

ax1[k] , y2[n] =
n∑

k=n0

bx2[k]

y[n] =
n∑

k=n0

(ax1[k] + bx2[k]) =
n∑

k=n0

ax1[k] +
n∑

k=n0

bx2[k] = y1[n] + y2[n]

΄Αρα είναι γραµµικό.

• Είναι αιτιατό µόνο αν n0 ≥ 0 και n ≥ 0.
• ∆εν είναι ευσταθές γιατί αν |x[n]| < Bx, τότε

|y[n]| = |
n∑

k=n0

x[k]| ≤
n∑

k=n0

|x[k]| <
n∑

k=n0

Bx = Bx(n− n0 + 1)
n→+∞−−−−−→ +∞

• Είναι µε µνήµη (προφανές), ενώ είναι Χ.Α. γιατί

y[n− l] =
n−l∑
k=n0

x[k] και y0[n] =
n∑

k=n0

x[k − l] =
n−l∑
m=n0

x[m] = y[n− l]

2.

y[n] = ex[n+1]

• Είναι y1[n] = eax1[n+1] , y2[n] = ebx2[n+1]
. Εποµένως,

y[n] = eax1[n]+bx2[n] = eax1[n]ebx2[n] 6= y1[n] + y2[n]

΄Αρα είναι µη γραµµικό.

• Είναι ευσταθές γιατί αν |x[n]| ≤ Bx, τότε |y[n]| = |ex[n+1]| ≤ e|x[n+1]| < eBx < +∞.

• ∆εν είναι αιτιατό γιατί απαιτείται µελλοντική τιµή της εισόδου για να υπολογιστεί µία δεδο-

µένη έξοδος.

• Είναι µε µνήµη (προφανές).

• Είναι y[n−n0] = ex[n−n0+1]
και y0[n] = ex[(n−n0)+1] = ex[n−n0+1] = y[n−n0], άρα είναι Χ.Α.

3.

y[n] = x[n] + 3u[n+ 1]

• Είναι y1[n] = ax1[n] + 3u[n+1] , y2[n] = bx2[n] + 3u[n+1] και y[n] = (ax1[n] + bx2[n]) +
3u[n+ 1] 6= y1[n] + y2[n], άρα είναι µη γραµµικό.

• Είναι µη αιτιατό λόγω του u[n+ 1].
• Είναι ευσταθές γιατί αν |x[n]| < Bx, τότε |y[n]| = |x[n] + 3u[n+1]| ≤ |x[n]|+3|u[n+1]| <
Bx + 3u[n+ 1]. ΄Οµως, u[n] = 1 ∀ n ≥ 0, οπότε |y[n]| < Bx + 3, για n ≥ −1 ενώ |y[n]| < Bx,
για n < −1.
• Είναι χωρίς µνήµη (προφανές).

• Είναι µη Χ.Α. γιατί y[n−n0] = x[n−n0]+3y[n−n0+1], ενώ y0[n] = x[n−n0]+3u[n+1] 6=
y[n− n0].
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4.

y[n] =
1

x[n]

• Είναι µη γραµµικό γιατί :

y[n] =
1

ax1[n] + bx2[n]
6= 1

ax1[n]
+

1

bx2[n]
.

• Είναι αιτιατό (προφανές) και χωρίς µνήµη (προφανές).

• Είναι µη ευσταθές γιατί αν 0 ≤ |x[n]| < Bx, τότε

|y[n]| =
∣∣∣∣ 1

x[n]

∣∣∣∣ = 1

|x[n]|
⇒ 1

Bx
< |y[n]| < lim

x[n]→0

1

|x[n]|
= +∞

.

• Είναι Χ.Α γιατί y[n− n0] = 1
x[n−n0]

και y0[n] =
1

x[n−n0]
= y[n− n0].

5.

y[n] = log |x[n]|

• Είναι µη γραµµικό γιατί log |ax1[n] + bx2[n]| 6= log |ax1[n]|+ log |bx2[n]|.
• Είναι χωρίς µνήµη και αιτιατό (προφανή).

• Είναι µη ευσταυθές, γιατί αν 0 ≤ |x[n]| < Bx, τότε |y[n]| = | log |x[n]||, αν x[n] = 0, για

κάποιο n, τότε y[n]→ +∞.

• Είναι Χ.Α. γιατί y[n− n0] = log |x[n− n0]| και y0[n] = log |x[n− n0]| = y[n− n0].

6.

y[n] =
sin(x[n])

n

• Είναι µη γραµµικό γιατί

sin(ax1[n] + bx2[n])

n
6= sin(ax1[n])

n
+

sin(bx2[n])

n

• Είναι χωρίς µνήµη και αιτιατό.

• Είναι µη Χ.Α. γιατί y[n− n0] = sin(x[n−n0])
n−n0

και y0[n] =
sin(x[n−n0])

n 6= y[n− n0].
• Είναι µη ευσταθές γιατί

|y[n]| = | sin(x[n])|
|n|

≤ 1

|n|
⇒ − 1

|n|
≤ |y[n]| ≤ 1

|n|

και για n = 0 , y[0]→ +∞, αν sin(x[n]) 6= 0.
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΄Ασκηση 3.

1.

x[n] = ej(πn/6+π/3) , N0 =
2π

ω0
k =

2π

π/6
k = 12k

k=1−−→ N0 = 12

2.

x[n] = ej3πn/4 , N0 =
2π

ω0
k =

2π

3π/4
k =

8

3
k

k=3−−→ N0 = 8

3.

x[n] = ej
√
2πn/8 , N0 =

2π

ω0
k =

2π√
2π/8

k =
16√
2
k

∆εν υπάρχει N0 ∈ Z.

4.

x[n] =
sin(πn/4)

πn

Για το sin(πn/4), N0 = 2π
π/4 = 8k

k=1−−→ N0 = 8. ΄Οµως η συνάρτηση y[n] = 1
πn δεν είναι

περιοδική, άρα το γινόµενο δεν είναι περιοδικό.

5.

x[n] = e−jπn/10 + e−jn/3 , N1 =
2π

π/10
k = 20k

k=1−−→ N1 = 20 αλλά N2 =
2π

1/3
k = 6πk

∆εν υπάρχει N2 ∈ Z, άρα το άθροισµα δεν είναι περιοδικό.

6.

x[n] = e−jπn/2 + ejπn/2 = 2 cos(
πn

2
) , N0 =

2π

π/2
k = 4k

k=1−−→ N0 = 4

΄Ασκηση 4.

x[n] = a|n|, |a| < 1 h[n] = u[n− 2]

Αλγεβρική λύση:

Είναι

y[n] =
∑
k

x[k]h[n− k] =
∑
k

a|k|u[n− k − 2] =
n−2∑
k=−∞

a|k|
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∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις :

•n− 2 < 0 : y[n] =
n−2∑
k=−∞

a−k =
+∞∑

k=2−n
ak =

+∞∑
k=0

ak −
1−n∑
k=0

ak =
1

1− a
− 1− a2−n

1− a
=
a2−n

1− a
, n < 2

•n−2 ≥ 0 : y[n] =
−1∑

k=−∞
a−k+

n−2∑
k=0

ak =
+∞∑
k=1

ak+
n−2∑
k=0

ak =
1

1− a
−1+1− an−1

1− a
=

1 + a− an−1

1− a
, n ≥ 2

Γραφική λύση:

Πρώτη περίπτωση:

y[n] =

n−2∑
k=−∞

a|k| =

n−2∑
k=−∞

a−k = ίδια λύση µε πριν.

∆εύτερη περίπτωση:

y[n] =
−1∑

k=−∞
a−k +

n−2∑
k=0

ak = ίδια λύση µε πριν.

΄Ασκηση 5.

∆ίνεται το

y[n] +
1

a
y[n− 1] = x[n− 1] , ΓΧΑ και αιτιατό
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1.

h[n] = −1

a
h[n− 1] + δ[n− 1] , h[n] = 0 , n < 0

h[0] = −1

a
h[−1] + δ[−1] = 0

h[1] = −1

a
h[0] + δ[0] = 1

h[2] = −1

a
h[1] + δ[1] = −1

a

h[3] = −1

a
h[2] + δ[2] = −1

a

(
−1

a

)
=

(
−1

a

)2

h[4] = −1

a
h[3] + δ[3] = −1

a

(
−1

a

)2

=

(
−1

a

)3

h[n0] = −
1

a
h[n0 − 1] + δ[n0 − 1] =

(
−1

a

)n0−1

΄Αρα,

h[n] =

(
−1

a

)n−1
, n ≥ 1 =⇒ h[n] =

(
−1

a

)n−1
u[n− 1].

Εναλλακτικά, έστω το σύστηµα

y[n] +
1

a
y[n− 1] = x[n] , ΓΧΑ και αιτιατό

Η κρουστική απόκριση h1[n] προκύπτει ως :

z +
1

a
= 0⇒ z = −1

a
, άρα h1[n] = A

(
−1

a

)n
u[n]

Το ΓΧΑ είναι αιτιατό : h1[n] = 0 , n < 0.

h1[0] = −
1

a
h1[−1] + δ[0] = 0 + 1 = 1 και h1[0] = A

(
−1

a

)0

u[0] = A

Εποµένως A = 1, οπότε

h1[n] =

(
−1

a

)n
u[n]

Η απόκριση του παραπάνω συστήµατος στην είσοδο δ[n − 1] ϑα είναι h[n] = h1[n] =(
− 1
a

)n−1
u[n− 1], που είναι και η απόκριση του συστήµατος

y[n] +
1

a
y[n− 1] = x[n− 1]

2. Για να είναι ευσταθές, πρέπει

∑
n

|h[n]| < +∞⇐⇒
∑
n

∣∣∣∣∣
(
−1

a

)n−1
u[n− 1]

∣∣∣∣∣ =

+∞∑
n=1

∣∣∣∣∣
(
−1

a

)n−1∣∣∣∣∣ =
+∞∑
n=1

∣∣∣∣−1

a

∣∣∣∣n−1
=

+∞∑
k=0

(
1

a

)k
< +∞ , που ισχύει ανν |a| > 1
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΄Ασκηση 6.

y[n] = ay[n− 1] + x[n] µιγαδική, a ∈ C , x[n] ∈ R

•
yR[n] + jyI [n] = ayR[n− 1] + ajyI [n− 1] + x[n]

= (a+ bj)yR[n− 1] + (a+ bj)jyI [n− 1] + x[n]

= ayR[n− 1] + jbyR[n− 1] + ajyI [n− 1]− byI [n− 1] + x[n]

= ayR[n− 1]− byI [n− 1] + x[n] + j(byR[n− 1] + ayI [n− 1])

΄Αρα

yR[n] = ayR[n− 1]− byI [n− 1] + x[n] (1)

και

yI [n] = j(byR[n− 1] + ayI [n− 1]) (2)

• Από (1), είναι

yR[n] = ayR[n− 1]− byI [n− 1] + x[n] (3)

Λύνοντας την (2) ως προς yI [n− 1], έχω:

yI [n− 1] =
1

a
yI [n]−

b

a
yR[n− 1]

και άρα η (1) γράφεται :

yR[n] = ayR[n− 1]− b

a
yI [n] +

b2

a
yR[n− 1] + x[n]⇐⇒ (4)

byI [n− 1] = ayR[n− 1] + (a2 + b2)yR[n− 2] + ax[n− 1]

Αντικαθιστώντας την (5) στην (1) έχουµε:

yR[n] = 2ayR[n− 1]− (a2 + b2)yR[n− 2] + ax[n− 1]

που είναι εξίσωση διαφορών 2ης τάξης που συνδέει το yR[n] µε το x[n].


