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‘Aoknon 1. T Awddeln 18 ypnowonowmoaue v petabinm table(i, j) yia va amo-
6eioupe out CFL € P, onou yia pa un-teppaticn puetabinmm A woyvet

A € table(i,j) <~ (A = WWig - - .wj> )
Atvetar n CNF G
S— AA|e, A— BB|AB|a, B - BA|b.
Yrooyiote ug table(i, j) yia kade 1 < i < j < 4 étot wote va b¢eifete ot abba € L(G).
Avon. Amo 10 Bripa 3. tou alyopibpou (deite Atadedn 18) €xoupe ot
Av A — w; € G, mpooBétel A € table(i, ).

Apa oto 1o BAjpa ektédeong tou adyopibpou éxoupe yia myv table ta €&ng:

[1]2]3]4
A

B

=~ W N =
oy

Znv ouvéxela, amo v enavainyn

afl/=1,...,n:
Vikto. 1<i<k<i+l—1<n:[j=1+0-1]
VA — BC € G:
Av B € table(i, k) ka1 C € table(k + 1, j) tote mpdobeoe A € table(i, j).
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oto 20 BApa (¢ = 2) éxoupe,

oto 30 BApa (¢ = 3) éxoupe,

1|A]|A]S A

2 B| A |AS
3 B B
4 A

oto 4o Brpa (¢ = 4) éxoupse,
[ 1]2] 3 [ 4

1{A|A|S A|S A
2 B| A |AS
3 B B
4 A

H enavaAnyn odorAnpwbnke kat eAéyxoupe
Av S € table(1,n), anobéxetat. AAAOG, aroppirttet.
H petaBAntm) S epgaviletat ot table(1,n), dpa abba € L(G). O

‘Aornon 2 (Aoknorn 7.20 arnd to BiBAio tou M. Sipser). 'Eoto 10 un-Katevduvousvo
yoagnua G. Oswpnote v yAoooa

BPAXEIA AIAAPOMH = {(G, a,b, k) | 10 & mepiéyer amfln adpoput prroug }

10 oAU k amo 1o a oto b

Na é¢iete 61 10 MPO6Anua BPAXEIA AlAaPOMH € P.

Avon.  'Eotww n 1o mAfR0og tov kopudaov tou (. ApKel va KATAOKEUACOUPE pia



dpovuotpto 10 HY-280 ®cwpia YrioAoyiopou

vieteppviotikf) TM 1-tawviag wg €8§ng:

M = Zv eioodo (G, a, b, k):
1. Znpedvoupe v kopudr) a pe O:
2.Ta1=10,...,n:
3. Avn axpr) (v, u) ouvbéet tv v 1) omoia eival onueElREV e 1,
10T onuewvel v u pe ¢ + 1.
4. Av n akpr) b onpewdel pe 1o oAU k, arodégou.
5. AAAwg arépprye.”

[Mapatnpoupe 61t n M 1péxel oto MANO0g TV KOPUP®V KAl TOV AKPWV. XUVEQG,
xpewaetar O(|V| + | E|) unodoyiotuké xpovo. Apa, BPAXEIA AlaapomH € P. [

‘Acoknon 3. Acifte ot n yiwooa ALLpps € P.

Avon. Tvepidoupe 6t n ALLppa eivatl Stayvooun ard TM. Emniong, yvepiloupe
ou n ydwooa Eppa = {(M) | M DFA xat L(M) = 0} eivar duayvoomn and TM.
Enopévag, Sswpoupe wg R tov Siayvootn g AL Lpra kat og T' tov Siayveotn g
Epra. O dayveotng R eivat o §1g:

R =* Zinv eicobo M:
1. Kataokeuadet DFA B to omoio va avayvepidet tnv m
AVTIOTPEPOVIAG TIG TEPPATIKEG KA TIS PN-TEPUATIKEG KOPUPEG.
2. Tpéxer T yia eioodo (B) xat diaylyvooket.
3. Av T arnobéxetatl, arnodéxetat.
4.  Av T anoppirtet, anoppirtet.”

H R duaywyvooket v AL Lpra kaBog 10 Brjpa 2. ektedeital 0 MOAUGVUHIKO XPOVO.
O

‘Aoknon 4 (Aoxknon 7.13 arno to BBAio tou M. Sipser). Metadeon emi evog ouvdiou
(k] = {1,...,k} eivar omowabnmote augiuovooruavin ovvaptnon eni v ouvéAou
avtov. Edv p sivar pua petadeon, 10te n ékppaon pt avanapiotd m ovvdeon g UE TOV
eauto mgt eopég. Asifte ou n yilwooa

oL p, q givar uetadéoeig tou [k|,
OMOIOMETA®ETIKH AYNAMH = } (p, ¢, 1) | ot givar buadikdg aképaiog,
t
Kkaip = ¢'.

Na é¢iete 611 10 MPO6ANUa OMOIOMETA®ETIKH AYNAMH € P.
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Avon.  Apyka ag avaducoupe ta otorxeia g yAwooag. O ¢ eivar duadikog
aképalog, enopévag da éxet v popdn t = ap2’ + a2t + ... + a,2", émou KdPe
ouvteAeotg a; éxet tpy ette 0 eite 1. Enopévag, éxoupe ¢f = 202’ ta2! . +an2"

[Tapatnpoupe Ot N Gl'Jveso 600 petabéocwv Pnopel va eKteAeotel oe TOAUG-
vupiko xpovo. ‘Eote 8Uo petabéoeig 7,z kat [k] 1o ouvodo mou petabétoupe. Ot
petabéoeig eival apppovoorjpavieg, enopéveg n ouvbeon 1 o z[k| sivat évag oeipla-
K0g urtodoyiopog 7(z([k])). Enopéveg, yia va Bpouue to arotédeopa g ouvbeong
r o z|k], apkei va Bpoupe tig aneikovioeig tov ototxeiov tou (k] péow g 2 kat énetta
g petabéoetg tou ouvodou z([k]) péow g r. Autd anatet évav Bpodyxo o oroiog
9a tpéxet yia 6Aa ta otoixeia tou [k]. Tuvenwg, n ouvOeon dUo petabéoewv arnattet
TIOAUMVURIKO XPOvo. Av tpa TpEnel va ekteAéooupe ¢t ouvBeéoelg Sa xpelaotel va
EKTEAEOOUE TOV ITPOYOUPEVO AAYOP1ON0 0t eKOETIKO XpOVO, MG ITPOG TO HIKOG TOU ¢
otav auto avarnapiotatat @g duadikog. Apa autr) 1) TIPOCLYY10T] AMIOTUYXAVEL.

Amé v dAAn, mapatnpoupe 6Tl yia va uroAoyicoupe 1o ¢ umodoyiloupe 1o ¢
VYPeUEVO ot Jia SUvapn tou 2. AUto Propet va ertteuyOel peom enavalapbavopevay
ouvBéoenv tng 161ag petabeong.

Tai=1 1w ¢ =¢ =qogq.

IMa 7 > 1, t6te ) unodoyioupe 10 qQ(i), XPNOHOTIORVIAG TV oUvOeoT ToU q2(i_
pe Tov eautd tou. Ta nmapddetypa, ¢t = ¢? o ¢%, ¢® = ¢* o ¢*, xTA.

XpNOotoMo0UNE autr TV TeXVIKY : umodoywoupe ¢', ¢%, ..., ¢", émou n eivat )
peyaAutepn SUvapn tou 2 n) omoia sivatl pikpotepn tou t. Kabe 6pog eivat 1o tetpaywvo
Tou mpornyoupevou. T'a va Bpoupe 10 ¢¢ apxkel va ouvBécoupe TIG PONYOUHEVES
petabéoetg (tig omoieg €xoupe urmoAoyioelg 11dn) ot omoieg aviiototyouv otoug 1 g
duadikng avanapdaoctaong tou t. O oUVOAIKOG aplBPog cuvbEoewv ivatl To TTIOAU 600
pnKkog tou t. O aAyoplOpog eivatl VIETEPPUIVIOTIKOG KAl TPEXEL O€ TIOAUDVUIKO XPOVO.
Yuvenog, katairnyoupe 6tt OMOIOMETA®ETIKH AYNAMH € P. [

1)

‘Aornon 5 (Aoknon 7.14 aro 1o BBAio tou M. Sipser). H wkiaon P eivar kdsiot) og
nmpo¢ v adln Mg Tapddeong.

Avon.  @floupe va Seifoupe ot av Ly, Ly € P tote [1Ly, € P. YnoBétoupe
Aowuov ou [y € P xat ou Ly, € P. Katd tov optopo, auto onpaivel 0Tt Unapyouv
dayvaooteg My kat My 1.0. o My va givat Stayvootng yia mv Ly pe moAurdokotnta
Xpovou O(nk) kat o M, va eivat dayvootng ya v Ly pe oAUnAokotta Xpovou
O(n*) yua k, ¢ € N.

H yAwooa L, Ly opidetat g

LlLQ = {wlwg | w1 € Ll,wg c Lg}

155vBeon ouvaptriosmv.
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O dwayvwotng yia v L Ly mipénet, dedopévng piag e10066ou w, va rpoorabrjoet
va Bpet pa dapépion 10U w 08 wiwe T.o. wi € Ly Kat wy € Ly. Ovopdaldoupe autov
tov Stayvwotn 1T’ kat Asttoupyel wg €€ng:

T =“Zinv €i00b0 W = wy ... wy,:
1.Twi:=0,...,n:
2. @¢oe wy =Wy ... W; RAL Wy = Wiyq ... Wy.
3. Extéleoe tov M, otnv €icodo w;.
4. Extédeoe tov My otnv 10060 ws.

5. Av kapia ermdoyn) twv wy KAt wy dev 0drynoe oe anodoyrn, tote anéppuye.”

[Tpéret twpa va dei§oupe 011 0 Slayvmotng £Xel MOAUMVUIIKY XPOVIKI] TTIOAUTAOKOTY)-
ta. Awatpéxoupe 1o BApa 2. 1o moAU (n + 1) @opég. Av tpggoune tov M ot éva
urooUvodo tou w, auté da mdpet o oAy O(nf) BrApata. Opoieg, Tpéxoviag Tov
M, og éva urtoouvodo tou w da mapet to oAUy O(nf) Brpata. Tuvendg, pia pévo
enmavaAnyn tou 2. xpnoworoei to oAy O(n*) + O(nf) = O(n®) Brpata, 6mou
z = max{k, {}. OAdxAnpog o iayvoong xpnoornotei étot (n+1)-O(n®) = O(n* )
BApata. Enopéveg, L(M) = L1L, € P. O

‘Acoxrnon 6. H xjaon P sivai kisiot wg mpog v npaln g Kleene star.

Avon.  Ag Sswpricoupe 61t A € P. @¢éhoupe va beioupe 61t A* € P. E@poocov
A € P, untapyet pa vieteppwviotiky pnxavr) Turing M4 pe Xpovikr) roAurdokotnta
O(n*) yia xamowo k € N.

Topa kataokeuddoupe, xprnotpornoloviag v My, évav dayveotn yua to A* kat
delxvoupe 0Tl 11 XPOVIKY] TOU TIOAUTIAOKOTNTA (PPACOETIAl Aro €va ToAumvupo. H
KATaoKeur] pag da mpénet va eivat t.o. w € A* av kat povo av woxvel pia anod ug
akoAoubeg ouvOnNKeg:

e Ww=¢,1
e we A
e Ju,v:w=uvxratu € A" ratv € A*.

Ztov dlayveotn M, agrjvoupe 10 w;; va 8nAcvel v UooupBoAocelpd ToU W =
W W3 . . . Wy, TIOU §EKIVA JIE TO W; KAl TEAE®VEL Pe T0 w;. O 81ayvedotng KataoKeudadet
évav rivaka omou table(i, j) = AAnOég av w; ; € A*. To kdvoupe autd egetadoviag
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OA£G TIG UTTOOUPNBOAOCEIPEG TOU W SEKIVOVIAG ATTO UTIOOUPBOA0OEpEG trjkoug 1 Kat
KataAryoviag otnv uriooupBoAooeipd pnkoug n. ITo ouykekpipéva:
M =*Zwmv elcobo w = wiws . . . Wy:
1. Av w = ¢ 1t01e anodéou, ardiwg
2.Ta l =1,...,n:
3. Twi=1...,n—((—-1):
j=1+40-1
Extédeoe My yia w;
Av M 4 anobéxetat w; ;, tote table(i, j) = AAnOég
AMoOg
Tak=14,...,57—1:
Av table(i, k) = AAnOég kat table(k + 1, 7) = AAnOég
10. wte table(i, j) = AAnOég
11. Av table(1,n) = AAnBég anobégou, ardiwg antppye.”

L 0N T

Twpa avaAuoupe v noAurndokotnta tou dtayveootn M. O alyopiOpog xpnotpornotet
TPEIG EPPOAEUPEVOUG PBpoX0Ug, KaBEvag armod ToUg OTI010UG TIPOCTIEAAUVETAL TO TTOAU
O(n) @opég. Ztov devtepo Bpodxo ektedoupe v M4 oe pia 10080 priKoug to MoAU 7,
OTIOTE 0 OUVOAKOG XPOVog etvat to oAU O(n) - O(n) - (O(nF) +0(n)) = O(n2+max(k1))
Bripata, mou eival MOAU®VURIKOS &G 11pog to 1. [

‘Aoxrnon 7. H kidaon NP sivar kigiot) wg mpog tv mpaén g evwong.

Avon. "Eotww 8U0 yAoooeg A kat B. @¢loupe va dei§oupe 6tt av A, B € NP tdte
AU B € NP. Yrobétoupe doutdov ot A € NP xar6u B € NP, xat NTM M4, Mg n
oroieg 11§ S1aylyvwoKOUV 0 TTIOAU®MVUHIIKO Xpovo. @a katackeudocoupe pia NTM N
n oroia va daytyvwoketl tnyv yAwooa A U B.

N =“ Zwv eicodo w:

1. Mn-vieteppivioukd erudéyet av 9a edéydet katda moco w € Anw € B.
2. Av erudégel A, extedel v M4 yia w, KAl eTMOTPEPEL TO ATIOTEAEOUA.

3. Av ertdé€et B, extedel v Mp yia w, Kal eruotpéet 1o arotédeopa.”

H NTM N 9a extedeotet oe O(1) + max{O(M,),O(Mp)} = max{O(Ma4),O(Mp)}, n
ortoia MmPEret va yivetatl pe fAot) Ttov Pn-VIETEPHIVIOTIKO IMTOAURDVUILKO XPOVo, adouU 1)
M 4 xatr n Mp exktedouvial 0g 1n-VIEEPHUIVIOTIKO MTOAUGVUIKO Xpovo. Emneidr) n NTM

N 81aylyvookel yla v EVEor O UIN-VIEEPHIVIOTIKO TTOAUMVUHIIKO XPOVO, 1] £VROT)
AU B givat otnv NP. O



dpovuotpto 10 HY-280 ®cwpia YrioAoyiopou

‘Aoknon 8 (Aoknon 7.15 aro 1o BiBlio tou M. Sipser). H kidaon NP eivar kdsiomn
®¢ mpog v paln ¢ Tapdadeong.

Avon. "Eoww 8U0 yAoooeg A kat B. @éloupe va dei§oupe 6ttav A, B € NP tdte
AU B € NP. Yrobétoupe doutdov ot A € NP xatou B € NP, xat NTM M4, Mg n

oroieg 11§ S1ay1yvwOoKOUV 0 TTIOAUMVUHIKO Xpovo. @a katackeudacoupe pia NTM N
n oroia va Swaytyvwoket v yAowooa AB.

N =* Zwnv eloobo w:
1. Mn-vteteppiviotkd xopidet tnv w o ., y.
2. Extedel tnv M4 ya .
3. Extedet tnv Mp yua y.

4. Av xkat ot §Uo arnodéxovrat, 10te arodexetat. AAAwG, aroppirteel”

H NTM N 9a extedeotet oe O(1) + O(My) + O(Mp) = max{O(M,),O(Mp)}, n
ortoia mpérnet va yivetat pe BAon ToV Pn-VIETEPHIVIOTIKO TTOAUGVUHIKO XPOVo, apou
n M, xat n Mp exktedouvial 0g Pn-VIEIEPUIVIOTIKO MOAUGVUIIKO Xpovo. Ermedn n
NTM N 81ay1yvoOOoKel yla Vv apdbeon og Pn-VIETEPHUIVIOTIKO MTOAUDVUHIKO XpOvo,
n ntapdaBeon AB sivat otnv NP. [



