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΄Ασκηση 1. Στην ∆ιάλεξη 18 χρησιµοποιήσαµε την µεταβλητή table(i, j) για να απο-
δείξουµε ότι CFL ∈ P, όπου για µια µη-τερµατική µεταβλητή A ισχύει

A ∈ table(i, j) ⇐⇒
(
A

∗
=⇒ wiwi+1 . . . wj

)
.

∆ίνεται η CNF G

S → AA | ε, A → BB | AB | a, B → BA | b.

Υπολογίστε τις table(i, j) για κάθε 1 ≤ i ≤ j ≤ 4 έτσι ώστε να δείξετε ότι abba ∈ L(G).

Λύση. Από το ϐήµα 3. του αλγορίθµου (δείτε ∆ιάλεξη 18) έχουµε ότι

Αν A → wi ∈ G, προσθέτει A ∈ table(i, i).

΄Αρα στο 1ο ϐήµα εκτέλεσης του αλγορίθµου έχουµε για την table τα εξής :

1 2 3 4

1 A
2 B
3 B
4 A

Στην συνέχεια, από την επανάληψη

Για ℓ = 1, . . . , n:
∀i, k τ.ω. 1 ≤ i < k < i+ ℓ− 1 ≤ n: [j = i+ ℓ− 1]
∀A → BC ∈ G:

Αν B ∈ table(i, k) και C ∈ table(k + 1, j) τότε πρόσθεσε A ∈ table(i, j).
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στο 2ο ϐήµα (ℓ = 2) έχουµε,
1 2 3 4

1 A A
2 B A
3 B B
4 A

στο 3ο ϐήµα (ℓ = 3) έχουµε,

1 2 3 4

1 A A S,A
2 B A A, S
3 B B
4 A

στο 4ο ϐήµα (ℓ = 4) έχουµε,

1 2 3 4

1 A A S,A S,A
2 B A A, S
3 B B
4 A

Η επανάληψη ολοκληρώθηκε και ελέγχουµε

Αν S ∈ table(1, n), αποδέχεται. Αλλιώς, απορρίπτει.

Η µεταβλητή S εµφανίζεται στη table(1, n), άρα abba ∈ L(G). □

΄Ασκηση 2 (΄Ασκηση 7.20 από το ϐιβλίο του M. Sipser). ΄Εστω το µη-κατευθυνόµενο
γράφηµα G. Θεωρήστε την γλώσσα

Βραχεια ∆ιαδροµη =

{
⟨G, a, b, k⟩ | το G περιέχει απλή διαδροµή µήκους

το πολύ k από το a στο b

}
Να δείξετε ότι το πρόβληµα Βραχεια ∆ιαδροµη ∈ P.

Λύση. ΄Εστω n το πλήθος των κορυφών του G. Αρκεί να κατασκευάσουµε µια



Φροντιστήριο 10 ΗΥ-280 Θεωρία Υπολογισµού

ντετερµινιστική ΤΜ 1-ταινίας ως εξής :

M =“ Στην είσοδο ⟨G, a, b, k⟩:
1. Σηµειώνουµε την κορυφή a µε 0:
2. Για i = 0, . . . , n:
3. Αν η ακµή (v, u) συνδέει την v η οποία είναι σηµειωµένη µε i,

τότε σηµειώνει την u µε i+ 1.
4. Αν η ακµή b σηµειωθεί µε το πολύ k, αποδέξου.
5. Αλλιώς απέρριψε.”

Παρατηρούµε ότι η M τρέχει στο πλήθος των κορυφών και των ακµών. Συνεπώς,
χρειάζεται O(|V |+ |E|) υπολογιστικό χρόνο. ΄Αρα, Βραχεια ∆ιαδροµη ∈ P. □

΄Ασκηση 3. ∆είξτε ότι η γλώσσα ALLDFA ∈ P.

Λύση. Γνωρίζουµε ότι η ALLDFA είναι διαγνώσιµη από ΤΜ. Επίσης, γνωρίζουµε
ότι η γλώσσα EDFA = {⟨M⟩ | Μ DFA και L(M) = ∅} είναι διαγνώσιµη από ΤΜ.
Εποµένως, ϑεωρούµε ως R τον διαγνώστη της ALLDFA και ως T τον διαγνώστη της
EDFA. Ο διαγνώστης R είναι ο εξής :

R =“ Στην είσοδο M :

1. Κατασκευάζει DFA B το οποίο να αναγνωρίζει την L(M),
αντιστρέφοντας τις τερµατικές και τις µη-τερµατικές κορυφές.

2. Τρέχει T για είσοδο ⟨B⟩ και διαγιγνώσκει.
3. Αν T αποδέχεται, αποδέχεται.
4. Αν T απορρίπτει, απορρίπτει.”

Η R διαγιγνώσκει την ALLDFA καθώς το ϐήµα 2. εκτελείται σε πολυωνυµικό χρόνο.
□

΄Ασκηση 4 (΄Ασκηση 7.13 από το ϐιβλίο του M. Sipser). Μετάθεση επί ενός συνόλου
[k] := {1, . . . , k} είναι οποιαδήποτε αµφιµονοσήµαντη συνάρτηση επί του συνόλου
αυτού. Εάν p είναι µια µετάθεση, τότε η έκφραση pt αναπαριστά τη σύνθεση της µε τον
εαυτό της t ϕορές. ∆είξτε ότι η γλώσσα

Οµοιοµεταθετικη ∆υναµη =

⟨p, q, t⟩ |
οι p, q είναι µεταθέσεις του [k],
ο t είναι δυαδικός ακέραιος,
και p = qt.


Να δείξετε ότι το πρόβληµα Οµοιοµεταθετικη ∆υναµη ∈ P.
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Λύση. Αρχικά ας αναλύσουµε τα στοιχεία της γλώσσας. Ο t είναι δυαδικός
ακέραιος, εποµένως ϑα έχει την µορφή t = a02

0 + a12
1 + . . . + an2

n, όπου κάθε
συντελεστής ai έχει τιµή είτε 0 είτε 1. Εποµένως, έχουµε qt = qa02

0+a121+...+an2n.
Παρατηρούµε ότι η σύνθεση1 δύο µεταθέσεων µπορεί να εκτελεστεί σε πολυω-

νυµικό χρόνο. ΄Εστω δύο µεταθέσεις r, z και [k] το σύνολο που µεταθέτουµε. Οι
µεταθέσεις είναι αµφιµονοσήµαντες, εποµένως η σύνθεση r ◦ z[k] είναι ένας σειρια-
κός υπολογισµός r(z([k])). Εποµένως, για να ϐρούµε το αποτέλεσµα της σύνθεσης
r ◦ z[k], αρκεί να ϐρούµε τις απεικονίσεις των στοιχείων του [k] µέσω της z και έπειτα
τις µεταθέσεις του συνόλου z([k]) µέσω της r. Αυτό απαιτεί έναν ϐρόγχο ο οποίος
ϑα τρέχει για όλα τα στοιχεία του [k]. Συνεπώς, η σύνθεση δύο µεταθέσεων απαιτεί
πολυωνυµικό χρόνο. Αν τώρα πρέπει να εκτελέσουµε t συνθέσεις ϑα χρειαστεί να
εκτελέσουµε τον προηγούµενο αλγόριθµο σε εκθετικό χρόνο, ως προς το µήκος του t
όταν αυτό αναπαρίσταται ως δυαδικός. ΄Αρα αυτή η προσέγγιση αποτυγχάνει.

Από την άλλη, παρατηρούµε ότι για να υπολογίσουµε το q2
i υπολογίζουµε το q

υψωµένο σε µία δύναµη του 2. Αυτό µπορεί να επιτευχθεί µέσω επαναλαµβανόµενων
συνθέσεων της ίδιας µετάθεσης.

Για i = 1, τότε q2
1
= q2 = q ◦ q.

Για i > 1, τότε η υπολογίζουµε το q2
(i), χρησιµοποιώντας την σύνθεση του q2

(i−1)

µε τον εαυτό του. Για παράδειγµα, q4 = q2 ◦ q2, q8 = q4 ◦ q4, κτλ.
Χρησιµοποιούµε αυτή την τεχνική: υπολογιζουµε q1, q2, . . . , qn, όπου n είναι η

µεγαλύτερη δύναµη του 2 η οποία είναι µικρότερη του t. Κάθε όρος είναι το τετράγωνο
του προηγούµενου. Για να ϐρουµε το qt αρκεί να συνθέσουµε τις προηγούµενες
µεταθέσεις (τις οποίες έχουµε υπολογίσεις ήδη) οι οποίες αντιστοιχούν στους 1 της
δυαδικής αναπαράστασης του t. Ο συνολικός αριθµός συνθέσεων είναι το πολύ όσο
µήκος του t. Ο αλγόριθµος είναι ντετερµινιστικός και τρέχει σε πολυωνυµικό χρόνο.
Συνεπώς, καταλήγουµε ότι Οµοιοµεταθετικη ∆υναµη ∈ P. □

΄Ασκηση 5 (΄Ασκηση 7.14 από το ϐιβλίο του M. Sipser). Η κλάση P είναι κλειστή ως
προς την πράξη της παράθεσης.

Λύση. Θέλουµε να δείξουµε ότι αν L1, L2 ∈ P τότε L1L2 ∈ P. Υποθέτουµε
λοιπόν ότι L1 ∈ P και ότι L2 ∈ P . Κατά τον ορισµό, αυτό σηµαίνει ότι υπάρχουν
διαγνώστες M1 και M2 τ.ω. ο M1 να είναι διαγνώστης για την L1 µε πολυπλοκότητα
χρόνου O(nk) και ο M2 να είναι διαγνώστης για την L2 µε πολυπλοκότητα χρόνου
O(nℓ) για k, ℓ ∈ N.

Η γλώσσα L1L2 ορίζεται ως

L1L2 = {w1w2 | w1 ∈ L1, w2 ∈ L2}
1Σύνθεση συναρτήσεων.
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Ο διαγνώστης για την L1L2 πρέπει, δεδοµένης µιας εισόδου w, να προσπαθήσει
να ϐρει µια διαµέριση του w σε w1w2 τ.ω. w1 ∈ L1 και w2 ∈ L2. Ονοµάζουµε αυτόν
τον διαγνώστη T και λειτουργεί ως εξής :

T =“ Στην είσοδο w = w1 . . . wn:
1. Για i = 0, . . . , n:
2. Θέσε w1 = w1 . . . wi και w2 = wi+1 . . . wn.
3. Εκτέλεσε τον M1 στην είσοδο w1.
4. Εκτέλεσε τον M2 στην είσοδο w2.
5. Αν καµία επιλογή των w1 και w2 δεν οδήγησε σε αποδοχή, τότε απέρριψε.”

Πρέπει τώρα να δείξουµε ότι ο διαγνώστης έχει πολυωνυµική χρονική πολυπλοκότη-
τα. ∆ιατρέχουµε το ϐήµα 2. το πολύ (n + 1) ϕορές. Αν τρέξουµε τον M1 σε ένα
υποσύνολο του w, αυτό ϑα πάρει το πολύ O(nk) ϐήµατα. Οµοίως, τρέχοντας τον
M2 σε ένα υποσύνολο του w ϑα πάρει το πολύ O(nℓ) ϐήµατα. Συνεπώς, µια µόνο
επανάληψη του 2. χρησιµοποιεί το πολύ O(nk) + O(nℓ) = O(nz) ϐήµατα, όπου
z = max{k, ℓ}. Ολόκληρος ο διαγνώστης χρησιµοποιεί έτσι (n+1) ·O(nz) = O(nz+1)
ϐήµατα. Εποµένως, L(M) = L1L2 ∈ P. □

΄Ασκηση 6. Η κλάση P είναι κλειστή ως προς την πράξη της Kleene star.

Λύση. Ας ϑεωρήσουµε ότι A ∈ P. Θέλουµε να δείξουµε ότι A∗ ∈ P. Εφόσον
A ∈ P, υπάρχει µια ντετερµινιστική µηχανή Turing MA µε χρονική πολυπλοκότητα
O(nk) για κάποιο k ∈ N.

Τώρα κατασκευάζουµε, χρησιµοποιώντας την MA, έναν διαγνώστη για το A∗ και
δείχνουµε ότι η χρονική του πολυπλοκότητα ϕράσσεται από ένα πολυώνυµο. Η
κατασκευή µας ϑα πρέπει να είναι τ.ω. w ∈ A∗ αν και µόνο αν ισχύει µία από τις
ακόλουθες συνθήκες :

• w = ε, ή

• w ∈ A, ή

• ∃u, v : w = uv και u ∈ A∗ και v ∈ A∗.

Στον διαγνώστη M , αφήνουµε το wi,j να δηλώνει την υποσυµβολοσειρά του w =
w1w2 . . . wn που ξεκινά µε το wi και τελειώνει µε το wj. Ο διαγνώστης κατασκευάζει
έναν πίνακα όπου table(i, j) = Αληθές αν wi,j ∈ A∗. Το κάνουµε αυτό εξετάζοντας
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όλες τις υποσυµβολοσειρές του w ξεκινώντας από υποσυµβολοσειρές µήκους 1 και
καταλήγοντας στην υποσυµβολοσειρά µήκους n. Πιο συγκεκριµένα:

M =“ Στην είσοδο w = w1w2 . . . wn:
1. Αν w = ε τότε αποδέξου, αλλιώς
2. Για ℓ = 1, . . . , n:
3. Για i = 1, . . . , n− (ℓ− 1):
4. j = i+ ℓ− 1

5. Εκτέλεσε MA για wi,j

6. Αν MA αποδέχεται wi,j, τότε table(i, j) = Αληθές
7. Αλλιώς
8. Για k = i, . . . , j − 1:
9. Αν table(i, k) = Αληθές και table(k + 1, j) = Αληθές
10. τότε table(i, j) = Αληθές
11. Αν table(1, n) = Αληθές αποδέξου, αλλιώς απέρριψε.”

Τώρα αναλύουµε την πολυπλοκότητα του διαγνώστη M . Ο αλγόριθµος χρησιµοποιεί
τρεις εµφωλευµένους ϐρόχους, καθένας από τους οποίους προσπελαύνεται το πολύ
O(n) ϕορές. Στον δεύτερο ϐρόχο εκτελούµε την MA σε µια είσοδο µήκους το πολύ n,
οπότε ο συνολικός χρόνος είναι το πολύ O(n) ·O(n) · (O(nk)+O(n)) = O(n2+max(k,1))
ϐήµατα, που είναι πολυωνυµικός ως προς το n. □

΄Ασκηση 7. Η κλάση NP είναι κλειστή ως προς την πράξη της ένωσης.

Λύση. ΄Εστω δύο γλώσσες A και B. Θέλουµε να δείξουµε ότι αν A,B ∈ NP τότε
A ∪B ∈ NP. Υποθέτουµε λοιπόν ότι A ∈ NP και ότι B ∈ NP , και ΝΤΜ MA, MB η
οποίες τις διαγιγνώσκουν σε πολυωνυµικό χρόνο. Θα κατασκευάσουµε µια ΝΤΜ N
η οποία να διαγιγνώσκει την γλώσσα A ∪B.

N =“ Στην είσοδο w:
1. Μη-ντετερµινιστικά επιλέγει αν ϑα ελέγξει κατά πόσο w ∈ A ή w ∈ B.

2. Αν επιλέξει A, εκτελεί την MA για w, και επιστρέφει το αποτέλεσµα.
3. Αν επιλέξει B, εκτελεί την MB για w, και επιστρέφει το αποτέλεσµα.”

Η ΝΤΜ N ϑα εκτελεστεί σε O(1)+max{O(MA), O(MB)} = max{O(MA), O(MB)}, η
οποία πρέπει να γίνεται µε ϐάση τον µη-ντετερµινιστικό πολυωνυµικό χρόνο, αφού η
MA και η MB εκτελούνται σε µη-ντετερµινιστικό πολυωνυµικό χρόνο. Επειδή η ΝΤΜ
N διαγιγνώσκει για την ένωση σε µη-ντετερµινιστικό πολυωνυµικό χρόνο, η ένωση
A ∪B είναι στην NP. □
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΄Ασκηση 8 (΄Ασκηση 7.15 από το ϐιβλίο του M. Sipser). Η κλάση NP είναι κλειστή
ως προς την πράξη της παράθεσης.

Λύση. ΄Εστω δύο γλώσσες A και B. Θέλουµε να δείξουµε ότι αν A,B ∈ NP τότε
A ∪B ∈ NP. Υποθέτουµε λοιπόν ότι A ∈ NP και ότι B ∈ NP , και ΝΤΜ MA, MB η
οποίες τις διαγιγνώσκουν σε πολυωνυµικό χρόνο. Θα κατασκευάσουµε µια ΝΤΜ N
η οποία να διαγιγνώσκει την γλώσσα AB.

N =“ Στην είσοδο w:
1. Μη-ντετερµινιστικά χωρίζει την w σε x, y.

2. Εκτελεί την MA για x.
3. Εκτελεί την MB για y.
4. Αν και οι δύο αποδέχονται, τότε αποδέχεται. Αλλιώς, απορρίπτει”

Η ΝΤΜ N ϑα εκτελεστεί σε O(1) + O(MA) + O(MB) = max{O(MA), O(MB)}, η
οποία πρέπει να γίνεται µε ϐάση τον µη-ντετερµινιστικό πολυωνυµικό χρόνο, αφού
η MA και η MB εκτελούνται σε µη-ντετερµινιστικό πολυωνυµικό χρόνο. Επειδή η
ΝΤΜ N διαγιγνώσκει για την παράθεση σε µη-ντετερµινιστικό πολυωνυµικό χρόνο,
η παράθεση AB είναι στην NP. □


