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΄Ασκηση 1. ∆ίνεται η γλώσσα

ETM = {⟨M⟩ | M ΤΜ και L(M) = ∅}.

Να δείξτε ότι υπάρχει απεικονιστική αναγωγή από το πρόβληµα απόφασης των ΤΜ στο
συµπλήρωµα του προβλήµατος κενότητας των ΤΜ, δηλαδή ATM ≤m ETM.

Λύση. Θα κατασκευάσουµε µια υπολογίσιµη συνάρτηση f η οποία παίρνει ως
όρισµα την περιγραφή ⟨M,w⟩ και επιστρέφει ως αποτέλεσµα την περιγραφή ⟨M ′⟩.
Καθώς κάνουµε απεικονιστική αναγωγή από τη ATM στην ETM ϑα πρέπει

“M αποδέχεται w ⇐⇒ L(M ′) ̸= ∅”

Αναγωγή f :

Είσοδος: ⟨M,w⟩
Περιγραφή: Κατασκευάζουµε µια ΤΜ M ′ η οποία µε είσοδο x εκτελεί τα εξής :

• Αν x ̸= w, απορρίπτει.

• Αλλιώς, η M εκετελείται για w.

Αν η M αποδέχεται την w, τότε αποδέχεται.

΄Εξοδος: ⟨M ′⟩

Ορθότητα. Αν η M αποδέχεται την w τότε και η M ′ αποδέχεται, δηλαδή L(M ′) ̸= ∅.
΄Αρα ⟨M,w⟩ ∈ ATM ⇒ f(⟨M,w⟩) = ⟨M ′⟩ ∈ ETM. Αν L(M ′) ̸= ∅, τότε η M ′ απο-
δέχεται τουλάχιστον µια συµβολοσειρά, έστω w, τότε και η M αποδέχεται την w. ΄Αρα
⟨M ′⟩ = f(⟨M,w⟩) ∈ ETM ⇒ ⟨M,w⟩ ∈ ATM.

Εφόσον η ATM είναι µη-διαγνώσιµη, τότε και η ETM είναι µη-διαγνώσιµη. □
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΄Ασκηση 2. ∆ίνεται η γλώσσα

REGTM = {⟨M⟩ | M ΤΜ και L(M) κανονική γλώσσα }.

Να δείξτε ότι ATM ≤m REGTM.

Λύση. Θα κατασκευάσουµε µια υπολογίσιµη συνάρτηση f η οποία παίρνει ως
όρισµα την περιγραφή ⟨M,w⟩ και επιστρέφει ως αποτέλεσµα την περιγραφή ⟨M ′⟩.
Καθώς κάνουµε απεικονιστική αναγωγή από τη ATM στην REGTM ϑα πρέπει

“M δεν αποδέχεται w ⇐⇒ L(M ′) κανονική”

Αναγωγή f :

Είσοδος: ⟨M,w⟩
Περιγραφή: Κατασκευάζουµε µια ΤΜ M ′ η οποία µε είσοδο x εκτελεί τα εξής

(σηµειώνεται ότι η M ′ έχει κωδικοποιηµένη την περιγραφή της M και του w
στη δική της περιγραφή):

• Προσοµοιώνει την M για w.

• Αν η M αποδέχεται την w, τότε ελέγχει αν x είναι της µορφής 0n1n.
Αν ναι, αποδέχεται, αλλιώς απορρίπτει.

΄Εξοδος: ⟨M ′⟩

Ορθότητα.

M δεν αποδέχεται w ⇒ M ′ δεν αποδέχεται καµία είσοδο.
⇒ L(M ′) = ∅ ⇒ L(M ′) κανονική.

Επίσης,

M αποδέχεται w ⇒ L(M ′) = {0n1n | n ≥ 0} ⇒ L(M ′) µη κανονική.

΄Αρα,

“M δεν αποδέχεται w ⇐⇒ L(M ′) κανονική” ⇒ ATM ≤m REGTM.

Εποµένως, η REGTM δεν είναι αναγνωρίσιµη. □

΄Ασκηση 3. ∆ίνεται η γλώσσα

CONTM = {⟨M1,M2,M3⟩ | M1,M2,M3 ΤΜ και L(M1) = L(M2) ◦ L(M3)}.

Να δείξτε ότι EQTM ≤m CONTM.
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Λύση. Θα κατασκευάσουµε µια υπολογίσιµη συνάρτηση f η οποία ϑα παίρνει
ως όρισµα την περιγραφή ⟨N1, N2⟩ και επιστρέφει ως αποτέλεσµα την περιγραφή
⟨M1,M2,M3⟩. Καθώς κάνουµε απεικονιστική αναγωγή από τη EQTM στην CONTM

ϑα πρέπει
“L(N1) = L(N2) ⇐⇒ L(M1) = L(M2) ◦ L(M3)”

Αναγωγή f :

Είσοδος: ⟨N1, N2⟩
Περιγραφή:

• Θέτουµε M2 = N1 και M2 = N2.

• Κατασκευάζουµε µια ΤΜ M3 η οποία αποδέχεται µόνο την συµβολοσειρά
ε και απορρίπτει όλες τις υπόλοιπες.

΄Εξοδος: ⟨M1,M2,M3⟩

Ορθότητα.

L(N1) = L(N2) ⇐⇒ L(N1) = L(N2) ◦ {ε} ⇐⇒ L(M1) = L(M2) ◦ L(M3).

Επίσης,
L(N1) = L(N2) ⇐⇒ L(M1) = L(M2) ◦ L(M3),

και EQTM στην CONTM. Εποµένως, η CONTM δεν είναι Τ-αναγνωρίσιµη. □

΄Ασκηση 4. Να δείξτε ότι, αν A αναγνωρίσιµη και A ≤m A, τότε A διαγνώσιµη.

Λύση. Εφόσον, A ≤m A, τότε A ≤m A ⇒ A ≤m A. Επίσης, η A είναι
αναγνωρίσιµη και µέσω της απεικονιστικής αναγωγής και η A είναι αναγνωρίσιµη.
Συνεπώς, η A είναι διαγνώσιµη. □

΄Ασκηση 5. ∆ίνεται η γλώσσα

J = {w | είτε w = 0x για κάποιο x ∈ ATM, είτε w = 1y για κάποιο y ∈ ATM}.

Να δείξτε ότι, τόσο η γλώσσα J όσο και η γλώσσα J δεν είναι αναγνωρίσιµες.

Λύση. Θα δείξουµε ότι ATM ≤m J και ATM ≤m J . Θεωρήστε την ακόλουθη
απεικονιστική αναγωγή f από τη γλώσσα ATM στη γλώσσα J , όπου f(w) = 1w.
Παρατηρούµε ότι w ∈ ATM ⇐⇒ 1w ∈ J , και συνεπώς ATM ≤m J .
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Για να αναγάγουµε τη γλώσσα ATM στη γλώσσα J , ϑεωρούµε την αναγωγή g µε
g(w) = 0w. Παρατηρούµε ότι w ∈ ATM ⇐⇒ w /∈ ATM ⇐⇒ 0w /∈ J ⇐⇒ 0w ∈ J .

Οι f, g είναι υπολογίσιµες συναρτήσεις, συνεπώς τόσο η γλώσσα J όσο και η
γλώσσα J δεν είναι αναγνωρίσιµες.

□

΄Ασκηση 6. Ορίζουµε ως 2-DFA έναν ντετερµινιστικό πεπερασµένο αυτοµατισµό που
διαθέτει δύο αναγνώστες-κεφαλές, οι οποίες είναι αµφίδροµες και µπορούν να κινηθούν
ανεξάρτητα προς οποιαδήποτε κατεύθυνση. Οι κεφαλές ξεκινούν από την αριστερή
άκρη της ταινίας εισόδου και µπορούν να κινηθούν ανεξάρτητα. Η ταινία ενός 2-DFA
είναι πεπερασµένη και είναι ακριβώς τόσο µεγάλη ώστε να χωρά την είσοδο συν δύο
επιπλέον κελιά κενού, ένα στην αριστερή άκρη και ένα στη δεξιά, τα οποία λειτουργούν
ως οριοθέτες. Το αυτόµατο αποδέχεται την είσοδο του αν καταλήξει σε µια ειδική
κατάσταση αποδοχής.1

΄Εστω η γλώσσα

A2−DFA = {⟨M,x⟩ | M είναι ένα 2-DFA και M αποδέχεται την είσοδο x}.

∆είξτε ότι η A2-DFA είναι διαγνώσιµη.

Λύση. Εκ΄ κατασκευής υπάρχει πεπερασµένο πλήθος υπολογισµών στις οποίες
µπορεί να ϐρεθεί ένα 2-DFA. ΄Εστω ότι το 2-DFA έχει |K| καταστάσεις και είσοδο
µεγέθους n. Κάθε κεφαλή µπορεί να ϐρεθεί το πολύ σε n διαφορετικές ϑέσεις και το
συνολικό πλήθος των υπολογισµών είναι |K|(n+2)2. ΄Αρα, η ΤΜ L που διαγιγνώσκει
την A2−DFA είναι,

L =“ Για είσοδο ⟨M,w⟩, όπου M 2-DFA και w σµυβολοσειρά:
1. Προσοµοίωση M και w για το πολύ |K|(n+ 2)2 επαναλήψεις

(ή) εώς ότου τερµατίσει.
2. Αν M τερµατίσει, αποδέχεται.
3. Αν M εξαντλήσει τις επαναλήψεις χωρίς να τερµατίσει, απορρίπτει.

Αλλιώς, απέρριψε.”

□

΄Ασκηση 7. ΄Εστω ότι το αλφάβητο της ταινίας όλων των ΤΜ σε αυτό το πρόβληµα
είναι Γ = {0, 1,⊔}. Ορίζουµε τη συνάρτηση του δραστήριου κάστορα (busy beaver)
BB : N → N ως εξής. Για κάθε τιµή του k, εξετάζουµε όλες τις ΤΜ µε k καταστάσεις, οι

1 ΄Ενα 2-DFA µπορεί να αναγνωρίσει τη γλώσσα {anbncn | n ≥ 0}.
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οποίες τερµατίζουν όταν ξεκινήσουν µε άδεια ταινία. Το BB(k) είναι ο µέγιστος αριθµός
άσσων που ϑα παραµείνουν στην ταινία µεταξύ όλων αυτών των µηχανών. ∆είξτε ότι η
BB δεν είναι υπολογίσιµη συνάρτηση.

Λύση. Υποθέτουµε ότι η BB είναι υπολογίσιµη συνάρτηση. Τότε υπάρχει µια
ΤΜ F που υπολογίζει τη BB. Χωρίς απώλεια γενικότητας, ϑεωρούµε ότι F είναι
µια ΤΜ που, σε είσοδο 1n, τερµατίζει µε 1BB(n) στην ταινία για κάθε n. Τώρα,
κατασκευάζουµε µια ΤΜ M που τερµατίζει όταν ξεκινά µε άδεια ταινία, ϐασισµένη
στο F :

• Στο Βήµα 1, η M γράφει n άσσους στην ταινία.

• Στο Βήµα 2, η M διπλασιάζει τους άσσους στην ταινία.

• Στο Βήµα 3, η M προσοµοιώνει το F στην είσοδο 12n.

Εποµένως, η M ϑα τερµατίσει πάντα µε BB(2n) άσσους όταν ξεκινά µε άδεια ταινία.
Για να υλοποιηθεί η M , χρειαζόµαστε το πολύ n καταστάσεις για να εκτελεστεί το

Βήµα 1 και ένα σύνολο από c καταστάσεις για να εκτελεστούν τα Βήµατα 2 και 3,
για κάποια σταθερά c. Σύµφωνα µε τον ορισµό, έχουµε ότι BB(n + c) = ο µέγιστος
αριθµός άσσων που µια ΤΜ µε n+c καταστάσεις ϑα τερµατίσει, που είναι τουλάχιστον
ο αριθµός άσσων µε τον οποίο τερµατίζει η M . Αυτό σηµαίνει ότι BB(n+c) ≥ BB(2n)
ισχύει για κάθε n.

Ωστόσο, η BB(k) είναι µια γνησίως αύξουσα συνάρτηση. Συνεπώς, BB(n+ c) <
BB(2n) όταν n > c, και έτσι καταλήγουµε σε αντίφαση. □


