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΄Ασκηση 1. Κατασκευάσαµε την ΤΜ που αναγνωρίζει την γλώσσα L = {0n1n0n | n ≥
0}.

Λύση. Περιγραφή λειτουργίας M :

M = ”Για είσοδο w :

1. Εάν είσοδος κενή συµβολοσερά, αποδεχόµαστε. Αν όχι απορρίπτουµε.
2. Αλλιώς, διαβάζει το αριστερότερο σύµβολο. Εάν δεν είναι 0, απορρίπτουµε.

΄Εαν είναι 0, το µαρκάρει µε X.
3. Μπαίνει στην κατάσταση q1, κινείται δεξιά εως ότου ϐρει το 1ο 1, το µαρκάρει µε Y.
4. Μπαίνει στην κατάσταση q2, κινείται δεξιά εως ότου ϐρει το 1ο 0, το µαρκάρει µε Z.
5. Μπαίνει στην κατάσταση q3, κινείται αριστερά έως το 1ο X.

κάνει µεταβολή στο X και εάν συναντήσει 0, πάει στο 2..
6. Εάν συναντήσει Y, ελέγχει αν υπάρχουν Y ακολουθούµενα από Z.”

Τυπικά, η ΤΜ M = (K,Σ,Γ, δ, s, qacc, qrej) ϑα έχει τα εξής χαρακτηριστικά:

K = {q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6, , qacc, qrej},

Σ = {0, 1},

Γ = {0, 1,X,Y,Z,⊔},

s = q0.
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Η συνάρτηση µετάβασης δ είναι :

q σ δ(q, σ) Σχόλιο
q0 0 (q1,X, R) µαρκάρει αριστερότερο 0
q0 ⊔ (qacc,⊔, R) κενή συµβολοσειρά, αποδέχεται
q1 0 (q1, 0, R) κινείται δεξιά, προσπερνά 0
q1 Y (q1,Y, R) κινείται δεξιά, προσπερνά Y
q1 1 (q2,Y, R) συναντάει 1 και τον µαρκάρει µε Y
q2 1 (q2, 1, R) κινείται δεξιά, προσπερνά 1
q2 Z (q2,Z, R) κινείται δεξιά, προσπερνά Z
q2 0 (q3,Z, L) συναντάει 0 και τον µαρκάρει µε Z κάνει µεταβολή
q3 0 (q3, 0, L) κινείται αριστερά προσπερνώντας 0
q3 1 (q3, 1, L) κινείται αριστερά προσπερνώντας 1
q3 Y (q3,Y, L) κινείται αριστερά προσπερνώντας Y
q3 Z (q3,Z, L) κινείται αριστερά προσπερνώντας Z
q3 X (q4,X, R) όταν συναντήσει X κάνει µεταβολή
q4 0 (q1,X, R) µπαίνει στην q1 για νέα επανάληψη
q4 Y (q5,Y, R) εξαντλήθηκαν τα πρώτα 0n στην q5
q5 Y (q5,Y, R) προσπερνά µόνο Y
q5 Z (q6,Z, R) όταν συναντήσει Z µπαίνει στην q6
q6 Z (q6,Z, R) προσπερνά µόνο Z, εάν υπάρχουν ...
q6 ⊔ (qacc,⊔, R) ... µόνο Z που Y, αποδέχεται

□

΄Ασκηση 2. Περιγράψτε τον υπολογισµό της µηχανής της ΄Ασκησης 1 για είσοδο 001100
και 00100.

Λύση. Η λειτουργία της µηχανής για είσοδο 001100 είναι,

(q0, 001100) ⊢M (q1,X01100) ⊢M (q1,X01100) ⊢M (q2,X0Y100) ⊢M (q2,X0Y100)

⊢M (q3,X0Y1Z0) ⊢M (q3,X0Y1Z0) ⊢M (q3,X0Y1Z0) ⊢M (q3,X0Y1Z0)

⊢M (q4,X0Y1Z0) ⊢M (q1,XXY1Z0) ⊢M (q1,XXY1Z0) ⊢M (q2,XXYYZ0)

⊢M (q2,XXYYZ0) ⊢M (q3,XXYYZZ) ⊢M (q3,XXYYZZ)

⊢M (q3,XXYYZZ) ⊢M (q3,XXYYZZ) ⊢M (q4,XXYYZZ)

⊢M (q5,XXYYZZ) ⊢M (q5,XXYYZZ) ⊢M (q6,XXYYZZ)

⊢M (q6,XXYYZZ⊔) ⊢M (qacc,XXYYZZ ⊔ ⊔)
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Η λειτουργία της µηχανής για είσοδο 001100 είναι,

(q0, 00100) ⊢M (q1,X01100) ⊢M (q1,X0100) ⊢M (q2,X0Y00)

⊢M (q3,X0YZ0) ⊢M (q3,X0YZ0) ⊢M (q3,X0YZ0)

⊢M (q4,X0YZ0) ⊢M (q1,XXYZ0) ⊢M (q1,XXYZ0) → απόρριψη.

□

΄Ασκηση 3. ∆ίνεται η γλώσσα

AΗΥ280 = {⟨M⟩ | M ΤΜ και αποδέχεται την συµβολοσειρά ΗΥ280}.

Να αποδείξετε ότι η AΗΥ280 δεν είναι διαγνώσιµη.

Λύση. ΄Εστω ότι η AΗΥ280 είναι διαγνώσιµη, άρα υπάρχει µηχανή Turing, έστω
D, η οποία διαγιγνώσκει την AΗΥ280. Θα κάνουµε αναγωγή το HALTΤΜ στο AΗΥ280.
Κατασκευάζουµε µια µηχανή Turing, έστω T , η οποία να διαγιγνώσκει την γλώσσα
HALTΤΜ.

T =“ Για είσοδο ⟨M,w⟩, όπου M TM και w ∈ Σ∗:
1. Κωδικοποιούµε την ΤΜ M ′(x) ως εξής :

Εκτέλεσε M µε είσοδο w.
2. Αν η D για είσοδο ⟨M ′⟩ αποδεχθεί, τότε αποδέχεται.
3. Αν η D για είσοδο ⟨M ′⟩ απορρίπτει, τότε απορρίπτεται.”

Συνεχίζουµε, µε την απόδειξη την ορθότητας. ΄Εστω ότι η M τερµατίζει για είσοδο w,
τότε η M ′ αποδέχεται κάθε είσοδο x. ∆ηλαδή, αποδέχεται την συµβολοσειρά ΗΥ280.
΄Αρα η D αποδέχεται την ⟨M ′⟩. Εποµένως, η T αποδέχεται την ⟨M,w, ⟩. ΄Εστω ότι η
M δεν τερµατίζει για είσοδο w, τότε η M ′ δεν αποδέχεται για κάθε είσοδο x. ∆ηλαδή,
η M ′ δεν αποδέχεται την συµβολοσειρά ΗΥ280. ΄Αρα η D απορρίπτει την ⟨M ′⟩.
Εποµένως, η T απορρίπτει την ⟨M,w⟩. Και στις δύο περιπτώσεις η λειτουργία της T
είναι ορθή. Συνεπώς καταλήξαµε σε άτοπο καθώς η HALTΤΜ είναι µη-διαγνώσιµη.
Εποµένως και η AΗΥ280 δεν είναι διαγνώσιµη. □

΄Ασκηση 4. ∆ίνεται ένα DFA D και µια κανονική έκφραση (Regex) R. Θεωρείστε το
πρόβληµα καθορισµού της ισοδυναµίας µεταξύ D και R. Είναι το πρόβληµα επιλύσιµο;

Λύση. Αρχικά ϑα γράψουµε τυπικά, δηλαδή µε µια γλώσσα, το πρόβληµα. Η
γλώσσα του προβλήµατος είναι :

EQDFA, Regex = {⟨D,R⟩ | D DFA, R Regex και L(D) = L(R)}.
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Θα κατασκευάσουµε ΤΜ για το EQDFA,Regex ως εξής :

S =“ Για είσοδο ⟨D,R⟩, όπου D DFA και R Regex:
1. Μετατρέπουµε την R στο ισοδύναµο DFA B.
2. Χρησιµοποιούµε την EQDFA για είσοδο ⟨D,B⟩.
3. ΄Εξοδος, το αποτέλεσµα του διαγνώστη της EQDFA.”

Εφόσον η EQDFA είναι διαγνώσιµη και η µετατροπή της R στο αυτόµατο B απαιτεί
πεπερασµένο χρόνο, τότε η EQDFA, Regex είναι διαγνώσιµη. Συνεπώς, το πρόβληµα
είναι επιλύσιµο. □

΄Ασκηση 5. Θεωρείστε µια ΤΜ M 2-ταινιών 2-TM η οποία γράφει ένα µη-κενό σύµβολο
στην δεύτερη ταινία µόνο όταν υπολογίζει κάποια συµβολοσειρά. Είναι η γλώσσα των
M µε την προαναφερθείσα περιγραφή διαγνώσιµη;

Λύση. Αρχικά, γράφουµε τυπικά την γλώσσα της εκφώνησης. Αυτή είναι η,

A =

{
⟨M⟩ | M 2-TM η οποία γράφει ένα µη-κενό σύµβολο στην δεύτερη

ταινία µόνο όταν υπολογίζει κάποια συµβολοσειρά.

}
Υποθέτουµε ότι η A είναι διαγνώσιµη, άρα υπάρχει ΤΜ διαγνώστης R η οποία

διαγιγνώσκει για την A. Θα κάνουµε αναγωγή από το ATM στη A. Προς αυτό, ϑα
κατασκευάσουµε ΤΜ S η οποία να διαγιγνώσκει για την ATM ως εξής :

S =“ Για είσοδο ⟨M,w⟩, όπου M και w σµυβολοσειρά:
1. Από M και w κατασκεύασε 2- Tw ως εξής :
Tw = “ Για είσοδο ⟨M,w⟩:
1. Προσοµοίωσε την M για w στην 1η ταινία.
2. Αν η προσοµοίωση καταλήξει σε αποδοχή, τότε γράψε

µη-κενό σύµβολο στην 2η ταινία.”
2. Εκτέλεσε R στο ⟨Tw⟩ και έλεγξε αν το Tw γράφει µη-κενό σύµβολο.
3. Αν R αποδέχεται, τότε M αποδέχεται w, αποδέχεται.

Αλλιώς, απορρίπτει.”

΄Αρα η ATM είναι διαγνώσιµη, το οποία αποτελεί αντίφαση καθώς η ATM δεν είναι
διαγνώσιµη. Συνεπώς, A είναι µη-διαγνώσιµη γλώσσα. □

΄Ασκηση 6. ∆ίνεται η γλώσσα

L = {⟨M,D⟩ | M ΤΜ , D DFA L(M) = L(D)}.

Να αποδείξετε ότι η LΡεγυλαρ δεν είναι διαγνώσιµη.
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Λύση. Θα κάνουµε αναγωγή από το AΤΜ στο L. ΄Εστω ότι η L είναι διαγνώσιµη,
άρα υπάρχει µηχανή Turing, έστω S, η οποία την διαγιγνώσκει. Κατασκευάζουµε
µια µηχανή Turing, έστω H, η οποία να διαγιγνώσκει την γλώσσα AΤΜ.

H =“ Για είσοδο ⟨M,w⟩, όπου M TM και w ∈ Σ∗:
1. Κωδικοποιούµε την ΤΜ M ′(x) ως εξής :

Αν x ̸= w απέρριψε.
Αλλιώς, εκτέλεσε M µε είσοδο w.

Αν η M αποδεχθεί, αποδέχεται.
Αν η M απορίπτει, απορρίπτει.

2. Κωδικοποιούµε ένα DFA D τ.ω. L(D) = L(w) = {w}.
3. Εκτελούµε την S µε είσοδο ⟨M ′, D⟩.
4. Αν αποδεχθεί, αποδέχεται.

Αλλιώς, απορρίπτει.”

Συνεχίζουµε µε την απόδειξη της ορθότητας. Εάν ⟨M,w⟩ ∈ AΤΜ, τότε ο M αποδέχεται
την w. Εποµένως, η M ′ δέχεται την w και απορρίπτει όλα τα υπόλοιπα, άρα L(M ′) =
{w}. Συνεπώς, L(M ′) = L(D), και έτσι η S αποδέχεται την ⟨M ′, D⟩. ΄Αρα η H
αποδέχεται το ⟨M,w⟩.

Αν ⟨M,w⟩ /∈ ATM , τότε η M δεν αποδέχεται το w. Εποµένως, L(M ′) = ∅.
΄Αρα L(M ′) ̸= L(D), αφού L(D) = {w}. Εποµένως, η S απορρίπτει το ⟨M ′, D⟩
και έτσι η H απορρίπτει την x. Συνεπώς καταλήξαµε σε άτοπο καθώς η AΤΜ είναι
µη-διαγνώσιµη. Εποµένως και η L δεν είναι διαγνώσιµη. □

΄Ασκηση 7. ∆ίνονται τα προβλήµατα A και B. Αποδείξτε ότι τα παρακάτω είναι ισο-
δύναµα:

1. A ≤ B

2. A ≤ B

3. A ≤ B

4. A ≤ B

Λύση. 1) ⇒ 2) : ΄Εστω A ≤ B. Εποµένως, αν υπάρχει ένας διαγνώστς O για το
B, µπορούµε να κατασκευάσουµε έναν διαγνώστη R για το A. ΄Εστω ότι ο R′ εκτελεί
τον R και επιστρέφει το αντίθετο αποτέλεσµα. Ο R′ είναι ένας διαγνώστη για το A
χρησιµοποιώντας τον O. ΄Αρα, A ≤ B.
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2) ⇒ 3) : ΄Εστω A ≤ B. Αν υπήρχε ένας διαγνώστης O για το B, τότε ϑα
µπορούσαµε να κατασκευάσουµε έναν διαγνώστη O′ για το B εκτελώντας τον O και
επιστρέφοντας το αντίθετο αποτέλεσµα. Αλλά, εφόσον A ≤ B, ϑα µπορούσαµε να
χρησιµοποιήσουµε τον O′ για να κατασκευάσουµε έναν διαγνώστη για το A. Επο-
µένως, A ≤ B.

3) ⇒ 4) : ΄Εστω A ≤ B. Εποµένως, αν υπάρχει ένας διαγνώστης O για το B,
µπορούµε να κατασκευάσουµε έναν διαγνώστη R για το A. ΄Εστω ότι ο R′ εκτελεί
τον R και επιστρέφει το αντίθετο αποτέλεσµα. Ο R′ είναι διαγνώστης για το A = A
χρησιµοποιώντας τον O. ΄Αρα, A ≤ B.

4) ⇒ 1) : ΄Εστω A ≤ B. Αν υπήρχε ένας διαγνώστης O για το B, τότε ϑα
µπορούσαµε να κατασκευάσουµε έναν διαγνώστη O′ για το B εκτελώντας τον O και
επιστρέφοντας το αντίθετο αποτέλεσµα. Αλλά, εφόσον A ≤ B, ϑα µπορούσαµε να
χρησιµοποιήσουµε τον O′ για να κατασκευάσουµε έναν διαγνώστη για το A. Επο-
µένως, A ≤ B. □


