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΄Ασκηση 1. Για τις ακόλουθες κανονικές εκφράσεις,

r1 = 0∗ ∪ 1∗, r2 = 01∗ ∪ 10∗ ∪ 1∗0 ∪ (0∗1)∗

1. ϐρείτε µια συµβολοσειρά που αντιστοιχεί στη r2 αλλά όχι στη r1 και

2. ϐρείτε µια συµβολοσειρά που αντιστοιχεί και στις δύο r1 και r2.

Λύση.

1. Οποιαδήποτε συµβολοσειρά που αποτελείται µόνο από 0 ή µόνο από 1 και η
κενή συµβολοσειρά είναι στη r1. ΄Ετσι, πρέπει να ϐρούµε συµβολοσειρές της r2
που περιέχουν τουλάχιστον ένα 0 και τουλάχιστον ένα 1. Για παράδειγµα, οι 01
και 10 είναι τέτοιες συµβολοσειρές.

2. Μια συµβολοσειρά που αντιστοιχεί στη r1 αποτελείται µόνο από 0 ή µόνο από
1 ή την κενή συµβολοσειρά. Οι µόνες συµβολοσειρές που αντιστοιχούν στη
r2 και αποτελούνται µόνο από 0 ή 1 είναι οι 0, 1 και οι συµβολοσειρές που
αποτελούνται µόνο από 1 (από το (0∗1)∗).

□

΄Ασκηση 2. ΄Εστω r1 και r2 αυθαίρετες κανονικές εκφράσεις πάνω σε κάποιο αλφάβη-
το. Βρείτε µια απλή (η συντοµότερη και µε τα λιγότερο εµφωλιασµένα ∗ και ∪) κανονική
έκφραση που είναι ίση µε κάθε µία από τις παρακάτω κανονικές εκφράσεις.

(r1 ∪ r2 ∪ r1r2 ∪ r2r1)
∗, (r1(r1 ∪ r2)

∗)+.

Λύση. Θα χρησιµοποιήσουµε το αλφάβητο Σ = {0, 1}. Μια γενική στρατηγική
για να προσεγγίσουµε αυτό το είδος ερώτησης είναι να προσπαθήσουµε να δούµε αν
είναι ίσες µε απλές κανονικές εκφράσεις που µας είναι γνωστές, όπως 0, 1, 0+, (0∪1),
(0 ∪ 1)+ κ.λ.π.
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1. Εφόσον (r1 ∪ r2)
∗ αντιπροσωπεύει όλες τις συµβολοσειρές που αποτελούνται

από συµβολοσειρές του r1 και/ή του r2, το r1r2 ∪ r2r1 στην δεδοµένη κανονική
έκφραση είναι περιττό, δηλαδή, δεν παράγουν καµία συµβολοσειρά που δεν
αντιπροσωπεύεται από το (r1 ∪ r2)

∗. ΄Ετσι, το (r1 ∪ r2 ∪ r1r2 ∪ r2r1) ανάγεται σε
(r1 ∪ r2).

2. Το (r1(r1 ∪ r2)
∗)+ σηµαίνει ότι όλες οι συµβολοσειρές που αντιπροσωπεύονται

από αυτό πρέπει να αποτελούνται από µία ή περισσότερες συµβολοσειρές του
(r1(r1∪ r2)

∗). Ωστόσο, οι συµβολοσειρές του (r1(r1∪ r2)
∗) ξεκινούν µε µια συµ-

ϐολοσειρά του r1 ακολουθούµενη από οποιονδήποτε αριθµό συµβολοσειρών
που λαµβάνονται αυθαίρετα από το r1 και/ή το r2. ΄Ετσι, οτιδήποτε έρχεται µε-
τά το πρώτο r1 στο (r1(r1∪r2)∗)+ αντιπροσωπεύεται από το (r1∪r2)∗. Εποµένως,
το (r1(r1 ∪ r2)

∗) αντιπροσωπεύει επίσης τις συµβολοσειρές του (r1(r1 ∪ r2)
∗)+,

και αντίστροφα το (r1(r1 ∪ r2)
∗)+ αντιπροσωπεύει τις συµβολοσειρές που α-

ντιπροσωπεύονται από το (r1(r1 ∪ r2)
∗). ΄Ετσι, το (r1(r1 ∪ r2)

∗)+ ανάγεται σε
(r1(r1 ∪ r2)

∗).

□

΄Ασκηση 3. Μετατρέψτε την κανονική έκφραση (0 + 1)∗100 σε NFA.

Λύση. Ξεκινάµε από τα σύµβολα του αλφαβήτου,

0 1

Κατασκευάζουµε εν συνεχεία την κανονική έκφραση 0 + 1,

ε

ε

0

1

Προχωράµε µε την κατασκευή της κανονικής έκφρασης (0 + 1)∗,
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ε

ε

ε

0

1

ε

ε

Η κανονική έκφραση 100 δίνει το παρακάτω αυτόµατο,
1 ε 0 ε 0

Παραθέτουµε τις δύο τελευταίες κανονικές εκφράσεις, παράγοντας την κανονική έκ-
ϕραση (0 + 1)∗100. Εποµένως, το ισοδύναµο πεπερασµένο αυτόµατο ϑα είναι,

ε

ε

ε

0

1

1

ε 0 ε 0

ε

ε

ε

□

΄Ασκηση 4. Μετατρέψτε το παρακάτω GNFA σε ισοδύναµη κανονική έκφραση,

q0 q1

q2

0

1

1

0

0, 1
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Λύση. Αρχικά κανονικοποιούµε το αυτόµατο και προσθέτουµε όλες τις ∅-
µεταβάσεις,

s q0 q1

q2 t

ε

∅

∅

∅

0

∅

1

∅
1

∅

0
∅

0, 1

∅1

ε

∆ιαγράφουµε την κατάσταση q0,

• Στο υπογράφηµα sq0q1, η s ϑα συνδέεται µε την q1 µέσω της κανονικής έκφρα-
σης ∅ ∪ ε∅∗0 = ε0 = 0.

• Στο υπογράφηµα sq0q2, η s ϑα συνδέεται µε την q2 µέσω της κανονικής έκφρα-
σης ∅ ∪ ε∅∗1 = ε1 = 1.

• Στο υπογράφηµα sq0t, η s ϑα συνδέεται µε την t µέσω της κανονικής έκφρασης
∅ ∪ ε∅∗∅ = ε∅ = ∅.

• Στο υπογράφηµα q1q0q2, η q1 ϑα συνδέεται µε την q2 µέσω της κανονικής έκ-
ϕρασης 0 ∪ ∅∅∗1 = 0.

• Στο υπογράφηµα q1q0t, η q1 ϑα συνδέεται µε την t µέσω της κανονικής έκφρασης
∅ ∪ ∅∅∗∅ = ∅.

• Στο υπογράφηµα q2q0q1, η q2 ϑα συνδέεται µε την q1 µέσω της κανονικής έκ-
ϕρασης ∅ ∪ 1∅∗0 = 10.

• Στο υπογράφηµα q2q0t, η q2 ϑα συνδέεται µε την t µέσω της κανονικής έκφρασης
ε ∪ 1∅∗∅ = ε.

Σύµφωνα µε την παραπάνω ανάλυση, επαναδροµολογούµε τις µεταβάσεις και το
αυτόµατο γίνεται,
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s

q1

q2

t

0

1

∅

1

0

∅

0, 1

10

ε

∆ιαγράφουµε την κατάσταση q1,

• Στο υπογράφηµα sq1q2, η s ϑα συνδέεται µε την q2 µέσω της κανονικής έκφρα-
σης 1 ∪ 01∗0.

• Στο υπογράφηµα sq1t, η s ϑα συνδέεται µε την t µέσω της κανονικής έκφρασης
∅ ∪ 01∗∅ = ∅.

• Στο υπογράφηµα q2q1t, η q2 ϑα συνδέεται µε την t µέσω της κανονικής έκφρασης
ε ∪ 101∗∅ = ε.

Ξανά επαναδροµολογούµε τις µεταβάσεις και το αυτόµατο γίνεται,

s q2 t
1 ∪ 01∗0

∅

0, 1

ε

Τέλος, διαγράφουµε και την κατάσταση q2. Εποµένως καταλήγουµε στο αυτόµατο,

s t
(1 ∪ 01∗0)(0 ∪ 1)∗ε

Η ισοδύναµη κανονική έκφραση είναι η R = (1 ∪ 01∗0)(0 ∪ 1)∗. □

΄Ασκηση 5. ΄Εστω η γλώσσα A = {w | w = 1k
2
, k ∈ N}. Να δείξετε ότι η A δεν είναι

κανονική.
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Λύση. Η γλώσσα A αποτελείται από όλες τις συµβολοσειρές 1 που το µήκος
τους είναι τέλειο τετράγωνο. ΄Εστω ότι η A είναι κανονική γλώσσα, άρα ισχύει το
Λήµµα ΄Αντλησης. Για p ≥ 1 διαλέγουµε την συµβολοσειρά s = 1p

2. Παρατηρούµε
ότι, |s| = p2 ≥ p. ΄Αρα από το Λήµµα ΄Αντλησης υπάρχει διαµέριση του s = xyz τ.ω.
|xy| ≤ p, y ̸= ∅, και xyiz ∈ A για κάθε i ≥ 0.

Εφόσον το αλφάβητο έχει µόνο ένα σύµβολο, ϑα πρέπει y = 1k για κάποιο 1 ≤
k ≤ p, και xyiz = 1p

2+(i−1)k για κάθε i ≥ 0.
Αν πάρουµε i = 2, ϑα έχουµε xy2z = xyyz = 1p

2+k. ΄Οµως, δεν µπορεί το p2+k να
είναι τέλειο τετράγωνο. Ο αριθµός p2+k είναι µεγαλύτερος από το p2, αλλά το επόµενο
τέλειο τετράγωνο είναι το (p+1)2, για το οποίο ισχύει (p+1)2 = p2+2p+1 > p2+ k,
εφόσον k ≤ p.

Εποµένως, η συµβολοσειρά xy2z δεν περιέχεται στην A. Καταλήξαµε σε άτοπο,
άρα η A δεν είναι κανονική γλώσσα. □

Σχόλιο. Στην προηγούµενη άσκηση αν παίρναµε p ≥ 0, τότε για p = 0 δεν µπορούµε
να αντλήσουµε.

΄Ασκηση 6. ΄Εστω η γλώσσα B = {aℓbmcn | ℓ,m, n ≥ 0 και ℓ +m = n}. Να δείξετε
ότι η B δεν είναι κανονική.

Λύση. ΄Εστω ότι η B είναι κανονική γλώσσα, άρα ισχύει το Λήµµα ΄Αντλησης. Για
p ≥ 0 διαλέγουµε την συµβολοσειρά s = apbpc2p. Από το Λήµµα ΄Αντλησης για κάθε
διαµέριση του s = xyz ϑα πρέπει να ισχύει |xy| ≤ p και y ̸= ∅. Εποµένως, ϑα πρέπει
y = ak για κάποιο k > 0. Ωστόσο, xyyz = ap−katakbpc2p = ap+kbpc2p ̸∈ B, καθώς
k > 0. ΄Αρα, η B δεν είναι κανονική. □

΄Ασκηση 7. Για κάθε συµβολοσειρά w = w1 · · ·wn, wi ∈ Σ, ορίζουµε την αντεστραµ-
µένη συµβολοσειρά wR = wn · · ·w1, να είναι η w µε αντεστραµµένη τη σειρά των
γραµµάτων του. Ορίζουµε τη γλώσσα

A =
{
w ∈ {0, 1}∗ | w = wR

}
,

να απαρτίζεται από όλες εκείνες τις συµβολοσειρές που διαβάζονται το ίδιο από αριστερά
και από τα δεξιά. Να δείξετε ότι η A δεν είναι κανονική.

Λύση. ΄Εστω ότι είναι και έστω p ο ϕυσικός αριθµός του οποίου η ύπαρξη
προκύπτει από το Λήµµα ΄Αντλησης. Ορίζουµε τη συµβολοσειρά s = 1p01p που είναι
στην A. Από τις προϋποθέσεις του Λήµµατος ΄Αντλησης γράφουµε s ως s = xyz,
µε µη κενό y και |xy| ≤ p, οπότε και οι συµβολοσειρές x, y έχουν µέσα µόνο 1,
ώστε xyiz ∈ A, για i ≥ 0. Ωστόσο, η συµβολοσειρά xz ̸∈ A αφού αφαιρώντας το y
αφαιρέσαµε κάποια 1 από την αριστερή οµάδα 1 αλλά όχι από τη δεξιά οµάδα, οπότε
έχουµε καταλήξει σε άτοπο, άρα η A δεν είναι κανονική. □
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΄Ασκηση 8. Με χρήση του Θεωρήµατος Myhill-Nerode να δείξετε ότι η γλώσσα L =
{w ∈ {0, 1}∗ | ww} δεν είναι κανονική.1

Λύση. Θεωρήστε το σύνολο των συµβολοσειρών S = {0n | n ∈ N}, ϑα δείξουµε
ότι τα στοιχεία του είναι ανά δύο διαφορετικά ως προς την γλώσσα L. Παίρνουµε δύο
οποιαδήποτε στοιχεία του S, έστω 0k και 0m, όπου k, m ϑετικοί ακέραιοι µε k ̸= m.
∆ιαλέγουµε το 10k1 τη συµβολοσειρά µε την οποία επεκτείνουµε τις 0k και 0m. Τότε
η 0k10k1 ϑα ανήκει στην L, όχι όµως και η 0m10k1. ΄Αρα οι 0k και 0m είναι διαφο-
ϱετικές, µάλιστα για κάθε διαφορετική τιµή του n ∈ N, η συµβολσειρά an ανήκει σε
διαφορετική κλάση ισοδυναµίας. ΄Αρα, υπάρχουν άπειρες κλάσεις ισοδυναµίας, κάτι
που σηµαίνει ότι η γλώσσα δεν είναι κανονική. □

΄Ασκηση 9. Με χρήση του Θεωρήµατος Myhill-Nerode να δείξετε ότι η γλώσσα A =
{anbn2 | n ≥ 0} δεν είναι κανονική.

Λύση. ΄Εστω ότι η A είναι κανονική, τότε υπάρχουν µόνο πεπερασµένες κλάσεις
ισοδυναµίας. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Myhill-Nerode, δύο συµβολοσειρές x και y
είναι ισοδύναµες αν για κάθε επέκταση z, η ακολουθία xz ανήκει στη A αν και µόνο
αν η yz ανήκει στη γλώσσα A. Θεωρούµε τις συµβολοσειρές της µορφής xn = an

για διαφορετικές τιµές του n. Θα δείξουµε ότι για κάθε διαφορετικό n, η ακολουθία
an ανήκει σε διαφορετική κλάση ισοδυναµίας. Για δύο διαφορετικά n και m, µε
n ̸= m, και ότι οι ακολουθίες an και am ανήκουν στην ίδια κλάση ισοδυναµίας. Αυτό
σηµαίνει ότι για κάθε z, η anz ∈ L αν και µόνο αν η amz ∈ L. Ας πάρουµε το z = bn

2.

• Για anz = anbn
2, ανήκει στη γλώσσα, αφού η ακολουθία είναι της µορφής anbn2.

• Για amz = ambn
2, δεν ανήκει στη γλώσσα, καθώς το πλήθος των b δεν είναι m2.

΄Αρα οι ακολουθίες an και am δεν µπορούν να είναι ισοδύναµες.
Συνεπώς, για κάθε διαφορετική τιµή του n, η ακολουθία an ανήκει σε διαφορετική

κλάση ισοδυναµίας. ΄Αρα, υπάρχουν άπειρες κλάσεις ισοδυναµίας, κάτι που σηµαίνει
ότι η γλώσσα δεν είναι κανονική. □

΄Ασκηση 10. Ελαχιστοποιήστε το παρακάτω DFA.

1Στη ∆ιάλεξη 5, αποδείξαµε την µη-κανονικότητας της L χρήσει του λήµµατος άντλησης για κανο-
νικές γλώσσες.
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q0 q1 q2 q3

q4

q5
0

1

0
1

0

1 0, 1

0, 1

0, 1

Λύση. Αρχικά, εξαλείφουµε τις µη-προσβάσιµες καταστάσεις, αυτές είναι οι q2,
q4. ΄Αρα το αυτόµατο ϑα γίνει :

q0 q1 q3 q5
0

1

0
1 0, 1

0, 1

Για το αυτόµατο χωρίς µη-προσβάσιµες καταστάσεις, δηµιουργούµε πίνακα Ϲευ-
γών {p, q}, όπου p, q ∈ K. ΄Ολα τα στοιχεία του πίνακα είναι αρχικώς κενά.

q0

q1

q3

q5

Μαρκάρουµε τα Ϲεύγη {p, q} αν p ∈ F και q /∈ F , ή το αντίστροφο.

Βήµα 1:

q0

q1

q3

q5
✓ ✓

✓ ✓

Βήµα 2: Μαρκάρουµε τα Ϲεύγη {p, q} αν δ(p, a) ∈ F και δ(q, a) /∈ F , ή το
αντίστροφο, για κάποιο a ∈ Σ. Παρατηρούµε ότι για a = 1, όλες οι κατα-
στάσεις µεταβαίνουν σε τερµατικές, άρα για a = 1 δεν µπορούµε να µαρκάρου-
µε κάποιο Ϲεύγος. Για a = 0, οι q0, q1 µεταβαίνουν σε µη-τερµατικές, ενώ οι
q3, q5 µεταβαίνουν σε τερµατικές. ΄Οµως, τα Ϲεύγη {q0, q1} × {q3, q5} τα έχουµε
µαρκάρει στο προηγούµενο ϐήµα.
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Η επαναληπτική διαδικασία ολοκληρώνεται καθώς δεν µπορούµε να µαρκάρου-
µε επιπλέον Ϲεύγη καταστάσεων.

Από τον τελευταίο πίνακα παίρνουµε ότι q0 ≈ q1 και q3 ≈ q5. Συνεπώς, έχουµε τις
κλάσεις [q0] και [q3]. Συνεπώς, το ελαχιστοποιηµένο αυτόµατο ϑα έχει την µορφή,

[q0] [q3]
1

0 0, 1

□


