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΄Ασκηση 1. ∆ίδεται το αυτόµατο

q0 q1 q2 q3
1

0, 1

ε, 0 1

Βρείτε ποιες από τις παρακάτω συµβολοσειρές αναγνωρίζει

101011, 010101, 001000

Λύση. Για την 101011

τρέχων σύνολο καταστάσεων σύµβολο
{q0} (αρχική) 1
{q0, q1, q2} 0
{q0, q2} 1

{q0, q1, q2, q3} 0
{q0, q2} 1

{q0, q1, q2} 1
{q0, q1, q2, q3} αναγνωρίζεται

Ακολουθώντας τον µαθηµατικό ϕορµαλισµό, ο υπολογισµός είναι :

(q0, 101011) ⊢M ({q0, q1, q2}, 01011) ⊢M ({q0, q2}, 1011) ⊢M ({q0, q1, q2, q3}, 011)
⊢M ({q0, q2}, 11) ⊢M ({q0, q1, q2}, 1) ⊢M ({q0, q1, q2, q3}, ε).

Ο υπολογισµός ολοκληρώθηκε και το αυτόµατο M ϐρέθηκε στο σύνολο καταστάσεων A =
{q0, q1q2, q3}. Αν υπάρχει τουλάχιστον µια κατάσταση στο A που είναι τερµατική στο M , τότε
η συµβολοσειρά 101011 αναγνωρίζεται από το αυτόµατο. Πράγµατι υπάρχει τέτοια κατάστα-
ση, η q3.
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Για την 010101,

(q0, 010101) ⊢M (q0, 10101) ⊢M ({q0, q1, q2}, 0101) ⊢M ({q0, q2}, 101)
⊢M ({q0, q1, q2, q3}, 01) ⊢M ({q0, q2, }, 1) ⊢M ({q0, q1, q2, q3}, ε).

΄Αρα το M αναγνωρίζει την συµβολοσειρά 010101.

Για την 001000,

(q0, 001000) ⊢M (q0, 01000) ⊢M (q0, 1000) ⊢M ({q0, q1, q2}, 000)
⊢M ({q0, q2}, 00) ⊢M (q0, 0) ⊢M (q0, ε).

΄Αρα το M δεν αναγνωρίζει την συµβολοσειρά 001000 καθώς µε την ολοκλήρωση του υπολο-
γισµού το αυτόµατο ϐρέθηκε στην κατάσταση q0 η οποία δεν είναι τερµατική. □

΄Ασκηση 2. Κατασκευάστε πεπερασµένο αυτόµατο για την γλώσσα

A = {aaw | w ∈ {a, b}∗}.

Λύση. Ξεκινάµε από την συµβολοσειρά της A µε το µικρότερο µήκος. Αυτή είναι η aa.
΄Αρα το αυτόµατο ϑα πρέπει να έχει τουλάχιστον τρεις καταστάσεις, τις q0, q1 και q2. Θεωρούµε
ότι η q0 είναι η αρχική κατάσταση. Από την q0 διαβάζοντας a, το αυτόµατο, ϑα µεταβεί στην
q1, από την οποία διαβάζοντας a ϑα µεταβεί στην q2 και ϑα αναγωριστεί. Συνεπώς, η q2 ϑα
είναι τελική κατάσταση. ΄Αρα η συµβολοσειρά aa αναγωρίζεται από το παρακάτω αυτόµατο.

q0 q1 q2
a a

Καθώς για την υποσυµβολοσειρά w δεν έχουµε κανέναν περιορισµό (w ∈ {a, b}∗), το αυ-
τόµατο ϑα πρέπει να δέχεται οποιαδήποτε υποσυµβολοσειρά w. Συνεπώς, το αυτόµατο που
αναγνωρίζει την A ϑα είναι

q0 q1 q2
a a

a, b

Το αυτόµατο που κατασκευάσαµε αναγνωρίζει την γλώσσα και είναι µη-ντετερµινιστικό. Αν
ϑέλουµε να είναι ντετερµινιστικό, συνεχίζουµε την κατασκευή του προσθέτοντας µεταβάσεις
ώστε να είµαστε συµβατοί µε τον ορισµό δ : K × Σ → K.

Η γλώσσα δεν περιέχει συµβολοσειρές που ξεκινάνε είτε µε ab είτε µε b. ΄Αρα ϑα προσθέσουµε
µονοπάτια που οδηγούν σε µη-τερµατικές κορυφές τους υπολογισµούς για κάθε συµβολο-
σειρά που έχει ένα από τα προθέµατα ab, b.
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q0 q1

q3

q2
a

b

a, b

a

b

a, b

□

΄Ασκηση 3. Κατασκευάστε το NFA για την γλώσσα

A = {w ∈ {0, 1}∗ | w τελειώνει είτε σε 01 είτε σε 10}.

Λύση. Παρατηρούµε ότι η γλώσσα A είναι ένωση των γλωσσών, A = A1 ∪ A2,

A1 = {w ∈ {0, 1}∗ | w τελειώνει σε 01}.
A2 = {w ∈ {0, 1}∗ | w τελειώνει σε 10}.

΄Αρα αρκεί να ϐρούµε τα NFAs N1 και N2 που αναγνωρίζουν, αντίστοιχα, καθεµία από τις A1

και A2. Στην συνέχεια ϑα πρέπει συνδέσουµε κατάλληλα τα δύο N1, N2. [δείτε τον τρόπο
από την κατασκευή στην απόδειξη του αντίστοιχου Θεωρήµατος που είδαµε στις διαλέξεις.]

Για το A1 δουλεύουµε ως εξής : Αρχικά, παίρνουµε την µικρότερη σε µήκος συµβολοσειρά
της γλώσσας A1, αυτή είναι η 01. Συνεπώς, το αυτόµατο ϑα πρέπει να έχει τουλάχιστον
τρεις καταστάσεις q0, q1 και q2. Θεωρούµε ότι η q0 είναι η αρχική κατάσταση. Από την q0
διαβάζοντας 0 ϑα µεταβεί στην q1, από την οποία διαβάζοντας 1 ϑα µεταβεί στην q2, όπου και
ϑα αναγνωριστεί. ΄Αρα η συµβολοσειρά 01 γίνεται αποδεκτή από το παρακάτω αυτόµατο.

q0 q1 q2
0 1

Εν συνεχεία, ϑα πρέπει το N1 να δέχεται και όλες τις συµβολοσειρές της µορφής x01, όπου
x ∈ {0, 1}∗. Προς αυτό, αρκεί ένας ϐρόγχος στην q0 µε ετικέτα {0, 1}, καθώς µε αυτόν τον
τρόπο αναπαράγονται όλα τα δυνατά x. ΄Αρα το N1 ϑα έχει την µορφή

q0 q1 q2
0

0, 1

1

Με την ίδια ακριβώς επιχειρηµατολογία κατασκευάζουµε το N2 το οποίο και έχει την µορφή
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q0 q1 q2
1

0, 1

0

Τώρα µένει να ενώσουµε τα αυτόµατα N1 και N2. Καθώς τώρα προέκυψαν δύο καταστάσεις µε
ονοµασία q0, q1 και q2, τις καταστάσεις του N2 τις µετονοµάζουµε σε q3, q4 και q5 αντίστοιχα.
Στη συνέχεια προσθέτουµε µια καινούργια αρχική κατάσταση, έστω q, την οποία συνδέουµε
µε τις καταστάσεις q0 και q3 µέσω ε-µεταβάσεων. ΄Ετσι οι καταστάσεις q0 και q3 παύουν να
είναι αρχικές. Το αυτόµατο που αναγνωρίζει την γλώσσα A ϑα έχει την µορφή

q

q0 q1 q2

q3 q4 q5

ε

ε

0

0, 1

1

1

0, 1

0

□
Σχόλιο. Αν εξετάσουµε τις Ασκήσεις 2 και 3, ϑα δούµε ότι στην πρώτη χρειάστηκε να
ϐάλουµε και τις µεταβάσεις που καταλήγουν σε µη-τερµατικές κορυφές. Απ΄την άλλη, στην
΄Ασκηση 3 αυτό δεν χρειάστηκε. Η διαφορά είναι ότι στην ΄Ασκηση 2 προέκυψε ντετερµινιστικό
αυτόµατο και ορισµός του απαιτεί όταν ο υπολογισµός ϐρίσκεται σε µια κατάσταση και
διαβάσει ένα σύµβολο να ξέρει που ϑα µεταβεί. Στην ΄Ασκηση 3, τα αυτόµατα A1, A2, A είναι
µη-ντετερµινιστικά, εδώ ο ορισµός των µεταβάσεων είναι δ : K × {Σ ∪ ε} → 2K και το 2K

περιέχει και την ∅, εποµένως δεν χρειάζεται να ορίσουµε όλες τις µη-τερµατικές µεταβάσεις.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω η γλώσσα

A = {xy ∈ {0, 1}∗ | (nx ≡ 0 mod 3 ή nx ≡ 1 mod 3) και ny ≡ 2 mod 3},

όπου nx, ny είναι οι ακέραιοι των οποίων η δυαδική αναπαράσταση είναι οι x, y, αντίστοιχα.
Κατασκευάστε αυτόµατο που να αναγνωρίζει την A. [Θυµηθείτε ότι, m ≡ n mod k 1σηµαίνει το
υπόλοιπο της διαίρεσης του m− n µε το k.]

1Σε κάποια συγγράµµατα ο ορισµός του mod γράφεται µε =.
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Λύση. Παρατηρείστε ότι η γλώσσα A µπορεί να περιγραφεί ως παράθεση των γλωσσών
A1, A2, δηλαδή A = A1A2, όπου

A1 = {x ∈ {0, 1}∗ | nx ≡ 0 mod 3 ή nx ≡ 1 mod 3},
A2 = {y ∈ {0, 1}∗ | ny ≡ 2 mod 3 }.

Αρχικά, ϑα ϐρούµε τα αυτόµατα για καθεµία από τις A1, A2, ξεχωριστά.

Για την A1 έχουµε ότι το αυτόµατο, έστω M1, ϑα έχει τρεις καταστάσεις, όσα και τα διαφορε-
τικά υπόλοιπα που µπορούν να προκύψουν διαιρώντας ακεραίους µε το 3. ΄Εστω ότι αυτές
είναι οι q0, q1 και q2. Επίσης, εξ υποθέσεως, το M1 ϑα πρέπει να δέχεται είτε τις δυαδικές α-
ναπαραστάσεις ακεραίων που έχουν υπόλοιπο µηδέν όταν διαιρούνται µε το 3 (nx ≡ 0 mod 3)
είτε τις δυαδικές αναπαραστάσεις ακεραίων που έχουν υπόλοιπο ένα όταν διαιρούνται µε το
3 (nx ≡ 1 mod 3).
Για τις µεταβάσεις στο M1 παρατηρούµε ότι : αν προσθέσουµε 0 στην δυαδική συµβολοσειρά
του k η τιµή διπλασιάζεται k → 2k. [π.χ., 11 = (3)2 → 110 = (6)2, 0 = (ε)2 → 0 = (0)2].
Αντίστοιχα, όταν προσθέτουµε 1 η τιµή του αλλάζει από k σε 2k+1. [π.χ., 11 = (3)2 → 111 =
(7)2, 0 = (ε)2 → 1 = (1)2].2

Εξαντλητικά ελέγχουµε όλες τις καταστάσεις του M1.

• Για την q0:

– Για 0 η τιµή διπλασιάζεται άρα συνεχίζει να είναι διαιρετή µε το 3, εποµένως
παραµένουµε στην q0.

– Για 1 η νέα τιµή αφήνει υπόλοιπο 1, οπότε µεταβαίνουµε στην κατάσταση q1.

• Για την q1:

– Για 0 η τιµή διπλασιάζεται και το υπόλοιπο επίσης διπλασιάζεται, εποµένως µετα-
ϐαίνουµε στην q2.

– Για 1 η νέα τιµή αυξάνεται κατά 2k + 1 οδηγώντας σε υπόλοιπο 3 = υπόλοιπο 0.
΄Ετσι, µεταβαίνουµε στην q0.

• Για την q2:

– Για 0 η τιµή διπλασιάζεται οδηγώντας σε υπόλοιπο 4 = υπόλοιπο 1. ΄Ετσι, µεταβα-
ίνουµε στην q1.

– Για 1 η νέα τιµή αυξάνεται κατά 2k + 1 οδηγώντας σε υπόλοιπο 5 = υπόλοιπο 2.
΄Ετσι, παραµείνουµε στην κατάσταση q2.

2∆είτε την ανάλυση στην ∆ιάλεξη 2.
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Συνεπώς, το αυτόµατο M1 είναι

q0 q1 q2

0
1

1

0

0

1

Ακολουθώντας την ίδια µεθοδολογία κατασκευάζουµε το αυτόµατο, έστω M2, που αναγνωρίζει
την γλώσσα A2, το οποίο είναι

p0 p1 p2

0
1

1

0

0

1

Για το αυτόµατο που αναγνωρίζει την A, ϑα έχουµε την αρχική κατάσταση του M1. Επίσης,
όταν το x µέρος της εισόδου τερµατίζει, τότε το y µέρος της εισόδου ϑα προσπελαύνεται από
το M2. ΄Αρα το αυτόµατο που αναγνωρίζει την A ϑα έχει την µορφή

q0 q1 q2

0
1

1

0

0

1

p0 p1 p2

0

1

1

0

0
1

ε ε

□
Σχόλιο. Για την λύση της ΄Ασκησης 4 χωρίσαµε την A σε A1 και A2 και τις παραθέσαµε καθώς
οι συµβολοσειρές w ∈ A, έχουν δύο διακεκριµένες υποσυµβολοσειρές x, y, µε w = xy, όπου
το x ∈ A1 και y ∈ A2. Θα µπορούσαµε να χωρίσουµε την A1 στις γλώσσες

B1 = {x ∈ {0, 1}∗ | nx ≡ 0 mod 3}, B2 = {x ∈ {0, 1}∗ | nx ≡ 1 mod 3 },

άρα έχουµε A1 = B1 ∪ B2. Σε αυτή την περίπτωση τα αυτόµατα για τις B1 και B2 ϑα ήταν,

q0 q1 q2

0
1

1

0

0

1

q0 q1 q2

0
1

1

0

0

1

αντίστοιχα. Το αυτόµατο που αναγνωρίζει την A1 τώρα ϑα είναι (µε κατάλληλη αλλαγή
ονοµάτων στις καταστάσεις) το,
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s

p0 p1 p2

q0 q1 q2

ε

ε

0
1

1

0

0

1

0
1

1

0

0

1

Τόσο το συγκεκριµένο αυτόµατο όσο και το αυτόµατο που κατασκευάσαµε στην κυρίως λύση,
για την A1, είναι ισοδύναµα.

΄Ασκηση 5. ΄Εστω η γλώσσα

L = {w ∈ {a, b}∗ | w ξεκινάει µε περιττό αριθµό από b και τελειώνει µε ένα a}.

Αρχικά, ϐρείτε το αυτόµατο που αναγνωρίζει την L. Στην συνέχεια κατασκευάστε το αυτόµατο
που αναγνωρίζει την L∗.

Λύση. Ξεκινάµε από την συµβολοσειρά της L µε το µικρότερο µήκος. Αυτή είναι η ba.
΄Αρα το αυτόµατο, έστω M , ϑα πρέπει να έχει τουλάχιστον τρεις καταστάσεις, τις q0, q1 και q2.
Θεωρούµε ότι η q0 είναι η αρχική κατάσταση. Από την q0 διαβάζοντας b ϑα µεταβεί στην q1,
από την οποία διαβάζοντας a ϑα µεταβεί στην q2 και ϑα αναγνωριστεί από το M . Συνεπώς, η
q2 ϑα είναι τελική κατάσταση. ΄Αρα η συµβολοσειρά ba γίνεται αποδεκτή από το παρακάτω
αυτόµατο

q0 q1 q2
b a

Το αυτόµατο ϑα πρέπει να αναγνωρίζει περιττό αριθµό b. Παρατηρούµε ότι αν προσθέσουµε
την µετάβαση από την q0 στην q1 µε σύµβολο b, η διαδροµή q0 → q1 → q0 → q1 διατρέχει
συµβολοσειρές µε περιττό αριθµό από b. Συνεπώς, το αυτόµατο M που αναγνωρίζει την L
είναι το ακόλουθο

q0 q1 q2

b

b

a

Τώρα, για την L∗. Θυµηθείτε ότι η πράξη Kleene star είναι όπως η πράξη της παράθεσης,
αλλά µε την διαφορά ότι είναι επαναλαµβανόµενη. ∆ηλαδή το νέο αυτόµατο, N , ϑα πρέπει
να αναγνωρίζει όλες τις συµβολοσειρές w1 ◦ . . . ◦ wn όπου wi ∈ A και i ∈ [n], για n ≥ 0$.
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Εφόσον, το M αναγνωρίζει την L ϑα το χρησιµοποιήσουµε ως ϐάση για το N . Αυτό που
ϑα πρέπει να προσέξουµε είναι ότι το N ϑα πρέπει µη-ντετερµινιστικά να επανέρχεται στην
κατάσταση q0. Με άλλα λόγια, ϑέλουµε να µπορούµε να διατρέχουµε το M επαναλαµβα-
νόµενα για διαφορετικές υποσυµβολοσειρές της εισόδου, αλλά και να διακρίνουµε πότε αυτές
οι συµβολοσειρές γίνονται αποδεκτές. [πρακτικά αυτό σηµαίνει ότι αν έχουµε την L ◦ L, η
οποία ανήκει στην L∗, το αυτόµατο ϑα πρέπει να µπορεί να διαβάζει την bbba από την πρώτη
L και την ba από την δεύτερη L. Εφόσον, έχουµε L ◦ L η συνολική συµβολοσειρά που ϑα
κληθεί να διαβάσει το αυτόµατο ϑα είναι η bbba ◦ ba]

Μια ιδέα είναι να προσθέσουµε την ε-µετάβαση από την q2 στην q0, δηλαδή το N ϑα έχει την
µορφή

q0 q1 q2

b

b

a

ε

Αυτό όµως δεν είναι σωστό, και ο λόγος είναι ότι η L∗ περιέχει και την ε την οποία το παρα-
πάνω αυτόµατο δεν αναγνωρίζει, καθώς το q0 δεν είναι τελική κατάσταση.

Αν προσπαθήσουµε να λύσουµε το παραπάνω πρόβληµα κάνοντας την q0 τελική κατάσταση,
τότε το καινούργιο αυτόµατο ϑα αναγνώριζε την L∗ και ϑα είχε την µορφή

q0 q1 q2

b

b

a

ε

, αλλά ϑα αναγνώριζε και τις συµβολοσειρές που ξεκινάνε µε άρτιο αριθµό b. Εποµένως,
πάλι ϑα ήταν λάθος.

Η ιδέα που ϑα δώσει την απάντηση στο ερώτηµα είναι να επέµβουµε όσο το δυνατόν λιγότερο
την λειτουργία του M . Το q0 ϑα παραµείνει µη-τερµατική κατάσταση και ϑα προσθέσουµε
µια καινούργια αρχική/τελική κατάσταση, έστω s, από την οποία ϑα µεταβαίνουµε στην q0
µέσωε-µετάβασης. ∆ηλαδή ϑα έχουµε το παρακάτω αυτόµατο,

s q0 q1 q2
ε

b

b

a

ε
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Τώρα το αυτόµατο λύνει τα Ϲητήµατα των δύο προηγούµενων προσπαθειών. ∆ηλαδή αναγνω-
ϱίζει την ε όπως έκανε και η πρώτη απόπειρα, και δεν αναγνωρίζει συµβολοσειρές µε άρτιο
αριθµό b όπως έκανε η δεύτερη προσπάθεια. □

΄Ασκηση 6. Μετατρέψτε το παρακάτω NFA στο ισοδύναµο DFA.

q0 q1

0, 1

1

0, 1

Λύση. ΄Εχουµε το NFA N = (K,Σ, δ, s, F ) και ϑέλουµε να κατασκευάσουµε το ισο-
δύναµο DFA M = (K ′,Σ, δ′, s′, F ′), µε αλφάβητο Σ = {0, 1}. Θα χρησιµοποιήσουµε την
κατασκευή στην απόδειξη του ϑεωρήµατος ισοδυναµίας µεταξύ DFA και NFA.

Σύνολο καταστάσεων του M ′: K ′ = 2K , δηλαδή

K ′ = {∅, {q0}, {q1}, {q0, q1}}.

Για ευκολία γράφουµε qij αντί για qiqj και qijk αντί για qiqjqk. ΄Αρα το K ′ γράφεται

K ′ = {∅, {q0}, {q1}, {q01}}.

Μεταβάσεις : Το M έχει ως καταστάσεις υποσύνολα καταστάσεων του N . Για κατάσταση
p ∈ K ′ και σύµβολο a ∈ Σ έχουµε

δ′(p, a) = {q ∈ K | q ∈ δ(r, a) για κάποιο r ∈ K ′},

δηλαδή το υποσύνολο καταστάσεων p του K, p ⊆ K, όταν η κεφαλή διαβάσει το σύµβολο
a ϑα µεταβεί στις καταστάσεις, όπως το ορίζει η συνάρτηση µετάβασης του N [δηλαδή στις
καταστάσεις που µεταβαίνει καθεµία από τις καταστάσεις του p σύµφωνα µε την δ]. ΄Αρα ϑα
προκύψει ένα νέο υποσύνολο p′ του K. ΄Οµως, καθώς το K ′ έχει όλα τα υποσύνολα του K,
το p′ ϑα είναι µια κατάσταση του K ′.

δ′ ∅ {q0} {q1} {q01}
0 ∅ {q0} {q1} {q01}
1 ∅ {q01} {q1} {q01}

Σύµφωνα µε τον ορισµό της δ′, όταν το αυτόµατο διαβάσει 1 και ϐρίσκεται στην κατάσταση
q0, τότε έχουµε

δ(q0, 1) = {q0, q1} = q01.

΄Αρα, δ′(q0, 1) = q01.



Φροντιστήριο 2 ΗΥ-280 Θεωρία Υπολογισµού

Αρχική κατάσταση: Το M ξεκινάει από την κατάσταση του K ′ που περιέχει µόνο την
αρχική κατάσταση του N , δηλαδή q′0 = {q0}.

Τελικές καταστάσεις : F ′ = {p ∈ K ′ | p περιέχει τελική κατάσταση του N}. Το N έχει µονα-
δική τελική κατάσταση, την q2, άρα F ′ = {{q1}, {q01}}.

Αν ϕτιάξουµε το αυτόµατο3 που προκύπτει από την προηγούµενη ανάλυση καταλήγουµε στο

q0 q1 q01∅

1

0 0, 1 0, 10, 1

Μας ενδιαφέρουν µόνο οι καταστάσεις του M που είναι προσβάσιµες από την q0 χρησιµο-
ποιώντας τις µεταβάσεις δ′. Παρατηρείστε ότι οι κόκκινες καταστάσεις δεν είναι προσβάσιµες
από την q0, άρα δεν ανήκουν στο M , όπως και οι µεταβάσεις που τις συνδέουν. Συνεπώς το
ισοδύναµο DFA M είναι

q0 q01
1

0 0, 1

Παρατηρείστε ότι δεν χρειάζεται να συµπεριλάβουµε κατάσταση αδιεξόδου. □

΄Ασκηση 7. ΄Εστω η γλώσσα

L = {w ∈ {0, 1}∗ | w µε 2ο σύµβολο από το τέλος το 1}.

Το NFA N που αναγνωρίζει την L είναι το ακόλουθο

q0 q1 q2
1

0, 1

0, 1

Βρείτε το ισοδύναµο DFA M , δηλαδή L(N) = L(M).

Λύση. ΄Εχουµε το NFA N = (K,Σ, δ, s, F ) και ϑέλουµε να κατασκευάσουµε το ισο-
δύναµο DFA M = (K ′,Σ, δ′, s′, F ′), µε αλφάβητο Σ = {0, 1}. Θα χρησιµοποιήσουµε την

3∆εν συµπεριλάβαµε τις µεταβάσεις προς την {∅} κατάσταση.
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κατασκευή στην απόδειξη του ϑεωρήµατος ισοδυναµίας µεταξύ DFA και NFA.

Σύνολο καταστάσεων του M ′: K ′ = 2K , δηλαδή

K ′ = {∅, {q0}, {q1}, {q2}, {q0, q1}, {q0, q2}, {q1, q2}, {q0, q1, q2}}.

Για ευκολία γράφουµε qij αντί για qiqj και qijk αντί για qiqjqk. ΄Αρα το K ′ γράφεται

K ′ = {∅, {q0}, {q1}, {q2}, {q01}, {q02}, {q12}, {q012}}.

Μεταβάσεις : Για κατάσταση p ∈ K ′ και σύµβολο a ∈ Σ έχουµε

δ′(p, a) = {q ∈ K | q ∈ δ(r, a) για κάποιο r ∈ K ′},

δηλαδή
δ′ ∅ {q0} {q1} {q2} {q01} {q02} {q12} {q012}
0 ∅ {q0} {q2} ∅ {q02} {q0} {q2} {q02}
1 ∅ {q01} {q2} ∅ {q012} {q01} {q2} {q012}

Αρχική κατάσταση: Το M ξεκινάει από την κατάσταση του K ′ που περιέχει µόνο την αρχική
κατάσταση του N , δηλαδή q′0 = {q0}.

Τελικές καταστάσεις : F ′ = {p ∈ K ′ | p περιέχει τελική κατάσταση του N}. Το N έχει µονα-
δική τελική κατάσταση, την q2, άρα F ′ = {{q2}, {q02}, {q12}, {q012}}.

Αν ϕτιάξουµε το αυτόµατο4 που προκύπτει από την προηγούµενη ανάλυση καταλήγουµε στο

q0

q1

q2 q01

q02

q12

q012∅

1

0

0, 1
0

10

1

0, 1

0

1

4∆εν συµπεριλάβαµε τις µεταβάσεις προς την {∅} κατάσταση.
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Στη συνέχεια διαγράφουµε τις µη-προσβάσιµες καταστάσεις, q1, q2, q12, και τις εισερχόµε-
νες/εξερχόµενες ακµές τους. Επίσης, δεν χρειάζεται να έχουµε κάποια κατάσταση αδιεξόδου.
Συνεπώς το ισοδύναµο DFA M είναι

q0 q01

q02 q012

1

0

0 10 1

0
1

□

΄Ασκηση 8. Βρείτε τις γλώσσες που αντιστοιχούν στις παρακάτω κανονικές εκφράσεις

1. σ : ((0 ∪ 1)∗(10))

2. τ : (1 ∪ (10))∗

Λύση.

1.

L((0 ∪ 1)∗(10)) = L((0 ∪ 1)∗)L((10)) [L((R1R2)) = L(R1)L(R2)]

= (L(0 ∪ 1))∗(L(1)L(0)) [L(R∗
1) = L(R1)

∗ και
L((R1R2)) = L(R1)L(R2)]

= (L(0) ∪ L(1))∗{1}{0} [L(a) = {a} και
L((R1 ∪R2)) = L(R1) ∪ L(R2)]

= {0, 1}∗{1}{0} [L(a) = {a}].

2.

L((1 ∪ (10))∗) = (L(1 ∪ (10)))∗ [L(R∗
1) = L(R1)

∗]

= (L(1) ∪ L((10)))∗ [L((R1 ∪R2)) = L(R1) ∪ L(R2)]

= (L(1) ∪ (L(1)L(0))∗ [L((R1R2)) = L(R1)L(R2)]

= ({1} ∪ {1}{0})∗ [L(a) = {a}]
= {1, 10}∗

□
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΄Ασκηση 9. Μετατρέψτε το παρακάτω NFA µε ε-µεταβάσεις σε ισοδύναµο NFA χωρίς ε-µεταβάσεις.

q0 q1 q2

0

ε

1

ε

2

Λύση. Από το αυτόµατο N = (K,Σ, δ, s, F ) του γραφήµατος ϑα κατασκευάσουµε το
νέο αυτόµατο N ′ = (K ′,Σ, δ′, s′, F ′). Τα αυτόµατα N,N ′ ϑα έχουν το ίδιο αλφάβητο, το ίδιο
πλήθος καταστάσεων, K = K ′, και την ίδια αρχική κατάσταση, s = s′. Για τις µεταβάσεις δ′,
αρχικά υπολογίζουµε τις ε-κλειστότητες των καταστάσεων του N

clε(q0) = {q0, q1, q2}, clε(q1) = {q1, q2}, clε(q2) = {q2}.

[Το clε(q) σηµαίνει δ(q, ε).]

Στην συνέχεια, για κάθε κατάσταση του K ϐρίσκουµε τις νέες µεταβάσεις για κάθε σύµβολο.
Για την q0 έχουµε:

δ′(q0, 0) = clε(δ(clε(q0), 0)) = clε(δ({q0, q1}, 0))
= clε(δ(q0, 0)) ∪ clε(δ(q1, 0)) ∪ clε(δ(q2, 0)) = clε(q0) ∪ ∅ ∪ ∅ = {q0, q1, q2}

δ′(q0, 1) = clε(δ(clε(q0), 1)) = clε(δ({q0, q1, q2}, 1))
= clε(δ(q0, 1)) ∪ clε(δ(q1, 1)) ∪ clε(δ(q2, 1)) = ∅ ∪ clε(q1) ∪ ∅ = {q1, q2}

δ′(q0, 2) = clε(δ(clε(q0), 2)) = clε(δ({q0, q1, q2}, 1))
= clε(δ(q0, 2)) ∪ clε(δ(q1, 2)) ∪ clε(δ(q2, 2)) = ∅ ∪ ∅ ∪ clε(q2) = {q2}.

Για την q1 έχουµε:

δ′(q1, 0) = clε(δ(clε(q1), 0)) = clε(δ({q1, q2}, 0)) = clε(δ(q1, 0)) ∪ clε(δ(q2, 0))
= ∅ ∪ ∅ = ∅

δ′(q1, 1) = clε(δ(clε(q1), 1)) = clε(δ({q1, q2}, 1)) = clε(δ(q1, 1)) ∪ clε(δ(q2, 1))
= ∅ ∪ clε(q1) ∪ ∅ = {q1, q2}

δ′(q1, 2) = clε(δ(clε(q1), 2)) = clε(δ({q1, q2}, 1)) = clε(δ(q1, 2)) ∪ clε(δ(q2, 2))
= ∅ ∪ ∅ ∪ clε(q2) = {q2}.

Για την q2 έχουµε:

δ′(q2, 0) = clε(δ(clε(q2), 0)) = clε(δ({q2}, 0)) = ∅
δ′(q2, 1) = clε(δ(clε(q2), 1)) = clε(δ({q2}, 1)) = ∅
δ′(q2, 2) = clε(δ(clε(q2), 2)) = clε(δ({q2}, 2)) = clε(q2) = {q2}.
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΄Αρα προκύπτει ο πίνακας
0 1 2

q0 {q0, q1, q2} {q1, q2} {q2}
q1 ∅ {q1, q2} {q2}
q2 ∅ ∅ {q2}

Εποµένως, το ισοδύναµο NFA ϑα έχει την µορφή,

q0 q1

q2

0

0, 1

0, 1, 2

1

1, 2

2

□


