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΄Ασκηση 1. ∆είξτε ότι
2n > n3, n ≥ 10

Λύση. Θα χρησιµοποιήσουµε µαθηµατική επαγωγή ώστε να αποδείξουµε ότι για κάθε
ακέραιο n ≥ 10, η ανισότητα 2n > n3 ισχύει.

Αρχικό ϐήµα: Για n = 10, ϑα δείξουµε ότι 210 > 103 ⇒ 210 = 1024, 103 = 1000. Εφόσον,
1024 > 1000, η ανισότητα ισχύει για n = 10.

Επαγωγική υπόθεση: ΄Εστω ότι ισχύει για n = k ≥ 10, δηλαδή 2k > k3.

Πρέπει να αποδείξουµε ότι η ανισότητα ισχύει για n = k + 1, δηλαδή 2k+1 > (k + 1)3.

Επαγωγικό ϐήµα: 2k+1 = 2 · 2k.

Από επαγωγική υπόθεση παίρνουµε: 2k+1 = 2 · 2k > 2 · k3.

Τώρα ϑα δείξουµε ότι : 2 · k3 > (k + 1)3.

Πρώτα αναπτύσουµε το (k + 1)3 = k3 + 3k2 + 3k + 1. Τότε, 2k3 > k3 + 3k2 + 3k + 1 ⇒
2k3 − k3 > 3k2 + 3k + 1 ⇒ k3 > 3k2 + 3k + 1 (1).

Για k = 10, από την προηγούµενη ανισότητα έχουµε: k3 − 3k2 − 3k − 1 = 669 > 0.

Εφόσον 669 > 0, η (1) ισχύει για k = 10. Καθώς το k > 10 και αυξάνεται, η συνάρτηση
k3 − 3k2 − 3k − 1 είναι αύξουσα, συνεπώς η (1) ισχύει για όλα τα k ≥ 10. □

΄Ασκηση 2. Να αποδείξετε ότι το [0, 1] είναι µη αριθµήσιµο.

Λύση. ΄Εστω ότι το [0, 1] είναι αριθµήσιµο. Συνεπώς, υπάρχει µια αµφιµονοσήµαντη συ-
νάρτηση f (δηλ, 1-1 και επί) η οποία απεικονίζει το σύνολο των ϕυσικών N στο [0, 1] (δηλαδή,
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ένα στοιχείο του N µε ένα στοιχείο στο [0, 1]). [Επειδή η f είναι αµφιµονοσήµαντη µπορούµε
να δουλέψουµε και µε την απεικόνιση από το [0, 1] στους N].

΄Αρα, µπορούµε να απεικονίσουµε κάθε ϕυσικό αριθµό σε έναν ξεχωριστό δεκαδικό αριθµό,
π.χ.

1 → 0.314519 . . .

2 → 0.111111 . . .

3 → 0.000000 . . .

...

Αν γράψουµε την απεικόνιση αυτή στην πλήρη της γενικότητα, ϑα είναι :

1 → 0.a1,1a1,2a1,3a1,4 . . . a1,k . . .

2 → 0.a2,1a2,2a2,3a2,4 . . . a2,k . . .

3 → 0.a3,1a3,2a3,3a3,4 . . . a3,k . . .

...
k → 0.ak,1ak,2ak,3ak,4 . . . ak,k . . .

...

όπου τα a είναι αριθµοί µεταξύ του 0 και του 9. Χωρίς ϐλάβης της γενικότητας υποθέτουµε
ότι όλοι οι δεκαδικοί έχουν το ίδιο, οσοδήποτε µεγάλο, µήκος (π.χ. ο 0.5 αναπαριστάται ως
0.500 . . .).

Προσέξτε ότι η προηγούµενη απεικόνιση ‘χρησιµοποιεί’ όλα τα στοιχεία του N. Συνεπώς, αν
ϐρω έναν δεκαδικό x που δεν λαµβάνει µέρος στην προηγούµενη απεικόνιση, τότε το [0, 1]
ϑα πρέπει να είναι µεγαλύτερο από το σύνολο N.

Θα προσπαθήσουµε να κατασκευάσουµε τον δεκαδικό αριθµό x που δεν λαµβάνει µέρος
στην προηγούµενη απεικόνιση. Θα το κάνουµε ως εξής :

το πρώτο στοιχείο του x, x1, ϑα διαφέρει από το 1ο στοιχείο του πρώτου δεκαδικού της
απεικόνισης 0.a1,1a1,2a1,3a1,4 . . . a1,k . . ., δηλαδή στο x1 ̸= a1,1.

το δεύτερο στοιχείο του x, x2, ϑα διαφέρει από το 2ο στοιχείο του δεύτερου δεκαδικού
της απεικόνισης 0.a2,1a2,2a2,3a2,4 . . . a2,k . . ., δηλαδή στο x2 ̸= a2,2.

...

το k στοιχείο του x, xk, ϑα διαφέρει από το k-οστο στοιχείο του k-οστού δεκαδικού της
απεικόνισης 0.ak,1ak,2ak,3ak,4 . . . ak,k . . ., δηλαδή στο xk ̸= ak,k.
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...

Αν την δούµε οπτικά, η παραπάνω διαδικασία έχει την µορφή,

1 → 0.a1,1a1,2a1,3a1,4 . . . a1,k . . .

2 → 0.a2,1a2,2a2,3a2,4 . . . a2,k . . .

3 → 0.a3,1a3,2a3,3a3,4 . . . a3,k . . .

...
k → 0.ak,1ak,2ak,3ak,4 . . . ak,k . . .

...

x 0.x1 x2 x3 x4 . . . xk . . .

Εκ κατασκευής, ο x διαφέρει από όλους τους δεκαδικούς που απεικονίζονται στο N, άρα
ο x δεν λαµβάνει µέρος στην απεικόνιση. Συνεπώς, το [0, 1] είναι µεγαλύτερο από το N.
Καταλήξαµε δηλαδή ότι το [0, 1] είναι µη-αριθµήσιµο. □

΄Ασκηση 3. ∆ίνονται δύο συµβολοσειρές w, u πάνω στο αλφάβητο Σ. Να αποδείξετε ότι
(w ◦ u)R = uR ◦ wR, όπου aR σηµαίνει την αντιστροφή της συµβολοσειράς a.

Λύση. ΄Εστω το αλφάβητο Σ = {a1, b1a2, b2, . . . , an, . . . bm} και οι συµβολοσειρές w =
a1a2 . . . an και u = b1b2 . . . bm. Τότε, w ◦ u = a1a2 . . . anb1b2 . . . bm.

Αντιστρέφοντας τη συµβολοσειρά w ◦ u, έχουµε:

(w ◦ u)R = (a1a2 . . . anb1b2 . . . bm)
R = bmbm−1 . . . b1anan−1 . . . a1

Από την άλλη, αντιστρέφοντας τις συµβολοσειρές w και u ξεχωριστά, έχουµε:

wR = anan−1 . . . a1 και uR = bmbm−1 . . . b1

Τότε, ισχύει uR ◦wR = bmbm−1 . . . b1anan−1 . . . a1 και καταλήγουµε στο Ϲητούµενο (w ◦ u)R =
uR ◦ wR. □

΄Ασκηση 4. ΄Εστω DFA M τ.ω. ({q1, q2, q3, q4, q5}, {u, d}, δ, q3, {q3}), όπου η συνάρτηση µε-
τάβασης δ δίνεται από τον παρακάτω πίνακα. ∆ώστε το διάγραµµα καταστάσεων του M .

δ u d
q1 q1 q2
q2 q1 q3
q3 q2 q4
q4 q3 q5
q5 q4 q5
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Λύση.

q1 q2 q3 q4 q5

u

d

u

d

u

d

u

d

u

d

□

΄Ασκηση 5. ∆οθείσας της γλώσσας A = {w ∈ {0, 1}∗ | w έχει περιττό αριθµό από 1} σχεδιάστε
ένα DFA που την αναγνωρίζει.

Λύση. [ Πως δουλεύουµε

• ΄Ελεγχος κάθε συµβόλου και αν το τµήµα της συµβολοσειράς που εξετάστηκε ανήκει ή
όχι στη γλώσσα

• Καθορισµός πληροφοριών που πρέπει να ϑυµόµαστε :

1. είτε ο αριθµός των 1 που διαβάσαµε είναι άρτιος,

2. είτε ο αριθµός των 1 που διαβάσαµε είναι περιττός.

• Αποδίδουµε σε κάθε περίπτωση µια κατάσταση.

]

Καθορισµός Μεταβάσεων Με ϐάση το πώς πρέπει να µετακινηθούµε µετά την ανάγνωση
ενός συµβόλου:

• Ανάγνωση 0: αριθµός των 1 δεν αλλάζει άρα µένουµε στην ίδια κατάσταση

• Ανάγνωση 1: αριθµός των 1 αλλάζει άρα αν είµαστε στο q0 πάµε q1 και ανάποδα

Καθορισµός εναρκτήριας κατάστασης. Αντιστοιχεί στην περίπτωση της λέξης µε µηδέν
σύµβολα. Στην περίπτωση της A ορίζουµε το q0 ως αρχική κατάσταση, το οποίο δεν µπορεί
να είναι και τελική κατάσταση, εφόσον σε µηδέν σύµβολα το πλήθος των 1 είναι άρτιο. Πα-
ϱατηρούµε ότι όπως επισκέπτεται την q1 έχει προσπελάσει ακριβώς περιττού πλήθους 1, άρα
η q1 είναι τελική κατάσταση.

Καθορισµός Τελικών Καταστάσεων. Στην περίπτωση µας το DFA είναι

q0 q1

0
1

1

0
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□

΄Ασκηση 6. Κατασκευάστε DFA για την γλώσσα στο Σ = {0, 1},

L = {w ∈ {0, 1}∗ | w ξεκινάει και τελειώνει µε 011}.

Λύση. Θα κατασκευάσουµε το DFA σταδιακά ξεκινώντας από το αυτόµατο που αναγνω-
ϱίζει την µικρότερη, σε µήκος, συµβολοσειρά w που ανήκει στην L. Αυτή είναι η w = 011
και το αυτόµατο που την αναγνωρίζει είναι το ακόλουθο.

q0 q1 q2 q3
0 1 1

Τώρα πρέπει να ϐρούµε τις υπόλοιπες µεταβάσεις (π.χ. από την q0 µε 1, από την q1 µε 0,
κτλ).

• Στο q0, αν διαβάσουµε το 1, πρέπει να αναζητήσουµε ολόκληρο την υποσυµβολοσειρά
011.

• Στο q1, αν διαβάσουµε ξανά το 0, πρέπει απλώς να αναζητήσουµε το 11 για να τερµατίσει.

• Στο q2, αν διαβάσουµε το 0, πρέπει να αναζητήσουµε ξανά το 11 για να τερµατίσει.

• Στο q3, µπορεί να διαβάσουµε το 0 ή το 1.

– Αν πάρουµε το 0, πρέπει να αναζητήσουµε το 11 για να τερµατίσει.

– Αν πάρουµε το 1, πρέπει να αναζητήσουµε ολόκληρο το µοτίβο 011 για να τερµα-
τίσει.

Συνεπώς, το αυτόµατο ϑα έχει την µορφή.

q0 q1 q2 q3

1

0

0

1

10

1

0

Προσέξτε ότι δεν χρειάστηκε να προσθέσουµε παραπάνω καταστάσεις από το αρχικό αυτόµα-
το. □

΄Ασκηση 7. Κατασκευάστε DFA για την γλώσσα στο Σ = {0, 1},

L = {w ∈ {0, 1}∗ | w δεν έχει 3 διαδοχικά 0}.
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Λύση. Φυσικά η γλώσσα δεν έχει και τις συµβολοσειρές που έχουν παραπάνω από 3
συνεχόµενα 0, γιατί τότε ϑα είχε σίγουρα 3 συνεχόµενα 0.

Παρατηρούµε ότι η L αποτελείται τις συµβολοσειρές {ε, 0, 1, 01, 10, 001, 1001, 100100, . . .} και
δεν αποδέχεται συµβολοσειρές από το σύνολο {000, 0001, 1000, 10001, . . .}. Αρχικά, προσπα-
ϑήσουµε να αναπαράξουµε την ιδιότητα της γλώσσας ως κοµµάτι του αυτοµάτου,

q0 q1 q2 q3
0 0 0

Αυτό το κοµµάτι δέχεται τις συµβολοσειρές ε, 0, 00, αλλά όχι την 000.

Το αυτόµατο µπορεί

να ξεκινάει από οποιοδήποτε πλήθος 1, άρα ϐρόγχος στην q0 µε ετικέτα 1.

να αποδέχεται συµβολοσειρές µε οσαδήποτε µεµονοµένα 0 και οσοδήποτε πλήθος 1
(σίγουρα ένα) µεταξύ τους, στην αρχή και στο τέλος, άρα όταν διαβάσει 1 στην q1 πάει
στην q0.

να αποδέχεται συµβολοσειρές µε οσαδήποτε δυάδες 0 και οσοδήποτε πλήθος 1 (σίγουρα
ένα) µεταξύ τους στην αρχή και στο τέλος, άρα όταν διαβάσει 1 στην q2 πάει στην q0.

οποαδήποτε συµβολοσειρά µε άλλα χαρακτηριστικά εµφανιστεί δεν ϑα πρέπει να γίνεται
αποδεκτή από το αυτόµατο, άρα συµπληρώνουµε την αδιέξοδη κατάσταση µε ϐρόχγο,
ο οποίος έχει ετικέτα 0, 1

q0 q1 q2 q3

1

0 0

1

0

1

0,1

□

΄Ασκηση 8. Περιγράψτε τη γλώσσα που αποδέχεται το παρακάτω αυτόµατο, στο αλφάβητο
Σ = {0, 1}.
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q0 q1 q2

q3

0

1

1

0

1

0

0 1

Λύση. Η γλώσσα που δέχεται ένα αυτόµατο είναι το σύνολο των συµβολοσειρών που
ορίζουν διαδροµές στο διάγραµµα καταστάσεων από την αρχική σε κάποια από τις τελικές
καταστάσεις του αυτόµατου.

Αρχικά, από το διάγραµµα καταστάσεων κατασκευάζουµε την συνάρτηση µετάβασης ως
εξής :

δ 0 1
q0 q0 q1
q1 q2 q1
q2 q0 q3
q3 q0 q1

Με οπισθοδρόµηση παρατηρούµε ότι, για να επισκεφθεί το αυτόµατο στην τελική κατάσταση
q3 ϑα πρέπει να ακολουθήσει µετάβαση για 1 από την q2, στην οποία εισέρχεται ύστερα από
µετάβαση για 0 από την q1, στην οποία µε την σειρά του, εισέρχεται ύστερα από µετάβαση
για 1 είτε από την q0, είτε από την q1, είτε από την q3. ΄Αρα, κάθε συµβολοσειρά που ορίζει
διαδροµή από την αρχική κατάσταση q0 στην τελική q3, ϑα πρέπει να ολοκληρώνεται µε την
υποσυµβολοσειρά 101. Εποµένως, καταλήγουµε στον ακόλουθο ορισµό της L:

L = {w ∈ {0, 1}∗ | w τελειώνει µε την υποσυµβολοσειρά 101}. (1)

□

΄Ασκηση 9. ΄Εστω η γλώσσα L = {w ∈ {a, b}∗ | w τελειώνει σε ab} και το αυτόµατο M του
παρακάτω σχήµατος, αποδέχεται την L, δηλαδή L(M) = L. Αποδείξτε ότι (q0, w) ⊢∗

M (q3, ε),
∀w ∈ L.

q0 q1 q2
a

b

b

a

b

a
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Λύση. Το DFA έχει τα εξής χαρακτηριστικά:

• K = {q0, q1, q2},

• Σ = {a, b},

• q0 είναι η αρχική κατάσταση,

• F = {q2} είναι η τελική κατάσταση,

• Η συνάρτηση µετάβασης δ είναι :

δ a b
q0 q1 q0
q1 q1 q2
q2 q1 q0

Απόδειξη για τη σχέση ⊢∗
M . Η γλώσσα L αποτελείται από όλες τις συµβολοσειρές που

τελειώνουν µε την υποσυµβολοσειρά ab. Ο στόχος µας είναι να δείξουµε ότι κάθε λέξη στη
γλώσσα µπορεί να παραχθεί από το DFA M µέσω της σχέσης ⊢∗

M .

΄Εστω οποιαδήποτε λέξη w ∈ L, δηλαδή w = xab όπου το x είναι οποιαδήποτε συµβολοσειρά
που αποτελείται από τα σύµβολα a και b, και η w τελειώνει σε ab. Θα αποδείξουµε ότι για
κάθε τέτοια λέξη w, έχουµε:

(q0, w) ⊢∗
M (q2, ϵ)

δηλαδή, το αυτόµατο M αποδέχεται τη λέξη w.

Αρχικά παρατηρούµε ότι, για κάθε κατάσταση του M , p ∈ {q0, q1, q2}, ισχύει δ(p, a) = q1. Σε
όρους υπολογισµού αυτό γράφεται, (p, a) ⊢M (q1, ε).

Εποµένως, σε οποιαδήποτε κατάσταση και αν έχει καταλήξει ο υπολογισµός της υποσυµ-
ϐολοσειράς xa, η αλληλουχία µεταβάσεων για είσοδο xa ϑα καταλήξει στην q1, τυπικά αυτό
το γράφουµε ως δ(q0, xa) = q1. Σε όρους υπολογισµού αυτό γράφεται, (q0, xa) ⊢∗

M (q1, ε).
Μένει να δείξουµε τι γίνεται όταν στην q1 διαβάσουµε b. Από τον πίνακα µεταβάσεων

έχουµε ότι µεταβαίνουµε στην q2, δηλαδή δ(q1, b) = q2. ΄Οµως, q1 = δ(q0, xa), αντικαθιστούµε
στην σχέση δ(q1, b) = q2 και παίρνουµε δ(δ(q0, xa), b) = q2, το οποίο είναι δ(q0, xab) = q2.
΄Αρα έχουµε, (q0, xab) ⊢∗

M (q1, b) ⊢M (q2, ε), συνεπώς ισχύει (q0, xab) ⊢∗
M (q2, ε).

Η q2 είναι κατάσταση τερµατισµού, άρα αποδείξαµε ότι για κάθε συµβολοσειρά w ∈ L,
ισχύει (q0, w) ⊢∗

M (q3, ε). □


