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΄Εχουµε δει ότι οι κανονικές γλώσσες µπορούν να χαρακτηριστούν από κανονικές εκ-
ϕράσεις, DFA και NFA. Σε αυτές τις σηµειώσεις ϑα δείξουµε έναν τέταρτο κοµψό χαρακτη-
ϱισµό των κανονικών γλωσσών, χρησιµοποιώντας αυτό που είναι γνωστό ως ϑεώρηµα Myhill–
Nerode. Αυτός ο χαρακτηρισµός ϑα είναι χρήσιµος όχι µόνο για να δείξουµε ότι οι γλώσσες
είναι κανονικές, αλλά και για να αποδείξουµε πότε οι γλώσσες δεν είναι κανονικές.

Προσβάσιµες καταστάσεις ΄Εστω αλφάβητο Σ και DFA M = ⟨K,Σ, δ, s, F ⟩. Το M µπορεί
να έχει περιττά στοιχεία, για παράδειγµα αν έχει καταστάσεις τις οποίες το αυτόµατο δεν
µπορεί να προσπελάσει για κανέναν υπολογισµό. Θεωρούµε το σύνολο Kr ⊆ K ως το
σύνολο των προσβάσιµων καταστάσεων στο αυτόµατο M , και το ορίζουµε µε το σύνολο

Kr = {q ∈ K | w ∈ Σ∗, δ(s, w) = q} .

Αν K ̸= Kr, µπορούµε απλώς να αφαιρέσουµε από το M τις καταστάσεις K \ Kr και να
περιορίσουµε τις µεταβάσεις δ µόνο στις καταστάσεις Kr. Το αυτόµατο που προκείπτει είναι
εκφραστικά ισοδύναµο µε το αρχικό. Στη συνέχεια αυτών των σηµειώσεων ϑεωρούµε ότι στα
αυτόµατα όλες οι καταστάσεις είναι προσβάσιµες.

Σχέσεις Ισοδυναµίας Μια σχέση ισοδυναµίας R σε ένα σύνολο A είναι µια σχέση ανακλα-
στική, συµµετρική και µεταβατική.

΄Εστω a ∈ A, το σύνολο
{b ∈ A | aRb},

λέγεται κλάση ισοδυναµίας του a και το συµβολίζουµε ως [a]R (ή απλούστερα [a]). Ισχύει ότι
οποιαδήποτε δύο στοιχεία a, b ∈ A, [a]R ∩ [b]R = ∅ ανν a/Rb, και [a]R ∩ [b]R = ∅ ανν aRb.

Το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας που σχετίζονται µε µια σχέση ισοδυναµίας R είναι
µια διαµέριση Π του A (επίσης συµβολίζεται ως A/R). Αυτό σηµαίνει ότι είναι µια οικογένεια
µη κενών ανά δύο ξένων συνόλων των οποίων η ένωση είναι ίση µε την ίδια την A.
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Οι κλάσεις ισοδυναµίας καµιά ϕορά αναφέρονται ως περιοχές ή blocks της διαµέρισης
Π. Ο αριθµός των blocks είναι ο πληθάριθµος του συνόλου των κλάσεων ισοδυναµίας της R,
για τον οποίο έχουµε τον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 1. ∆είκτης µιας σχέσης ισοδυναµίας R λέγεται ο πληθάριθµος του συνόλου των
κλάσεων ισοδυναµίας της R.

∆εδοµένων δύο οποιωνδήποτε σχέσεων ισοδυναµίας R1 και R2 µε αντίστοιχες διαµερίσεις
Π1 και Π2, R1 ⊆ R2 ανν κάθε block της διαµέρισης Π1 περιέχεται σε κάποιο block της
διαµέρισης Π2. Στη συνέχεια, κάθε block της διαµέρισης Π2 είναι η ένωση των block της
διαµέρισης Π1, και λέµε ότι το R1 είναι µια εκλέπτυνση (refinment) του R2 (και οµοίως, το
Π1 είναι µια εκλέπτυνση της Π2). Παρατηρούµε ότι, η Π2 έχει το πολύ τόσα blocks όσα και
η Π1. Στο ακόλουθο σχήµα η R2 είναι µια εκλέπτυνση της R1.

A/R1 A/R2

∆εξιά αναλλοίωτη σχέση ισοδυναµίας στο Σ∗

΄Εστω αλφάβητο Σ και DFA M = ⟨K,Σ, δ, s, F ⟩. Ορίζουµε τώρα µια σχέση ισοδυναµίας σε
συµβολοσειρές που επάγονται από το M . Αυτή η ισοδυναµία οµαδοποιεί ϐάσει της κατάστα-
σης που καταλήγει ο υπολογισµός τους στο M , δηλαδή σε ποια κατάσταση µεταβαίνουν µε
το πέρας του υπολογισµού.

Ορισµός 2 (Ισοδυναµία Myhill–Nerode). ΄Εστω DFA M = ⟨K,Σ, δ, s, F ⟩, ορίζουµε τη σχέση
RM στο Σ∗ ως εξής : για οποιεσδήποτε δύο συµβολοσειρές x, y ∈ Σ∗,

xRMy ⇐⇒ δ(s, x) = δ(s, y).

Παράδειγµα 1. Μπορούµε να υπολογίσουµε ποιες είναι οι κλάσεις ισοδυναµίας της RM για το
DFA M = ⟨K,Σ, δ, s, F ⟩, µε K = {q0, q1, q2}, Σ = {0, 1}, s = q0, F = q0, και µεταβάσεις

δ 0 1
q0 q1 q0
q1 q2 q1
q2 q0 q2
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Για παράδειγµα,
0110111RM00, 010101RMε, 110RM0.

Υπάρχουν τρεις κλάσεις ισοδυναµίας,

[ε]RM
, [0]RM

, [00]RM
.

Παρατηρούµε ότι L(M) = [ε]RM
. Επίσης, οι κλάσεις ισοδυναµίας είναι σε 1-1 αντιστοιχία µε

τις καταστάσεις του M . 2

Η σχέση RM έχει κάποιες σηµαντικές ιδιότητες,

Ορισµός 3. Μια σχέση R ορισµένη πάνω στο Σ∗ λέγεται δεξιά αναλλοίωτη (right invariant)
αν για κάθε x, y, z ∈ Σ∗ ισχύει

xRy ⇒ xzRyz.

Πρόταση 1. Η σχέση RM είναι δεξιά αναλλοίωτη.

Απόδειξη. ΄Εστω DFA M = ⟨K,Σ, δ, s, F ⟩, µε s = q0. Τότε, ισχύει

δ(q0, xz) = δ(δ(q0, x), z) = δ(δ(q0, y), z) = δ(q0, yz).

΄Αρα, για κάθε x, y, z ∈ Σ∗ ισχύει xRMy ⇒ xzRMyz.

Πρόταση 2. Η σχέση RM είναι σχέση ισοδυναµίας.

Απόδειξη. Προφανώς ισχύει ότι xRMx ⇐⇒ δ(q0, x) = δ(q0, x). Επίσης, ισχύει ότι xRMy ⇐⇒
δ(q0, x) = δ(q0, y) ⇐⇒ yRMx. Τέλος, αν xRMy και yRMz, τότε δ(q0, x) = δ(q0, y) και
δ(q0, y) = δ(q0, z). Συνεπώς έχουµε δ(q0, x) = δ(q0, z), άρα xRMz. ∆ηλαδή, η RM είναι
ανακλαστική, συµµετρική και µεταβατική, άρα είναι σχέση ισοδυναµίας.

Σχέση ισοδυναµίας ως προς την γλώσσα L

΄Εστω L ⊆ Σ∗ µια γλώσσα πάνω στο αλφάβητο Σ, και έστω x, y ∈ Σ∗ δύο συµβολοσειρές,
όχι απαραίτητα συµβολοσειρές στο L. Αρχικά, ϑα δώσουµε τον ορισµό των διακεκριµένων
επεκτάσεων.

Ορισµός 4. Λέµε ότι µια συµβολοσειρά z ∈ Σ∗ είναι µια διακεκριµένη επέκταση για x και y
αν ακριβώς ένα από τα xz και yz ανήκει στην L.

∆ηλαδή, αν επεκτείνουµε τις x και y κατά τη συµβολοσειρά z, τότε διαφοροποιούνται ως
προς την ένταξη τους στην L. Βάσει της διακεκριµένης επέκτασης µπορούµε να ορίσουµε
µια σχέση πάνω στην γλώσσα L.
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Ορισµός 5 (Ισοδυναµία ως προς L). ΄Εστω οι συµβολοσειρές x, y ∈ Σ∗, λέµε ότι είναι ισο-
δύναµες ως προς L, που συµβολίζεται xRLy, εάν δεν υπάρχει διακεκριµένη επέκταση µεταξύ
των x και y.

∆ηλαδή, δύο συµβολοσειρές είναι ισοδύναµες ως προς L εάν, ανεξάρτητα από τη συµβο-
λοσειρά z που τους παρατίθεται, είτε (xz ∈ L) ∧ (yz ∈ L) είτε (xz ̸∈ L) ∧ (yz ̸∈ L).

Πρόταση 3. ΄Εστω γλώσσα L πάνω σε αλφάβητο Σ. Η σχέση RL είναι σχέση ισοδυναµίας.

Απόδειξη. Παρατηρήστε ότι xRLx και ότι εάν xRLy, τότε yRLx. Επίσης, εάν xRLy και yRLw,
τότε xRLw. Αυτό συµβαίνει επειδή διαφορετικά, ϑα υπήρχε µια διακεκριµένη επέκταση z
για τις x και w, πράγµα που ϑα σήµαινε ότι ακριβώς ένα από τα xz και wz ϐρίσκεται στην
L. Αλλά τότε, ανεξάρτητα από το αν το yz ϐρίσκεται στην L ή όχι, πρέπει να ισχύει ότι το z
διακρίνει την y είτε από την x είτε από την w, κάτι που έρχεται σε αντίθεση µε την υπόθεση
µας ότι xRLy και yRLw. Συνεπώς, η RL είναι σχέση ισοδυναµίας των συµβολοσειρών στο Σ
σε διαφορετικές κλάσεις ισοδυναµίας.

Αυτή η σχέση ισοδυναµίας διαιρεί το σύνολο Σ∗. ∆ηλαδή, για οποιαδήποτε x ∈ Σ∗,
η κλάση ισοδυναµίας της x ως προς την L είναι το σύνολο των συµβολοσειρών στο Σ∗ που
ορίζονται από [x]RL

= {y ∈ Σ∗ : xRLy}. Αυτό είναι το σύνολο όλων των συµβολοσειρών που
είναι ισοδύναµες µε την x υπό τη σχέση RL.

Παρατηρούµε ότι, για οποιαδήποτε δύο στοιχεία x, y ∈ L, [x]RL
∩ [y]RL

= ∅ ανν δεν
ανήκουν στην ίδια κλάση, και [x]RL

∩ [y]RL
= ∅ ανν ανήκουν στην ίδια κλάση. Εποµένως, για

οποιεσδήποτε δύο συµβολοσειρές x, y ∈ Σ∗, οι κλάσεις ισοδυναµίας τους ως προς την L είναι
είτε πανοµοιότυπες (αν xRLy) είτε ξένες. Αυτό συµβαίνει επειδή αν οι κλάσεις ισοδυναµίας
επικαλύπτονταν, ϑα υπήρχε κάποια συµβολοσειρά w που είναι µέλος και των δύο, αλλά τότε
η w ϑα ήταν ισοδύναµη µε όλες τις συµβολοσειρές και στις δύο κλάσεις, και εποµένως όλες
οι συµβολοσειρές και στις δύο κλάσεις ϑα ήταν ισοδύναµες µεταξύ τους, καθιστώντας τις
κλάσεις ίσες, δεδοµένου του τρόπου µε τον οποίο τις ορίσαµε.

Σηµειώστε επίσης ότι δεν ϑεωρούµε το κενό σύνολο ως κλάση ισοδυναµίας. Οποιαδήποτε
κλάση ισοδυναµίας πρέπει να περιέχει τουλάχιστον µία συµβολοσειρά, συν όλες τις συµβο-
λοσειρές που είναι ισοδύναµες µε αυτήν τη συµβολοσειρά ως προς την RL.

Αυτές οι κλάσεις ισοδυναµίας ως προς µια γλώσσα L έχουν σηµαντικές ιδιότητες, οι οποίες
συνοψίζονται µε την µορφή προτάσεων,

Πρόταση 4. Η ένωση όλων των κλάσεων ισοδυναµίας ως προς το L είναι Σ∗.

Απόδειξη. Οποιαδήποτε συµβολοσειρά x ∈ Σ∗ ανήκει σε κάποια κλάση ισοδυναµίας· την
κλάση όλων των συµβολοσειρών που είναι ισοδύναµες µε το x.

Πρόταση 5. Για οποιαδήποτε κλάση ισοδυναµίας [x]RL
ως προς την L, είτε [x]RL

⊆ L είτε
[x]RL

∩ L = ∅.
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Απόδειξη. ΄Εστω ότι [x]RL
∩ L ̸∈ ∅, τότε υπάρχει κάποιο x ∈ [x]RL

∩ L. Αλλά τότε για
οποιοδήποτε y ∈ [x]RL

, έχουµε xRLy, που σηµαίνει ότι δεν υπάρχει διακεκριµένη επέκταση
µεταξύ των x και y, και συγκεκριµένα, το z = ε δεν είναι µια τέτοια διακεκριµένη επέκταση.
Εποµένως, είτε και τα δύο xz = x και yz = y ανήκουν στην L είτε και τα δύο δεν ανήκουν
στην L. Αλλά επειδή x ∈ L, πρέπει να έχουµε y ∈ L. ∆εδοµένου ότι το y ∈ L ήταν αυθαίρετο,
έχουµε [x]RL

⊆ L.

Πρόταση 6. Για οποιεσδήποτε δύο κλάσεις ισοδυναµίας [x]RL
και [y]RL

ως προς το L, αν
υπάρχουν συµβολοσειρές x ∈ [x]RL

και z ∈ [x]∗RL
µε xz ∈ [y]RL

, τότε για όλες οι συµβολοσειρές
y ∈ [x]RL

ισχύει yz ∈ [y]RL
.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι αν yz ̸∈ [y]RL
για κάποιο y ∈ [x]RL

, αυτό ϑα σήµαινε ότι το yz δεν είναι
ισοδύναµο µε xz ∈ [y]RL

, πράγµα που σηµαίνει ότι υπάρχει κάποια διακριτική επέκταση w,
δηλαδή ακριβώς ένα από τα yzw και xzw ϐρίσκεται στο L. Αλλά σε αυτήν την περίπτωση,
η συµβολοσειρά zw είναι µια διακριτική επέκταση για τα x και y, γεγονός που έρχεται σε
αντίθεση µε την υπόθεση ότι x, y ∈ [x]RL

.

Χαρακτηρισµός κανονικών γλωσσών µέσω του Θεωρήµα-
τος Myhill–Nerode

Τώρα που έχουµε εισαγάγει τις κλάσεις ισοδυναµίας που ορίζονται από µια γλώσσα A, µπο-
ϱούµε να διατυπώσουµε το ϑεώρηµα Myhill–Nerode, το οποίο δίνει έναν νέο χαρακτηρισµό
των κανονικών γλωσσών µε ϐάση τον αριθµό τέτοιων κλάσεων.

Θεώρηµα 1. ΄Εστω Σ ένα αλφάβητο και έστω L ⊆ Σ∗, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα,

1. η L είναι κανονική,

2. Η γλώσσα L είναι ένωση κάποιων κλάσεων ισοδυναµίας µιας δεξιά αναλλοίωτης σχέσης
ισοδυναµίας R µε πεπερασµένο δείκτη,

3. Η σχέση RL έχει πεπερασµένο δείκτη.

∆ιαίσθηση. ΄Ενα DFA για την L (αν υπάρχει) έχει µόνο πεπερασµένο αριθµό καταστάσεων.
Για κάθε κατάσταση q, ϑεωρούµε την κλάση των συµβολοσειρών που οδηγούν το DFA να
ϕτάσει σε αυτήν την κατάσταση. Τότε αυτές οι συµβολοσειρές είναι όλες ισοδύναµες. ∆ηλαδή,
αν το DFA ϕτάσει στην q όταν διαβάζει την συµβολοσειρά x και την συµβολοσειρά y, τότε
ανεξάρτητα από το ποια συµβολοσειρά z παραθέτουµε στην x και στην y, το DFA ϑα ϕτάσει
στην ίδια κατάσταση όταν διαβάζει την xz και την yz. Εποµένως, είτε ανήκουν και οι δύο στην
L (αν η προσπίπτουσα κατάσταση είναι κατάσταση αποδοχής) είτε και οι δύο δεν ανήκουν
στην L (αν η προσπίπτουσα κατάσταση δεν είναι κατάσταση αποδοχής).
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Η διαίσθηση ϑα πρέπει εποµένως να είναι ότι κάθε κλάση ισοδυναµίας σε σχέση µε µια
κανονική γλώσσα L αντιστοιχεί σε µια κατάσταση ενός DFA για την L, µε µια συµβολοσειρά
x να ανήκει στην κλάση αν και µόνο αν το DFA ϕτάσει σε αυτήν την κατάσταση όταν εκτε-
λείται στο x. Φυσικά, υπάρχουν πολλά πιθανά DFA για µια κανονική γλώσσα. Οι κλάσεις
ισοδυναµίας αποδεικνύεται ότι αντιστοιχούν στις καταστάσεις του ελάχιστου δυνατού DFA
για την L, και ο αριθµός των κλάσεων ισοδυναµίας είναι ο ελάχιστος αριθµός καταστάσεων
σε ένα DFA για την L. Εάν η L δεν είναι κανονική, αυτός ο ‘ελάχιστος αριθµός καταστάσεων’
είναι άπειρος, επειδή δεν υπάρχει πεπερασµένος αριθµός καταστάσεων που να επαρκεί για
να αναγνωρίσει την L. Αυτό αντιστοιχεί στο ότι υπάρχουν άπειρες κλάσεις ισοδυναµίας ως
προς την L.

Απόδειξη. [1 ⇒ 2] Αρχικά, ας υποθέσουµε ότι η L είναι κανονική, και έστω M = ⟨K,Σ, δ, s, F ⟩
ένα DFA που αναγνωρίζει την L. Για κάθε q ∈ K, έστω Cq ⊆ Σ∗ το σύνολο όλων των συµβο-
λοσειρών x έτσι ώστε το M να ϕτάνει στην κατάσταση q όταν εκτελείται στο x· δηλαδή,

Cq = {x ∈ Σ∗ : δ(q0, x) = q}.

Τώρα, για κάθε q ∈ K και κάθε x, y ∈ Cq, έχουµε xRMy. Αυτό συµβαίνει επειδή για
οποιοδήποτε z ∈ Σ∗, όταν το M εκτελείται στο xz ϕτάνει στο δ(q, z), και όταν το M εκτελείται
στο yz ϕτάνει επίσης στο δ(q, z). ΄Ετσι, αν δ(q, z) ∈ F έχουµε xz, yz ∈ A, και αν δ(q, z) ∈ F
έχουµε xz, yz ∈ A. Και στις δύο περιπτώσεις, η συµβολοσειρά z δεν διακρίνει το x και το y,
εποµένως δεν έχουν διακεκριµένη επέκταση και xRAy.

Γνωρίζουµε ότι όλες οι συµβολοσειρές εντός του Cq είναι ισοδύναµες για κάθε q ∈ K.
Σηµειώστε επίσης ότι τα σύνολα Cq είναι όλα ξένα. Τώρα, αν το E είναι µια κλάση ισοδυναµίας
ως προς την L, τότε αν το E περιέχει οποιαδήποτε συµβολοσειρά στο Cq, πρέπει να περιέχει
όλα τα Cq (αφού όλες οι συµβολοσειρές στο Cq είναι ισοδύναµες ως προς την L). Εποµένως,
το E πρέπει να είναι µια ένωση ορισµένων από τα σύνολα Cq. Καταλήγουµε στο συµπέρασµα
ότι οι κλάσεις ισοδυναµίας ως προς την L είναι ενώσεις των συνόλων Cq, εποµένως µπορεί να
υπάρχουν µόνο πεπερασµένα πολλές από αυτές (στην πραγµατικότητα, το πολύ |K|, αφού
πρέπει να είναι ξένα). Εποµένως, αν η L είναι κανονική, έχει πεπερασµένα πολλές κλάσεις
ισοδυναµίας, και ο αριθµός τέτοιων κλάσεων είναι το πολύ ο αριθµός των καταστάσεων στο
DFA για την L.

[2 ⇒ 3] ΄Εστω ότι η γλώσσα L είναι ένωση κλάσεων µιας σχέσης ισοδυναµίας R που
έχει πεπερασµένο δείκτη k < ∞. Θα δείξουµε ότι ο δείκτης της RL είναι το πολύ k, άρα
πεπερασµένος.

∆είχνουµε κατ΄ αρχήν τη συνεπαγωγή xRy ⇒ xRLy. ΄Εστω z ∈ Σ∗, xz ∈ L και xRy.
Επειδή R δεξιά αναλλοίωτη έπεται xzRyz. ΄Αρα το yz ανήκει στην ίδια κλάση της R µε το xz.
Αφού όµως xz ∈ L, και η L είναι ένωση κλάσεων της R, ολόκληρη η κλάση της R του xz
περιέχεται στην L, άρα yz ∈ L. ∆είξαµε δηλαδή ότι xz ∈ L ⇒ yz ∈ L, και ακριβώς το ίδιο
προκύπτει και η αντίστροφη συνεπαγωγή, άρα xRLy, όπως ϑέλαµε να δείξουµε.
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Η συνεπαγωγή που δείξαµε ( xRy ⇒ xRLy) σηµαίνει ότι κάθε κλάση της R περιέχεται
εξ ολοκλήρου σε µια κλάση της RL. Πράγµατι, έστω x ∈ C, όπου A µια R-κλάση, και έστω
x ∈ S, όπου S η RL-κλάση του x. ∆είχνουµε τότε ότι C ⊆ S. ΄Εστω λοιπόν y ∈ C. Αυτό
σηµαίνει xRy άρα και xRLy, οπότε y ∈ S.

Αφού κάθε κλάση R περιέχεται σε µια κλάση RL, δεν µπορούν οι κλάσεις RL είναι
περισσότερες από τις κλάσεις R, γιατί τότε ϑα υπήρχε κάποια κλάση RL που δε ϑα περιείχε
καµιά κλάση R και ϑα ήταν κενή, πράγµα που εξ ορισµού δε γίνεται.

[3 ⇒ 1] ΄Εστω ότι η RL έχει πεπερασµένο δείκτη. ΄Εστω k ο αριθµός τέτοιων κλάσεων
και έστω C1, C2, . . . , Ck οι ίδιες οι κλάσεις ισοδυναµίας, µε C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Ck = Σ∗ και
Ci ∩ Cj = ∅ όποτε i ̸= j. Κατασκευάζουµε ένα DFA M για την L. Θα έχει µία κατάσταση qi
για κάθε κλάση ισοδυναµίας Ci, έτσι ώστε το σύνολο των καταστάσεων K = {q1, q2, . . . , qk}
να έχει µέγεθος k. Το αλφάβητο του M ϑα είναι Σ. Ορίζουµε ως αρχική κατάσταση την q0
που αντιστοιχεί στην κλάση ισοδυναµίας Cℓ που περιέχει την κενή συµβολοσειρά, δηλαδή,
το σύνολο Cℓ µε ε ∈ Cℓ.

Ορίζουµε το σύνολο των καταστάσεων αποδοχής ως F = {qi : Ci ⊆ L}. Τέλος, ορίζουµε
τη συνάρτηση µετάβασης δ ως εξής : για οποιοδήποτε a ∈ Σ, για οποιαδήποτε κλάση ισοδυ-
ναµίας Ci, και για οποιοδήποτε x, y ∈ Ci, η κλάση ισοδυναµίας των xa και ya είναι η ίδια.
΄Εστω αυτή η κλάση ισοδυναµίας (που ορίζεται από τα a και Ci) Cj. Στη συνέχεια, ορίζουµε
δ(qi, a) = qj.

Αυτό σηµαίνει ότι η δ(q0, x) ϑα είναι η κατάσταση που αντιστοιχεί στην κλάση ισοδυναµίας
της x. Μπορούµε να το αποδείξουµε αυτό µε επαγωγή: ισχύει εξ ορισµού για x = ε (ϐάση
επαγωγής), και αν ισχύει για συµβολοσειρές µήκους k και η x είναι µια συµβολοσειρά µήκους
k + 1, µπορούµε να γράψουµε x = wa µε |w| = k, έτσι ώστε η δ(q0, w) να αντιστοιχεί
στην κλάση ισοδυναµίας της w, και στη συνέχεια η δ(q0, x) = δ(δ(q0, w), a) είναι η κλάση
ισοδυναµίας της wa, ολοκληρώνοντας την επαγωγή.

Ισχυριζόµαστε τώρα ότι αυτό το DFA αναγνωρίζει την L. Για να το δούµε αυτό, ας υπο-
ϑέσουµε πρώτα ότι x ∈ L. Τότε δ(q0, x) = qi µε x ∈ Ci, και επειδή x ∈ L, έχουµε Ci∩L ̸= ∅,
που σηµαίνει Ci ⊆ L. Εποµένως, από τον ορισµό του F , έχουµε qi ∈ L, άρα το DFA δέχεται
το x. Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι το x γίνεται αποδεκτό από το DFA. Τότε δ(q0, x) ∈ F ,
που σηµαίνει ότι η κλάση ισοδυναµίας Ci του x ικανοποιεί το Ci ⊆ L. Αφού x ∈ Ci, πρέπει
να έχουµε x ∈ L.

Συµπεραίνουµε ότι πεπερασµένος αριθµός κλάσεων ισοδυναµίας συνεπάγεται ότι η L
είναι κανονική.

Εποµένως, αν η L είναι κανονική γλώσσα, έχει πεπερασµένο αριθµό κλάσεων ισοδυνα-
µίας, και ο αριθµός τέτοιων κλάσεων είναι το πολύ ο ελάχιστος αριθµός καταστάσεων σε
οποιοδήποτε DFA για την L. ∆ηλαδή, είναι το πολύ ο αριθµός καταστάσεων στο ελάχιστο
DFA για την L.
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Χρήση Θεωρήµατος Myhill–Nerode

Το ϑεώρηµα Myhill–Nerode µας δίνει έναν ακόµη χαρακτηρισµό του πότε µια γλώσσα είναι
κανονική. Μπορεί να χρησιµοποιηθεί για να δείξει ότι οι γλώσσες είναι κανονικές, απλώς
απαριθµώντας όλες τις κλάσεις ισοδυναµίας εάν υπάρχουν µόνο πεπερασµένοι. Ωστόσο,
στην πράξη, αυτό αποδεικνύεται αρκετά παρόµοιο µε την απλή κατασκευή ενός DFA για
τη γλώσσα. Εποµένως, για να δείξουµε ότι µια γλώσσα είναι κανονική, το ϑεώρηµα Myhill–
Nerode συνήθως δίνει µόνο µια υπόδειξη για το πώς να κατασκευάσουµε ένα DFA, αλλά δεν
είναι ουσιαστικά ευκολότερο από την άµεση κατασκευή ενός DFA ή NFA.

Είναι ενδιαφέρον, ωστόσο, ότι το ϑεώρηµα Myhill–Nerode µπορεί να χρησιµοποιηθεί για
να δείξει ότι οι γλώσσες δεν είναι κανονικές. Για να δείξουµε ότι η L δεν είναι κανονική,
αρκεί να δείξουµε ότι ορίζει άπειρες πολλές κλάσεις ισοδυναµίας. Αυτό είναι ισοδύναµο µε
το να δείξουµε ότι υπάρχουν άπειρες πολλές συµβολοσειρές x1, x2, x3, . . . τέτοιες ώστε καµία
από αυτές να µην είναι ισοδύναµη ως προς την L. Με άλλα λόγια, αρκεί να ϐρούµε µια
ακολουθία συµβολοσειρών x1, x2, x3, · · · ∈ Σ∗ τέτοιες ώστε για κάθε i ̸= j, να έχουµε κάποιο
z ∈ Σ∗ µε ακριβώς ένα από τα xiz και xjz να ϐρίσκεται στην L.1

Παράδειγµα 2. Ας εξετάσουµε την κανονικότητα της L = {0k1k | k ∈ N}. Επιλέγουµε µια
ακολουθία συµβολοσειρών xi = 0i για όλα τα i ∈ N. Στη συνέχεια, για οποιοδήποτε i ̸= j,
παίρνουµε την συµβολοσειρά z = 1i, και τότε ϑα έχουµε xiz ∈ L αλλά xjz /∈ L. Αυτό αρκεί
για να συµπεράνουµε ότι η L δεν είναι κανονική. 2

Παράδειγµα 3 (Αποτυχία Λήµµατος ΄Αντλησης). ΄Εστω

B = {01k2k | k ∈ N} ∪ L((ε ∪ 000∗)1∗2∗).

Μπορούµε να δείξουµε ότι η B δεν είναι κανονική;

Αποδεικνύεται ότι δεν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε απευθείας το λήµµα άντλησης. Ο
λόγος είναι ότι το B στην πραγµατικότητα ικανοποιεί το λήµµα άντλησης : υπάρχει ένα µήκος
άντλησης n = 2 τέτοιο ώστε για όλες τις συµβολοσειρέςw ∈ B µήκους τουλάχιστον 2, µπορούµε
να αναλύσουµε το w = xyz µε τις επιθυµητές ιδιότητες.

Εάν w = 01k2k, ϑα επιλέξουµε x = ε, y = 0, z = 1k2k και ϑα παρατηρήσουµε ότι
xyiz = 0i1k2k, το οποίο είναι στο B για όλα τα i. Από την άλλη πλευρά, αν w = 0m1k2ℓ µε
m ≥ 2, µπορούµε να επιλέξουµε y = 00, x = ε, z = 0m−21k2ℓ, το οποίο µας επιτρέπει και πάλι
να αντλήσουµε το y. Τέλος, αν w = 1k2ℓ, µπορούµε να επιλέξουµε x = ε, έστω y το πρώτο
σύµβολο του w, και έστω z τα υπόλοιπα σύµβολα. Αυτό µας επιτρέπει και πάλι να αντλήσουµε
το y, εποµένως το λήµµα άντλησης ικανοποιείται σε όλες τις περιπτώσεις.

1Οι συµβολοσειρές xi δεν χρειάζεται να ϐρίσκονται οι ίδιες στη γλώσσα L. Μπορούν να είναι τυχαίες συµβο-
λοσειρές πάνω από την Σ.
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΄Ενας τρόπος για να αποδείξουµε ότι η B δεν είναι κανονική είναι να χρησιµοποιήσουµε
το ϑεώρηµα Myhill–Nerode. Μπορούµε να επιλέξουµε xi = 01i για όλα τα i ∈ N, και να
παρατηρήσουµε ότι κάθε ϕορά που το i ̸= j, µπορούµε να πάρουµε z = 2i και να έχουµε
xiz ∈ B, xjz /∈ B.

΄Ενας άλλος τρόπος για να αποδείξουµε ότι το B δεν είναι κανονικό είναι να χρησιµο-
ποιήσουµε ιδιότητες κλεισίµατος. Θα ϑέλαµε να µεγεθύνουµε τις συµβολοσειρές στη B που
ξεκινούν µόνο µε ένα 0, αφού αυτές είναι οι συµβολοσειρές που ϕαίνονται µη κανονικές. Για
να το κάνουµε αυτό, ϑα ορίσουµε C = L(01∗2∗) και ϑα εξετάσουµε το B ∩ C. Αν το B ήταν
κανονικό, τότε το B ∩C ϑα ήταν κανονικό (αφού οι κανονικές γλώσσες είναι κλειστές ως προς
την τοµή και επειδή το C είναι κανονικό, καθώς έχει µια κανονική έκφραση). Ωστόσο,

B ∩ C = {01k2k : k ∈ N},

η οποία γλώσσα µπορούµε να δείξουµε ότι είναι µη κανονική χρησιµοποιώντας το λήµµα άντλη-
σης. 2


