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Ε
νότητα

9
Τ
α
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η

Η
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4
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Τ
α
ξινόµησ

η
Θ
εω

ρούµε
έναν π

ίνακα Α
[0

..n-1]
µε n

στοιχ
εία στα οπ

οία έχ
ει ορισθ

εί µια γραµµική 
διάταξη, δηλαδή ∀

ζεύγος
στοιχ

είω
ν
x
,y

του
Α
, είτε

x
 < y, ή

x
 > y

ή
x
 = y.

Η
δια

δικα
σ
ία

τα
ξινόµησ

ης
του

Α
συνίσταται

στην
αναδιάταξη

τω
ν
στοιχ

είω
ν
του

έτσι
ώ
στε

µετά
το

π
έρας

της
διαδικασίας

αυτής
να

ισχ
ύει

Α
[0

] ≤
Α
[1] ≤

…
≤
Α
[n-1].

Τ
α
ξινόµησ

η
µε Χ

ρήσ
η Ο

υρώ
ν Π

ροτερα
ιότητα

ς
∆
εδοµένου ότι µια β

ιβ
λιοθ

ήκη π
αρέχ

ει ουρές π
ροτεραιότητας, ζητείται 

αλγόριθ
µος π

ου να ταξινοµεί τα n
στοιχ

εία του π
ίνακα Α

.

Α
λγόριθ

µος Τ
α
ξινόµησ

ης µε Χ
ρήσ

η Ο
υρά

ς Π
ροτερα

ιότητα
ς

M
akeE

m
ptyS

et(S
);

for (j = 0
; j < n; j++)

εισαγω
γή του στοιχ

είου Α
[j]

στην ουρά π
ροτεραιότητας S

;
for (j = 0

; j < n; j++)
Print(D

eleteM
in(S

));

Π
οια είναι η χ

ρονική π
ολυπ

λοκότητα του αλγορίθ
µου αυτού?

�
Η
 π

ολυπ
λοκότητα εξαρτάται απ

ό την π
ολυπ

λοκότητα τω
ν λειτουργιώ

ν 
Insert() και D

eleteM
in() της ουράς π

ροτεραιότητας.
�

Α
ν η ουρά π

ροτεραιότητας υλοπ
οιείται µε τη χ

ρήση ενός σω
ρού, τότε η 

χ
ρονική π

ολυπ
λοκότητα του αλγορίθ

µου είναι Ο
(nlogn).
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Τ
α
ξινόµησ

η
χ
ρησ

ιµοπ
οιώ

ντα
ς ά

λλες ∆
οµές 

∆
εδοµένω

ν
Α
λγόριθ

µος
Τ
α
ξινόµησ

ης µε Χ
ρήσ

η Τ
α
ξινοµηµένω

ν ∆
ένδρω

ν
M
akeE

m
ptyB

inaryS
earch

T
ree(T

);
for (j = 0

; j < n; j++)
B
inaryS

earch
T
reeInsert(Τ

, A
[j]);

Inord
er(T

)
// µε τη V

isit() να εκτελεί µια εκτύπ
ω
ση του κλειδιού του εκάστοτε κόµβ

ου

Χ
ρονική Π

ολυπ
λοκότητα

Η
 χ
ρονική π

ολυπ
λοκότητα του π

αραπ
άνω

 αλγορίθ
µου είναι Ο

(nh
), όπ

ου h
το ύψ

ος του ταξινοµηµένου δένδρου µετά απ
ό τις n

εισαγω
γές.

Α
ν το ταξινοµηµένο δένδρο είναι A

V
L, (2

-3
) δένδρο ή κοκκινόµαυρο δένδρο 

τότε η χ
ρονική π

ολυπ
λοκότητα του π

αραπ
άνω

 αλγορίθ
µου είναι Ο

(nlogn)
(αφ

ού h
 = O

(logn)).

Χ
ω
ρική Π

ολυπ
λκότητα

�
Τ
α n

στοιχ
εία π

ου είναι απ
οθ

ηκευµένα στον π
ίνακα Α

 απ
αιτείται να 

απ
οθ

ηκευτούν εκ νέου σε µια νέα δοµή. 
�

Τ
ο ίδιο ισχ

ύει και στην π
ερίπ

τω
ση χ

ρήσης ουράς π
ροτεραιότητας.

�
Α
υτό π

ροκαλεί σπ
ατάλη µνήµης!

Η
Υ
2
4
0
 -

Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

4

Τ
α
ξινόµησ

η
-
Ο
 Α
λγόριθ

µος Inse
rtionS

ort
Π
ρόβ

ληµα

Ε
ίσ
οδος

Μ
ια ακολουθ

ία απ
ό n αριθ

µούς 
<a

1 , a
2 , ..., a

n >.

Έ
ξοδος (output):

Μ
ια µετάθ

εση (αναδιάταξη) 
< a’1 , a’2 , ..., a’n >

της ακολουθ
ίας 

εισόδου έτσι ώ
στε: 

a’1 ≤
a’2

≤
... ≤

a’n

A
lgorith

m
Inse

rtionS
ort

(Α
[1
..n]) {

// Ε
ίσοδος: ένας µη-ταξινοµηµένος 

π
ίνακας Α

 ακεραίω
ν αριθ

µώ
ν

// Έ
ξοδος: ο π

ίνακας Α
 µε τα στοιχ

εία 
του σε αύξουσα διάταξη

int
key, i, j;

for (j = 2
; j ≤

n; j++) {
key = A

[j];
i = j-1;
w
h
ile (i >

0
&
&
 A

[i] > key) {
A
[i+1] = A

[i];
i = i-1;

}A
[i+1] = key;

}return A
;

}

Π
ω
ς
λειτουργεί ο αλγόριθ

µος αν 
A

= <5
,2
,4
,6
,1,3

>;

Ο
αλγόριθ

µος InsertionS
ort()

και η π
ολυπ

λοκότητά του
έχ

ουν 
συζητηθ

εί αναλυτικά στην 
Ε
νότητα 1 του µαθ

ήµατος.
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Τ
α
ξινόµησ

η
-
Ο
 α
λγόριθ

µος I
nse

rtionS
ort()

A
lgorith

m
Inse

rtionS
ort

(Α
[1
..n]) {

int
key, i, j;

for (j = 2
; j ≤

n; j++) {
key = A

[j];
i = j-1;
w
h
ile (i >

0
&
&
 A

[i] > key) {
A
[i+1] = A

[i];
i = i-1;

}A
[i+1] = key;

}return A
;

}

Π
ω
ς
λειτουργεί ο αλγόριθ

µος αν 
A

= <5
,2
,4
,6
,1,3

>;

Β
α
σ
ική

Ιδέα

Ε
π
αναληπ

τικά, επ
ιλέγεται το επ

όµενο 
στοιχ

είο απ
ό το µη-ταξινοµηµένο κοµµάτι 

Α
[j..n-1] του π

ίνακα
και τοπ

οθ
ετείται 

στην κατάλληλη θ
έση του ταξινοµηµένου 

κοµµατιού Α
[0

..j-1]
του π

ίνακα.
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Proced
ure S

electionS
ort(tab

le
A
[0

..n-1]) {
// sort A

 b
y repeated

ly selecting th
e sm

allest elem
ent 

// from
 th

e unsorted
 part    

for (i = 0
; i < n-1; i++) {

j = i;
for (k = i+1; k < n; k++) 

if (A
[k] < A

[j]) j = k;
sw

ap(A
[i], A

[j]);
}

}

Τ
α
ξινόµησ

η
-
Ο
 α
λγόριθ

µος S
e
le
ctionS

ort()

Β
α
σ
ική

Ιδέα

Ε
π
αναληπ

τική αναζήτηση, στο µη-
ταξινοµηµένο κοµµάτι του π

ίνακα 
Α
, του στοιχ

είου εκείνου π
ου θ

α 
απ

οτελέσει το επ
όµενο στοιχ

είο 
στο ταξινοµηµένο κοµµάτι του 
π
ίνακα (το µέγεθ

ος  του 
ταξινοµηµένου κοµµατιού του 
π
ίνακα αυξάνει κατά ένα µετά απ

ό 
κάθ

ε επ
ανάληψ

η).

Ά
σ
κησ

η
για

 το σ
π
ίτι

Α
π
οδείξτε ότι η χ

ρονική π
ολυπ

λοκότητα της S
electionS

ort() είναι Θ
(n

2).

Π
ω
ς
λειτουργεί ο αλγόριθ

µος αν 
A

= <5
,2
,4
,6
,1,3

>;

3
1

6
4

2
5

3
5

6
4

2
1

6
5

4
3

2
1

6
5

4
3

2
1

4
5

6
3

2
1

3
5

6
4

2
1

i = 1, j = 1

i = 0
, j = 4

i = 2
, j = 5

i = 3
, j = 5

i = 4
, j = 4
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Τ
α
ξινόµησ

η
-
Ο
 α
λγόριθ

µος H
e
a
pS

ort()
Β
α
σ
ικές

Ιδέες
Α
π
οδοτικότερη έκδοση του S

electionS
ort(), στην 

οπ
οία

το µη-ταξινοµηµένο κοµµάτι του Α
 

διατηρείται ω
ς ένας σω

ρός π
ου το ελάχ

ιστο 
στοιχ

είο του β
ρίσκεται στη θ

έση Α
[n-1] του 

π
ίνακα, ενώ

 τα υπ
όλοιπ

α στοιχ
εία είναι 

απ
οθ

ηκευµένα µε την κατάλληλη σειρά σε 
φ
θ
ίνουσες θ

έσεις του A
ξεκινώ

ντας απ
ό την A

[n-2
].

Υ
π
οθ

έτουµε ότι αρχ
ικά τα στοιχ

εία π
ου είναι 

απ
οθ

ηκευµένα στον π
ίνακα έχ

ουν την ιδιότητα της 
µερικής ταξινόµησης (αυτό επ

ιτυγχ
άνεται µε κλήση 

µιας διαδικασίας π
ου ονοµάζεται InitializeH

eap()).

∆
ιατρέχ

ουµε όλα τα στοιχ
εία του Α

 και για κάθ
ε ένα 

απ
ό αυτά το ανταλλάσουµε µε το στοιχ

είο Α
[n-1] 

(δηλαδή το ελάχ
ιστο του σω

ρού) και εκτελούµε µια 
διαδικασία, π

ου ονοµάζεται H
eapify(), η οπ

οία 
επ

αναφ
έρει την ιδιότητα της µερικής ταξινόµησης 

του σω
ρού (εφ

αρµόζοντας τις τεχ
νικές π

ου 
συζητήθ

ηκαν στην Ε
νότητα 8

).

Proced
ure H

eapS
ort( tab

le 
A
[0

..n-1]) {
InitializeH

eap(Α
);

// Η
 InitializeH

eap() αναλαµβ
άνει τη 

// µερική ταξινόµηση του αρχ
ικού 

//π
ίνακα ώ

στε αυτός να µετατραπ
εί 

// σε σω
ρό

for (i
=
0
; i < n-1; i++) 

{
sw

ap(A
[i], A

[n-1]);
// επ

αναληπ
τική απ

οθ
ήκευση του 

// µικρότερου στοιχ
είου του 

// σω
ρού στη θ

έση i
του π

ίνακα

H
eapify(A

[i+1…
n-1]);

// επ
αναφ

ορά της µερικής 
// διάταξης του σω

ρού π
ου µπ

ορεί 
// να έχ

ει καταστραφ
εί στη ρίζα

}
}
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proced
ure H

e
a
pify(tab

le
A
[i..j]) {

//
Α
ρχ

ικά, το κοµµάτι Α
[i..j-1]

είναι µερικώ
ς ταξινοµηµένο, ενώ

 
µετά την εκτέλεση της H

eapify()
το κοµµάτι A

[i..j] είναι µερικώ
ς 

ταξινοµηµένο

m
 = j;             

w
h
ile ((leftch

ild
(m

) ≥
i A

N
D
 A

[leftch
ild

(m
)] < A

[m
]) O

R
(righ

tch
ild

(m
) ≥

i
A
N
D
 A

[righ
tch

ild
(m

)] < A
[m

]) {
// αν υπ

άρχ
ει αριστερό π

αιδί µε µικρότερο κλειδί
απ

ό του m
 ή αν 

// υπ
άρχ

ει δεξιό π
αιδί µε µικρότερο

κλειδί
απ

ό του m

if (righ
tch

ild
(m

) ≥
i
) {

if (A
[leftch

ild
(m

)] < A
[righ

tch
ild

(m
)]) 

p = leftch
ild

(m
) 

else p = righ
tch

ild
(m

);
}else p = i;
sw

ap(Α
[m

], A
[p]);

m
 = p;

}
}Σ
τον π

αραπ
άνω

 κώ
δικα ισχ

ύει ότι:
�

leftch
ild

(m
) = 2

m
-n

�
righ

tch
ild

(m
) = 2

m
-n-1

Τ
α
ξινόµησ

η
-
Ο
 α
λγόριθ

µος H
e
a
pS

ort()

4
3

6
5

2
1

5
4

6
3

2
1

4
5

6
3

2
1

3
4

6
5

2
1

i = 1, π
ριν H

eapify()
i = 1, µετά H

eapify()

i = 2
, π

ριν H
eapify()

i = 2
, µετά H

eapify()

Π
α
ρά
δειγµα

Ε
κτέλεσ

ης
της 

H
eapS

ort(A
) όπ

ου A
 = [6

,4
,5
,2
,3
,1]

π
ου είναι σω

ρός.

1
3

2
5

4
6

6
3

2
5

4
1

2
3

6
5

4
1

6
5

4
3

2
1

6
5

4
3

2
1

5
6

4
3

2
1

π
ριν

την εκτέλεση 
της H

eapify()

µετά
την εκτέλεση 

της H
eapify()

i
= 0

i
= 0

i
= 0

i = 3
, π

ριν H
eapify()

i = 3
, µετά H

eapify()

6
5

4
3

2
1 i = 4

, π
ριν H

eapify()
i = 4

, µετά H
eapify()

6

2

5
4

3

4

6

5

3

5

6
4

6

5

4
34

5

5

6
0

1
2

3
4

5

0
1

2
3

4
5
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6

Τ
α
ξινόµησ

η
-
Ο
 α
λγόριθ

µος H
e
a
pS

ort()
Proced

ure InitializeH
eap(tab

le
A
[0

..n-1]) {
// Μ

ετατροπ
ή του Α

 σε σω
ρό

for (i=1; i < n; i++) H
eapify(A

[0
..i]);

}
4

5
6

1
3

2
4

5
6

1
3

2

4
1

2
5

3
6

1
3

2
5

4
6

4
5

2
1

3
6

4
5

6
1

3
2

µετά
ανακύκλω

ση i = 2
µετά

ανακύκλω
ση i = 1

µετά
ανακύκλω

ση i = 3

µετά
ανακύκλω

ση i = 4
µετά

ανακύκλω
ση i = 5

3
2

i=1:
τα φ

ύλλα 3
και 2

δεν έχ
ουν π

αιδιά ⇒
η

H
eapify()

δεν
επ

ιφ
έρει

καµία
αλλαγή!

5
2

i=2
:
τα φ

ύλλα 1,
3
και

2
 δεν έχ

ουν π
αιδιά ⇒

η
H
eapify()

δεν
επ

ιφ
έρει

καµία
αλλαγή!

1

i=3
:
ο κόµβ

ος 6
είναι ο µόνος π

ου έχ
ει π

αιδιά ⇒
η
H
eapify()

ανταλλάσει
το

6
 µε

το
π
αιδί

του, 
π
ου

έχ
ει

τιµή
2
και

είναιµικρότερο.

i=4
:
η ιδιότητα της µερικής ταξινόµησης καταστρατηγείται 

απ
ό το 5

 ⇒
η
H
eapify()

ανταλλάσει
το

5
 µε

το
1.

3
2

αρχ
ικά

4

2
1

3

6
5

5
2

1
3

2

2

5
2

1
3

6

2

2 6
1

3

5
2

2 6
5

3

1

4

6
5

3

2
1

1

6
5

4

2
3

i=5
:
η ιδιότητα της µερικής ταξινόµησης έχ

ει 
καταστρατηγηθ

εί στη ρίζα ⇒
η
H
eapify()

ανταλλάσει
το

4
 µε

το
1 και

στη
συνέχ

εια
το

4
 µε

το
3
.

0
1

2
3

4
5

0
1

2
3

4
5
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Τ
α
ξινόµησ

η
-
Ο
 α
λγόριθ

µος H
e
a
pS

ort()
Χ
ρονική

Π
ολυπ

λοκότητα
 της H

e
a
pS

ort()

≤
(Χ

ρονική Π
ολυπ

λοκότητα της InitializeH
eap())

+ 
((n-1)

* Χ
ρονική Π

ολυπ
λοκότητα της H

eapify(A
[0

..n-1]))

�
(Χ

ρονική Π
ολυπ

λοκότητα της InitializeH
eap())

≤
(n-1) * (Χ

ρονική Π
ολυπ

λοκότητα της H
eapify(A

[0
..n-1]))

�
Χ
ρονική Π

ολυπ
λοκότητα της H

eapify(A
[0

..n-1]) = O
(logn)!

�
Ε
π
οµένω

ς:

Χ
ρονική Π

ολυπ
λοκότητα

 της H
e
a
pS

ort() =
 O

(nlogn)!

Χ
ω
ρική Π

ολυπ
λοκότητα

 της H
e
a
pS

ort()
�

Τ
α στοιχ

εία απ
οθ

ηκεύονται κάθ
ε χ

ρονική στιγµή στον ίδιο 
τον π

ίνακα Α
. 

Ο
 αλγόριθ

µος είναι π
ολύ απ

οδοτικός ω
ς π

ρος την χ
ω
ρική   

π
ολυπ

λοκότητα.
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Τ
α
ξινόµησ

η
-
Ο
 α
λγόριθ

µος M
e
rge

S
ort()

Τ
εχ
νική

«
∆
ια
ίρει κα

ι Κ
υρίευε»

 
Η
 τεχ

νική π
εριλαµβ

άνει τρία β
ήµατα:

1
.
∆
ια
ίρεσ

η
του π

ροβ
λήµατος σε διάφ

ορα υπ
οπ

ροβ
λήµατα

π
ου είναι 

π
αρόµοια µε το αρχ

ικό π
ρόβ

ληµα αλλά µικρότερου µεγέθ
ους.

2
.
Κ
υρια

ρχ
ία

επ
ί τω

ν υπ
οπ

ροβ
ληµάτω

ν, επ
ιλύοντας τα αναδροµικά µέχ

ρι 
αυτά να γίνουν αρκετά µικρού µεγέθ

ους οπ
ότε και τα επ

ιλύουµε 
απ

ευθ
είας. 

3
.
Σ
υνδυα

σ
µός

τω
ν επ

ιµέρους λύσεω
ν τω

ν υπ
οπ

ροβ
ληµάτω

ν
ώ
στε να 

συνθ
έσουµε µια λύση του αρχ

ικού π
ροβ

λήµατος.

Ο
 αλγόριθ

µος
M
ergeS

ort() ακολουθ
εί το µοντέλο «

∆
ιαίρει και Κ

υρίευε»
:

1
.
∆
ια
ίρεσ

η:
Η
 π

ρος ταξινόµηση ακολουθ
ία τω

ν n
στοιχ

είω
ν διαιρείται 

σε δύο υπ
ακολουθ

ίες
τω

ν n/2
στοιχ

είω
ν η κάθ

ε µια.
2
.
Κ
υρια

ρχ
ία
:
Ο
ι δυο υπ

ακολουθ
ίες

ταξινοµούνται καλώ
ντας αναδροµικά 

τη M
ergeS

ort() για κάθ
ε µια απ

ό αυτές. Η
 αναδροµή εξαντλείται όταν 

η π
ρος ταξινόµηση υπ

ακολουθ
ία

έχ
ει µήκος 1 (αφ

ού κάθ
ε υπ

ακολουθ
ία

µήκους 1 είναι ταξινοµηµένη).
3
.
Σ
υνδυα

σ
µός:

Σ
υγχ

ω
νεύουµε τις δύο ταξινοµηµένες υπ

ακολουθ
ίες

ώ
στε να σχ

ηµατίσουµε την τελική ταξινοµηµένη ακολουθ
ία.

Η
Υ
2
4
0
 -

Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

1
2

Τ
α
ξινόµησ

η
-
Ο
 α
λγόριθ

µος M
e
rge

S
ort()

∆
ια
δικα

σ
ία

Σ
υγχ

ώ
νευσ

ης
�

Χ
ρησιµοπ

οιείται µια β
οηθ

ητική 
διαδικασία M

erge(tab
le

A
, int

p,q,r),
της οπ

οίας οι π
αράµετροι είναι ένας 

π
ίνακας Α

 και τρεις ακέραιοι, δείκτες 
στον π

ίνακα, τ.ω
. p ≤

q < r. 

�
H
 διαδικασία

π
ροϋπ

οθ
έτει

ότι
οι

υπ
οπ

ίνακες
A
[p..q] και

A
[q+1..r]

είναι
ταξινοµηµένοι

και
συγχ

ω
νεύει

τα
στοιχ

εία
τους

ώ
στε

να
σχ

ηµατίσει
µια

ενιαία
ταξινοµηµένη

υπ
ακολουθ

ία, η
οπ

οία
αντικαθ

ιστά
την

αρχ
ική

A
[p..r].

�
Α
π
οθ

ηκεύουµε
στο

τέλος
κάθ

ε
υπ

οπ
ίνακα

έναν
κόµβ

ο
φ
ρουρό, ώ

στε
όταν

αυτός
π
ροσεγγισθ

εί, η
τιµή

του
να

είναι
σίγουρα

µεγαλύτερη
απ

ό
την

τιµή
του

τρέχ
οντος

στοιχ
είου

στον
άλλο

υπ
οπ

ίνακα.

void
 M

e
rge

(ta
b
le

A
, int

p,q,r) {
n1 = q-p+1;
n2

 = r-q;
// δηµιουργία υπ

οπ
ινάκω

ν
L[0

..n1] και R
[0

..n2
]

for (i=0
; i < n1; i++) 

L[i] = A
[p+i];

for (i = 0
; i < n2

; i++)
R
[i] = A

[q+1+i];
i = j = 0

; 
L[n1] = R

[n2
] = ∞

; //
κόµβ

οι
φ
ρουροί

τω
ν
π
ινάκω

ν

for (k = p; k <= r; k++) {
if (L[i] < R

[j]) {
A
[k] = L[i];  

i++;
}else {

A
[k] = R

[j]; 
j++;

}
} /* for

*/ 
} /*M

erge */



Η
Υ
2
4
0
 -

Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

1
3

Τ
α
ξινόµησ

η
-
Ο
 α
λγόριθ

µος M
e
rge

S
ort()

Σ
υνθ

ήκη
π
ου ισ

χ
ύει α

να
λλοίω

τη κα
τά
 

την εκτέλεσ
η της M

e
rge

()
«
Σ
την αρχ

ή κάθ
ε επ

ανάληψ
ης της 3

ης 
for, ο υπ

οπ
ίνακας

Α
[p..k-1] π

εριέχ
ει τα 

k-p
µικρότερα στοιχ

εία τω
ν L[0

..n1]
και 

R
[0

..n2
], ταξινοµηµένα. Ε

π
ιπ

λέον, τα L[i]
και R

[j]
είναι τα µικρότερα στοιχ

εία τω
ν 

υπ
οπ

ινάκω
ν
αυτώ

ν π
ου δεν έχ

ουν ακόµη 
καταχ

ω
ρηθ

εί στον π
ίνακα Α

.»

Ο
 ισχ

υρισµός αυτός απ
οδεικνύεται µε 

επ
αγω

γή στο k. Η
 απ

όδειξη αφ
ήνεται ω

ς 
άσκηση για το σπ

ίτι!

Π
οια είναι η χ

ρονική π
ολυπ

λοκότητα της 
M
erge();

Θ
(n1+n2

) = Θ
(n)!

void
 M

e
rge

(ta
b
le

A
, int

p,q,r) 
{

n1 = q-p+1;
----------

�
Θ
(1)

n2
 = r-q;

---------
�

Θ
(1)

for (i=0
; i < n1; i++) --

L[i] = A
[p+i];

-
�

Θ
(n1)

for (i = 0
; i < n2

; i++) --
R
[i] = A

[q+1+i];   -
�

Θ
(n2

)
i = j = 0

;    ----------
�

Θ
(1)

L[n1] = R
[n2

] = ∞
; ---

�
Θ
(1)

for (k = p; k <= r; k++) 
if (L[i] < R

[j]) {
A
[k] = L[i];  i++;

}else {
A
[k] = R

[j]; j++;
}

}

Θ
(n1+n2

)

Η
Υ
2
4
0
 -

Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

1
4

Τ
α
ξινόµησ

η
-
Ο
 α
λγόριθ

µος M
e
rge

S
ort()

Π
α
ρά
δειγµα

εκτέλεσ
ης της M

e
rge

(A
, 9

, 1
2
, 1

6
),

όπ
ου Α

[9
..16

] = <2
,4
,5
,7
,1,2

,3
,6
>

�
Ο
ι ελαφ

ρά σκιασµένες θ
έσεις στον π

ίνακα Α
 έχ

ουν λάβ
ει τις τελικές τους τιµές, 

ενώ
 οι έντονα σκιασµένες θ

έσεις θ
α αντικατασταθ

ούν στη συνέχ
εια απ

ό άλλες τιµές. 

�
Ο
ι ελαφ

ρά σκιασµένες θ
έσεις στους π

ίνακες L,R
π
εριέχ

ουν τιµές οι οπ
οίες δεν 

έχ
ουν ακόµη επ

ανακαταχ
ω
ρηθ

εί
στον Α

, ενώ
 οι έντονα σκιασµένες το αντίθ

ετο.

----------------
�



Η
Υ
2
4
0
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Π
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ατούρου

1
5

Τ
α
ξινόµησ

η
-
Ο
 α
λγόριθ

µος M
e
rge

S
ort()

Η
Υ
2
4
0
 -

Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

1
6

Τ
α
ξινόµησ

η
-
Ο
 α
λγόριθ

µος M
e
rge

S
ort()

void
 M

ergeS
ort(tab

le
A
, int

p, r) {
if (p < r) {

q = (p+r)/2
;

M
ergeS

ort(A
,p,q);

M
ergeS

ort(A
,q+1,r);

M
erge(A

,p,q,r); 
}

}



Η
Υ
2
4
0
 -

Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

1
7

Α
νά
λυσ

η
Α
λγορίθ

µω
ν τύπ

ου «
∆
ια
ίρει κα

ι 
Κ
υρίευε»

Έ
στω

T
(n)

ο χ
ρόνος εκτέλεσης ενός αλγορίθ

µου π
ου λειτουργεί β

άσει της 
τεχ

νικής «
διαίρει και κυρίευε»

, όπ
ου n

είναι το µέγεθ
ος της εισόδου.

Α
ν το n

είναι αρκετά µικρό, π
.χ
., n ≤

c, όπ
ου c

είναι µια σταθ
ερά, η 

απ
ευθ

είας λύση απ
αιτεί χ

ρόνο Θ
(1).

Έ
στω

 ότι κατά τη διαίρεση του π
ροβ

λήµατος π
ροκύπ

τουν a
υπ

οπ
ροβ

λήµατα
π
ου το καθ

ένα έχ
ει µέγεθ

ος το 1/b
του µεγέθ

ους του 
π
λήρους π

ροβ
λήµατος. 

Έ
στω

 ότι η διαίρεση του π
ροβ

λήµατος σε υπ
οπ

ροβ
λήµατα

απ
αιτεί χ

ρόνο 
D
(n)

και ότι η σύνθ
εση τω

ν επ
ιµέρους λύσεω

ν τω
ν υπ

οπ
ροβ

ληµάτω
ν
για 

το σχ
ηµατισµό της π

λήρους λύσης απ
αιτεί χ

ρόνο
C
(n).  Τ

ότε:

(1)

(
/

)

α
ν n

)

 
(

)
(

)
(

c
T

aT
n

b
D

n
C

n
ά

n
δια

ϕορετικ
Θ+

+

≤


=


Η
Υ
2
4
0
 -

Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

1
8

Α
νά
λυσ

η
α
λγορίθ

µου M
e
rge

S
ort()

�
Υ
π
οθ

έτουµε ότι το n
είναι κάπ

οια δύναµη του 2
(για λόγους απ

λότητας).

�
Η
 M

ergeS
ort()

για ένα µόνο στοιχ
είο απ

αιτεί σταθ
ερό χ

ρόνο Θ
(1).

�
Ό
ταν εκτελείται σε (υπ

ο)π
ίνακα

µε n > 1
στοιχ

εία, αναλύουµε τη χ
ρονική 

π
ολυπ

λοκότητα ω
ς εξής:

∆
ια
ίρει:

D
(n) = Θ

(1) (υπ
ολογισµός του µεσαίου στοιχ

είου του υπ
οπ

ίνακα
σε χ

ρόνο Θ
(1))

Κ
υρίευε:

Α
ναδροµική επ

ίλυση δύο υπ
ο-π

ροβ
ληµάτω

ν µεγέθ
ους n/2

τα 
καθ

ένα. Ά
ρα, το χ

ρονικό κόστος του β
ήµατος αυτού είναι 2

Τ
(n/2

).

Σ
υνδύα

σ
ε:

Η
 κλήση της M

erge()
απ

αιτεί χ
ρόνο Θ

(n)
⇒

C
(n) = Θ

(n).

Η
αναδροµική

σχ
έση

π
ου

π
εριγράφ

ει
τη

χ
ρονική

π
ολυπ

λοκότητα
της

M
ergeS

ort() είναι:
1

2

α
ν n =

 1,
(

)
α
ν n >

 
2

(
)

,
/

1
2 c

T
n

n
c

T
n


=

+


όπ
ου

c
1
και c

2
είναι σταθ

ερές.

Ά
σ
κησ

η για
 το σ

π
ίτι

Α
π
οδείξτε (είτε επ

αγω
γικά ή µε τη µέθ

οδο της αντικατάστασης)
ότι 

T
(n) = Θ

(nlogn)!



Η
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2
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0
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Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

1
9

Τ
α
ξινόµησ

η
-
Ο
 α
λγόριθ

µος Q
uickS

ort()
Β
ασίζεται

στην τεχ
νική «

∆
ιαίρει και Κ

υρίευε»
. 

∆
ια
ίρεσ

η:
Ε
π
ιλέγεται ένα στοιχ

είο x
της π

ρος ταξινόµηση ακολουθ
ίας (π

.χ
., το 

τελευταίο) και η αρχ
ική ακολουθ

ία Α
[p..r]

χ
ω
ρίζεται στις υπ

ακολουθ
ίες

Α
[p..q-1] και Α

[q+1..r]
έτσι ώ

στε κάθ
ε στοιχ

είο της Α
[p..q-1] να είναι µικρότερο 

του x
, ενώ

 κάθ
ε στοιχ

είο της A
[q+1..r] να είναι µεγαλύτερο του x

. Μ
έρος του 

β
ήµατος αυτού είναι και ο υπ

ολογισµός της κατάλληλης θ
έσης q

του π
ίνακα στην 

οπ
οία θ

α π
ρέπ

ει να β
ρίσκεται το στοιχ

είο x
µετά την ταξινόµηση.

Κ
υρια

ρχ
ία
:
Τ
αξινοµούµε τις δύο υπ

ακολουθ
ίες

Α
[p..q-1] και

A
[q+1..r]

µε 
αναδροµικές κλήσεις της Q

uickS
ort().

Σ
υνδυα

σ
µός:

∆
εν χ

ρειάζεται κάπ
οια ιδιαίτερη ενέργεια για το συνδυασµό τω

ν 
δυο υπ

ακολουθ
ιώ

ν
Α
[p..q-1] και A

[q+1..r],
αφ

ότου αυτές ταξινοµηθ
ούν (λόγω

 του 
τρόπ

ου π
ου αυτές δηµιουργήθ

ηκαν). ∆
ηλαδή, η συνολική ακολουθ

ία A
[p..r] είναι 

και αυτή ταξινοµηµένη χ
ω
ρίς την εκτέλεση π

εραιτέρω
 ενεργειώ

ν.
Π
α
ρα
τηρήσ

εις
�

Ο
 χ
ρόνος εκτέλεσης χ

ειρότερης π
ερίπ

τω
σης της Q

uickS
ort() για ένα π

ίνακα 
n
στοιχ

είω
ν είναι Θ

(n
2).

☺
Ο

αναµενόµενος χ
ρόνος εκτέλεσής της είναι Θ

(n logn)!
☺

Ο
ι σταθ

εροί συντελεστές π
ου κρύβ

ονται στο Θ
 είναι µικροί!

Ο
αλγόριθ

µος Q
uickS

ort()
θ
α µελετηθ

εί αναλυτικά στο µάθ
ηµα «

Α
λγόριθ

µοι και 
Π

ολυπ
λοκότητα»

.

Η
Υ
2
4
0
 -

Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

2
0

Ε
νότητα

1
0

Ξ
ένα

 Σ
ύνολα

 π
ου υπ

οσ
τηρίζουν τη 

λειτουργία
 της Έ

νω
σ
ης 

(U
nion-

F
ind

)



Η
Υ
2
4
0
 -

Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

2
1

Ξ
ένα

Σ
ύνολα

 π
ου υπ

οσ
τηρίζουν τη λειτουργία

 της 
Έ
νω

σ
ης

Έ
στω

ότι S
1 , …

 , S
k
είναι ξένα υπ

οσύνολα ενός συνόλου U
, δηλαδή  S

i ∩
S

j

= ∅
, για κάθ

ε i,j
µε i ≠

j
και S

1
∪

…
 ∪

S
k
= U

.

Λ
ειτουργίες

�
M
akeS

et(X
):

επ
ιστρέφ

ει ένα νέο σύνολο π
ου π

εριέχ
ει µόνο το σύνολο 

X
.

�
U
nion(S

,T
):

επ
ιστρέφ

ει το σύνολο S
 ∪

T
, το οπ

οίο αντικαθ
ιστά τα S

, T
.

�
F
ind(X

):
επ

ιστρέφ
ει το σύνολο S

στο οπ
οίο ανήκει το στοιχ

είο Χ
.

Ε
φ
α
ρµογές

�
Τ
ο π

ρόβ
ληµα της διαχ

ειρίσεω
ς ξένω

ν µεταξύ τους συνόλω
ν εµφ

ανίζεται 
σε αρκετές εφ

αρµογές. 
�
Υ
π
άρχ

ουν αλγόριθ
µοι ευρέσεω

ς σκελετικώ
ν δένδρω

ν (spanning trees)
π
ου 

ξεκινούν απ
ό
n
στοιχ

ειώ
δη σκελετικά δένδρα µε έναν κόµβ

ο το καθ
ένα και 

β
ήµα π

ρος β
ήµα συνενώ

νουν ξένα µεταξύ τους σκελετικά υπ
οδένδρα

µέχ
ρι να 

π
ροκύψ

ει τελικά ένα δένδρο π
ου απ

οτελεί το π
ρος αναζήτηση σκελετικό 

δένδρο.

Η
Υ
2
4
0
 -

Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

2
2

Ξ
ένα

Σ
ύνολα

 µε τη λειτουργία
 της Έ

νω
σ
ης

U
p-
T
re
e

�
Ε
ίναι δένδρο στο οπ

οίο 
κάθ

ε κόµβ
ος διατηρεί µόνο 

ένα δείκτη π
ρος τον π

ατρικό 
του κόµβ

ο (έτσι όλοι οι δείκτες 
δείχ

νουν π
ρος τα π

άνω
).

�
Έ
νας κόµβ

ος µπ
ορεί να 

έχ
ει οπ

οιοδήπ
οτε π

λήθ
ος 

π
αιδιώ

ν.
�

Τ
ο σύνολο U

είναι ένα δάσος 
απ

ό U
p-trees. 

�
Κ
άθ

ε τέτοιο δένδρο π
εριέχ

ει τα στοιχ
εία ενός απ

ό τα ξένα σύνολα. 
Τ
ο στοιχ

είο της ρίζας απ
οτελεί το αναγνω

ριστικό του συνόλου.

Υ
λοπ

οίησ
η
F
ind

(X
)

Α
κολούθ

ησε τους δείκτες απ
ό τον κόµβ

ο π
ρος τη ρίζα.

Π
οια είναι η π

ολυπ
λοκότητα της F

ind
();

Ο
(ύψ

ος
δένδρου)



Η
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2
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Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

2
3

Ξ
ένα

Σ
ύνολα

 π
ου υπ

οσ
τηρίζουν τη λειτουργία

 της 
Έ
νω

σ
ης

Έ
λεγχ

ος
α
ν ένα

 σ
τοιχ

είο Χ
 α
νήκει σ

το σ
ύνολο S

Ε
λέγχ

ουµε αν η F
ind

(X
) επ

ιστρέφ
ει S

.

Υ
λοπ

οίησ
η
U
nion(S

,T
)

Κ
άνε τη ρίζα του ενός δένδρου να δείχ

νει στη ρίζα του άλλου.

Π
οια είναι η π

ολυπ
λοκότητα της U

nion();
Ο
(1)

Ε
ίναι επ

ιθ
υµητό να κρατήσουµε το ύψ

ος του δένδρου όσο το δυνατό
µικρότερο 

⇒
Χ
ρειάζεται

π
ροσοχ

ή
στο

π
οιού

δένδρου
η
ρίζα

θ
α
δείξει

στη
ρίζα

του
άλλου!

Η
Υ
2
4
0
 -

Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

2
4

Ξ
ένα

Σ
ύνολα

 π
ου υπ

οσ
τηρίζουν τη 

λειτουργία
 της Έ

νω
σ
ης

Π
α
ρά
δειγµα

Έ
στω

 ότι έχ
ουµε n

σύνολα µε ένα στοιχ
είο το καθ

ένα. 

Π
οιο είναι το χ

ειρότερο ύψ
ος δένδρου π

ου µπ
ορεί να π

ροκύψ
ει και π

ω
ς 

π
ρέπ

ει να εκτελεστεί η U
nion() για να π

ροκύψ
ει ένα τέτοιο δένδρο;

S
1

S
2

S
3

S
4

S
5

S
1

S
2

S
3

S
4

S
5

Σ
τρα

τηγική
για

 µείω
σ
η ύψ

ους δένδρου
«
Π

άντα συνενώ
νουµε το µικρότερο δένδρο στο 

µεγαλύτερο, δηλαδή κάνουµε τη ρίζα του µικρότερου 
δένδρου να δείχ

νει στη ρίζα του µεγαλύτερου δένδρου»
.

Έ
να δένδρο είναι µεγα

λύτερο
απ

ό ένα άλλο 
αν έχ

ει π
ερισσότερους κόµβ

ους.
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2
5

Ξ
ένα

Σ
ύνολα

 π
ου υπ

οσ
τηρίζουν τη 

λειτουργία
 της Έ

νω
σ
ης

νέα
ακµή

δένδρο
µε λιγότερους 

κόµβ
ους

Η
Υ
2
4
0
 -

Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

2
6

Ξ
ένα

Σ
ύνολα

 π
ου υπ

οσ
τηρίζουν τη 

λειτουργία
 της Έ

νω
σ
ης

Κ
άθ

ε
κόµβ

ος είναι ένα struct
µε π

εδία κάπ
οια π

ληροφ
ορία για το 

στοιχ
είο, το δείκτη pa

re
nt

στο γονικό κόµβ
ο, και ένα µετρητή count, 

π
ου χ

ρησιµοπ
οιείται µόνο αν ο κόµβ

ος είναι η ρίζα και π
εριέχ

ει το 
π
λήθ

ος τω
ν κόµβ

ω
ν στο up-tree.

pointe
r
U
pT

reeF
ind

(pointe
r
P) {

//
return th

e root of th
e tree containing P 

if (P == N
U
LL) error;

q = P;
w
h
ile (q->parent != N

U
LL) d

o
q = q->parent

return q;
}

pointe
r
U
pT

reeU
nion(pointe

r
S
,T

) {
// S

 and
 T

 are roots of up-trees */
// returns result of m

erging sm
aller into larger

if (S
 == N

U
LL O

R
 P == N

U
LL) return;

if (S
->count >= T

->count) {
S
->count = S

->count + T
->count;

T
->parent = S

;
return S

;
}else {

T
->count = T

->count + S
->count;

S
->parent = T

;
return T

;
}

}
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Σ
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 π
ου υπ

οσ
τηρίζουν τη 

λειτουργία
 της Έ

νω
σ
ης

Λ
ήµµα

Έ
στω

 ότι T
είναι ένα up-tree

π
ου αναπ

αριστά ένα σύνολο µεγέθ
ους n, 

το οπ
οίο δηµιουργήθ

ηκε µε τη συνένω
ση n

συνόλω
ν µεγέθ

ους 1 
χ
ρησιµοπ

οιώ
ντας τον π

αραπ
άνω

 αλγόριθ
µο. Τ

ότε, το ύψ
ος του T

είναι το π
ολύ log n.

Α
π
όδειξη: Α

π
οδεικνύουµε ότι για κάθ

ε h
, αν το Τ

 είναι up-tree
ύψ

ους 
h
π
ου δηµιουργήθ

ηκε απ
ό τη συνένω

ση n
συνόλω

ν µεγέθ
ους 1 (β

άσει 
του αλγορίθ

µου της σελίδας 2
6
), τότε το Τ

 έχ
ει τουλάχ

ιστον 2
h

κόµβ
ους, δηλαδή |Τ

|
≥
2

h.Μ
ε επ

αγω
γή στο h

. 
Β
ά
σ
η Ε

π
α
γω

γής
(h

=0
): Τ

ότε το Τ
 απ

οτελείται απ
ό έναν µόνο κόµβ

ο ⇒
|Τ

| = 1 ≥
2

0.
Ε
π
α
γω

γική
Υ
π
όθ
εσ
η:

Υ
π
οθ

έτουµε
π
ω
ς
για

κάθ
ε
up-tree S

, αν
το

ύψ
ος

h
’του

S
είναι

≤
h
, τότε

|S
| ≥

2
h
’. 

Η
Υ
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4
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Π
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Ξ
ένα

Σ
ύνολα

 π
ου υπ

οσ
τηρίζουν τη λειτουργία

 
της Έ

νω
σ
ης

Ε
π
α
γω

γικό
Β
ήµα

:
Σ
υµβ

ολίζουµε
µε

Τ
το

π
ρώ

το
δένδρο

π
ου

δηµιουργείται
µε

ύψ
ος

h
+1 (εφ

αρµόζοντας
τον

π
αραπ

άνω
αλγόριθ

µο).
Τ
ότε,

το
Τ

δηµιουργείται
µε

τη
συνένω

ση
ενός

up-tree
Τ

2
σε

ένα
up-

tree Τ
1
για

τα
οπ

οία
ισχ

ύουν
τα

εξής: 
το

Τ
2
έχ

ει
ύψ

ος
h
, ενώ

το
Τ

1
έχ

ει
ύψ

ος
το

π
ολύ

h
και

|Τ
1 | ≥

|Τ
2 |.

Α
π
ό
επ

αγω
γική

υπ
όθ

εση, |Τ
2 | ≥

2
h.

Ε
π
οµένω

ς, 
|Τ

| = |Τ
1 | + |Τ

2 | ≥
2
*|Τ

2 | 
≥
2
*2

h
= 2

h
+1.
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Ξ
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Σ
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 π
ου υπ

οσ
τηρίζουν τη 

λειτουργία
 της Έ

νω
σ
ης

Π
οια

είναι η π
ολυπ

λοκότητα της F
ind

(X
);

Υ
π
ά
ρχ
ει όµω

ς ένα
 λεπ

τό σ
ηµείο

Π
ω
ς β

ρίσκουµε τη θ
έση του X

στο up-tree;
H
 F

ind
(X

) εµπ
εριέχ

ει µια LookU
p(). Π

ω
ς 

θ
α υλοπ

οιήσουµε αυτή τη LookU
p;

Π
εριπ

τώ
σ
εις

1.
Ο
 χ
ώ
ρος τω

ν κλειδιώ
ν είναι µικρός (π

.χ
. έχ

ω
 

10
0
 κλειδιά συνολικά). Τ

ότε, είναι εφ
ικτό να 

απ
οθ

ηκευτούν αυτά σε π
ίνακα 10

0
 στοιχ

είω
ν 

π
ου π

εριέχ
ει δείκτες σε κάθ

ε ένα απ
ό αυτά 

τα κλειδιά, οπ
ότε η LookU

p()
υλοπ

οιείται σε 
σταθ

ερό χ
ρόνο.

2
.
Ο
 χ
ώ
ρος τω

ν κλειδιώ
ν είναι µεγάλος. Τ

ότε, 
απ

αιτείται µια β
οηθ

ητική δοµή (π
.χ
., µια απ

ό 
τις δενδρικές δοµές π

ου υλοπ
οιούν λεξικά) 

π
ου η π

ληροφ
ορία κάθ

ε κόµβ
ου είναι δείκτης 

σε ένα απ
ό τα κλειδιά του up-tree.

Π
οια

είναι η π
ολυπ

λοκότητα 
της F

ind
() µε τα νέα 

δεδοµένα;
Ο
(logn)

Η
Υ
2
4
0
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Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

3
0

Ξ
ένα

Σ
ύνολα

 π
ου υπ

οσ
τηρίζουν τη 

λειτουργία
 της Έ

νω
σ
ης

Σ
τρα

τηγική
Σ
υµπ

ίεσ
ης Μ

ονοπ
α
τιού

«
Κ
ατά τη διάρκεια εκτέλεσης µιας F

ind
(Χ

) κάνε το parent
π
εδίο κάθ

ε 
κόµβ

ου στο µονοπ
άτι π

ου διατρέχ
εις απ

ό τον κόµβ
ο µε κλειδί Χ

 στη
ρίζα να δείχ

νει στη ρίζα»
.

Τ
ι αλλαγές επ

ιφ
έρει η στρατηγική συµπ

ίεσης µονοπ
ατιού στην απ

όδοση?

Ο
ι M

akeE
m
ptyS

et() και U
nion() εξακολουθ

ούν να χ
ρειάζονται σταθ

ερό 
χ
ρόνο.

Η
 F

ind
() αρχ

ικά εκτελείται µέσα στον ίδιο ακριβ
ώ
ς χ

ρόνο όπ
ω
ς χ

ω
ρίς 

να εφ
αρµόζεται η στρατηγική, αλλά µετά την εκτέλεση αρκετώ

ν F
ind

(), 
η π

ολυπ
λοκότητά της γίνεται «

σχ
εδόν σταθ

ερή»
.

Τ
ι θ

α π
ει σχ

εδόν σταθ
ερή;
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Ξ
ένα

Σ
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 π
ου υπ

οσ
τηρίζουν τη 

λειτουργία
 της Έ

νω
σ
ης

Γ
ια

κάθ
ε

j, έστω
F
(j) η αναδροµική

συνάρτηση
π
ου

ορίζεται
ω
ς

εξής: 
F
(0

) = 1 και
F
(j+1) = 2

F
(j), j ≥

0
.

Ο
ι
τιµές

της
F
(j) αυξάνουν

π
άρα π

ολύ
γρήγορα

καθ
ώ
ς αυξάνεται

το
j, 

π
.χ
., για

j = 5
, Φ

(5
) = 2

6
5
5
3
6
≈

10
19

7
2
8. Ο

 αριθ
µός

αυτός
είναι

τροµερά
µεγάλος

(η διάµετρος
του

σύµπ
αντος

είναι
≈
10

4
0
και το π

λήθ
ος µορίω

ν 
σε ολόκληρο το σύµπ

αν είναι µικρότερο απ
ό 10

12
0)!!!

Ο
ρίζουµε

την
log*n να

είναι
η αντίστροφ

η
της

F
:

log*n = log log
log

…
 log

n

j φ
ορές

Ο
ι
τιµές

της
log*n µειώ

νονται
π
άρα π

ολύ
γρήγορα

καθ
ώ
ς αυξάνει

το
n, 

π
.χ
., log*n είναι

≤
5
 για

οπ
οιαδήπ

οτε
«
χ
ρήσιµη»

 τιµή
του

n. 

Α
ν η F

ind
() εκτελείται

σε
χ
ρόνο

Ο
(log*n) είναι

επ
οµένω

ς
σαν

να
είναι

σταθ
ερή! Α

υτό
συµβ

αίνει
µετά

απ
ό
π
ολλαπ

λές
εκτελέσεις

της
F
ind

().
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Ξ
ένα

Σ
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 π
ου υπ

οσ
τηρίζουν τη 

λειτουργία
 της Έ

νω
σ
ης

Τ
εχ
νική

Σ
υµπ

ίεσ
ης Μ

ονοπ
α
τιού

Κ
αθ

ώ
ς ακολουθ

είται το µονοπ
άτι απ

ό τον 
κόµβ

ο απ
ό όπ

ου εκκινείται
η F

ind
()

π
ρος τη 

ρίζα, το π
εδίο parent κάθ

ε κόµβ
ου στο 

µονοπ
άτι ενηµερώ

νεται ώ
στε να δείχ

νει στη 
ρίζα του δένδρου.

Α
π
οτέλεσµα

F
ind

(D
) όταν χ

ρησιµοπ
οιείται 

η στρατηγική συµπ
ίεσης µονοπ

ατιού.


