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νότητα

7
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τα
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Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός
-

Α
ρχ

ές Λ
ειτουργία

ς
Έ
στω

S
⊆

U
το π

ρος απ
οθ

ήκευση σύνολο κλειδιώ
ν. 

Β
α
σ
ική Ιδέα

«
Α
ν το κλειδί k ∈

S
ενός

στοιχ
είου

s
ήταν

ακέραιος
αριθ

µός, τότε
θ
α
ήταν

δυνατό
το

k
να

απ
οτελεί

δείκτη
σε

έναν
π
ίνακα

Α
, όπ

ου
το

στοιχ
είο

s
είναι

απ
οθ

ηκευµένο, δηλαδή
να

ισχ
ύει

Α
[k] = s»

.
⇒

Α
ν
υπ

ήρχ
ε
άπ

ειρος
απ

οθ
ηκευτικός

χ
ώ
ρος, η

εύρεση
ενός

στοιχ
είου

στο
σύνολο

θ
α
είχ

ε
χ
ρονική

π
ολυπ

λοκότητα
Ο
(1)!! 

�
Η

υπ
όθ

εση
αυτή

είναι
ανέφ

ικτη:
�

Π
άντα

υπ
άρχ

ει
ένα

π
άνω

όριο
m

στο
διαθ

έσιµο
χ
ώ
ρο.

�
Η

σπ
ατάλη

σε
µνήµη

είναι
µεγάλη

όταν
το

σύνολο
έχ

ει
λίγα

στοιχ
εία

ενώ
ο

χ
ώ
ρος

U
τω

ν
κλειδιώ

ν
είναι

τεράστιος.

Α
ς
υπ

οθ
έσουµε

π
ω
ς
ο
χ
ώ
ρος

τω
ν
κλειδιώ

ν
είναι

το
σύνολο

τω
ν
φ
υσικώ

ν
αριθ

µώ
ν.

Ιδέα
Α
π
οθ

ηκεύουµε
τα

στοιχ
εία

του
συνόλου

S
σε

έναν
π
ίνακα

m
θ
έσεω

ν, π
ου

ονοµάζεται
π
ίνακας

κατακερµατισµού
και

χ
ρησιµοπ

οιούµε
µια

συνάρτηση
h
 η

οπ
οία

απ
εικονίζει

το
σύνολο

{0
, …

, |U
|}

στο
σύνολο

{0
,…
m
}. Η

συνάρτηση
αυτή

λέγεται
συνάρτηση

κατακερµατισµού. Τ
ο
στοιχ

είο
µε

κλειδί
k
απ

οθ
ηκεύεται

στη
θ
έση

A
[h
[k]] του

π
ίνακα.

T
ype LookU

p(set
S
, K

ey k) {
return(H

[k]);
}
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Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός

Σ
υγκρούσ

εις
(collisions)

Ό
ταν για δύο κλειδιά K

i και
K
j µε K

i ≠
K
j
ισχ

ύει ότι h
(K

i ) = h
(K
j)

λέµε π
ω
ς 

συµβ
αίνει σύγκρουση.

Ό
ταν συµβ

αίνουν συγκρούσεις, θ
α π

ρέπ
ει να γίνει ανακατανοµή κλειδιώ

ν µε 
κατάλληλο τρόπ

ο ώ
στε να επ

ιλυθ
εί η σύγκρουση και τα κλειδιά να µπ

ορούν να 
β
ρεθ

ούν (µέσω
 της LookU

p()) σε λογικό χ
ρόνο µετά την ανακατανοµή.

Κ
α
λές Σ

υνα
ρτήσ

εις Κ
α
τα

κερµα
τισ

µού 
Κ
άνουν καλή διασκόρπ

ιση τω
ν κλειδιώ

ν στον π
ίνακα.

Α
ρχ

ή Α
π
λής Ο

µοιόµορφ
ης Κ

α
τα

νοµής τω
ν Κ

λειδιώ
ν 

«
Α
ν ένα κλειδί Κ

 επ
ιλέγεται τυχ

αία απ
ό το χ

ώ
ρο κλειδιώ

ν, η π
ιθ
ανότητα να 

ισχ
ύει h

(K
) = j, θ

α π
ρέπ

ει να είναι 1/m
, ίδια για όλα τα j, 1 ≤

j ≤
m

(δηλαδή
ίδια για όλες τις θ

έσεις του π
ίνακα)»

.

Π
α
ρά

δειγµα
 Σ

υνά
ρτησ

ης Κ
α
τα

κερµα
τισ

µού
h
(k) = k m

od
 m
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Μ
έθ

οδοι
∆

ια
χ
είρισ

ης 
Σ
υγκρούσ

εω
ν

Μ
έθ

οδος
ξεχ

ω
ρισ

τώ
ν α

λυσ
ίδω

ν
Η
 θ
έση Α

[j] του π
ίνακα 

κατακερµατισµού δεν π
εριέχ

ει 
ένα στοιχ

είο αλλά ένα δείκτη σε 
µια δυναµική δοµή (π

ου 
υλοπ

οιεί ένα λεξικό, η οπ
οία 

π
εριέχ

ει κάθ
ε στοιχ

είο µε 
κλειδί Κ

 τέτοιο ώ
στε h

(K
) = j. 

Π
α
ρά

δειγµα
∆
ιαδοχ

ική εισαγω
γή τω

ν 
κλειδιώ

ν 6
, 9

, 14
, 17

, 5
, 7

, 16
, 

2
0
, 18

, 19
, 4

, 11 σε έναν 
π
ίνακα κατακερµατισµού 

7
 θ
έσεω

ν β
άσει της µεθ

όδου 
της αλυσίδας χ

ρησιµοπ
οιώ

ντας 
τη συνάρτηση κατακερµατισµού: 
h
(k) = k m

od
 7
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Μ
έθ

οδος
∆

ια
χ
είρισ

ης Σ
υγκρούσ

εω
ν τω

ν 
Ξ
εχ

ω
ρισ

τώ
ν Α

λυσ
ίδω

ν (se
pa

ra
te

 ch
a
ining)

Insert(H
ash

T
ab

le
A
, K

ey K
) {

int
pos;

pos = h
(Κ

);
//

εύρεση του κλειδιού του στοιχ
είου e

του U
β
άσει συναρτήσεω

ς κατακερµατισµού

(εισαγω
γή του στοιχ

είου µε κλειδί Κ
 στην αλυσίδα εκείνη στης οπ

οίας 
το π

ρώ
το στοιχ

είο δείχ
νει ο δείκτης Α

[pos]);  
// η εισαγω

γή µπ
ορεί να γίνει είτε στην αρχ

ή ή στο τέλος της αλυσίδας

}LookU
p(H

ash
T
ab

le
A
, K

ey k) {
pointer p; int

pos;
pos = h

(Κ
);

//
εύρεση του κλειδιού του στοιχ

είου e
β
άσει της συναρτήσεω

ς κατακερµατισµού

p = A
[pos];

// ο p
είναι δείκτης στο π

ρώ
το στοιχ

είο της αλυσίδας

w
h
ile (p!= N

U
LL A

N
D
 p->key != K

) p = p->nex
t;

// διάσχ
ιση της αλυσίδας µέχ

ρι είτε να β
ρεθ

εί το κλειδί ή να φ
θ
άσουµε στο τέλος της

return p;
}D
elete(H

ash
T
ab

le
A
, K

ey K
) {

int
pos = h

(Κ
);

//
εύρεση του κλειδιού του στοιχ

είου e
του U

β
άσει συναρτήσεω

ς κατακερµατισµού

(εύρεση και διαγραφ
ή του στοιχ

είου Κ
 απ

ό την αλυσίδα εκείνη
στης οπ

οίας 
το π

ρώ
το στοιχ

είο δείχ
νει ο δείκτης Α

[pos]);  
}
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Μ
έθ

οδοι
∆

ια
χ
είρισ

ης Σ
υγκρούσ

εω
ν -

Μ
έθ

οδος 
Ξ
εχ

ω
ρισ

τώ
ν Α

λυσ
ίδω

ν -
Α
νά

λυσ
η Π

ολυπ
λοκότητα

ς
�
Σ
υµβ

ολίζουµε
µε n

το µέγεθ
ος του λεξικού και µε m

το µέγεθ
ος του 

π
ίνακα κατακερµατισµού.

Λ
ήµµα

 1
Σ
ε µια δοµή κατακερµατισµού µε αλυσίδες, n στοιχ

είω
ν, το µέσο π

λήθ
ος 

στοιχ
είω

ν π
ου είναι απ

οθ
ηκευµένα σε µια αλυσίδα είναι a

= m
/n

(και 
µάλιστα µε π

ιθ
ανότητα π

ου τείνει στο 1). 

Τ
ο α είναι γνω

στό ω
ς π

αράγοντας φ
όρτου (load

 fator).

Π
οια είναι η αναµενόµενη χ

ρονική π
ολυπ

λοκότητα µιας LookU
p() σε 

π
ίνακα κατακερµατισµού οργανω

µένου µε τη µέθ
οδο τω

ν αλυσίδω
ν;
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Μ
έθ

οδοι
∆

ια
χ
είρισ

ης Σ
υγκρούσ

εω
ν -

Μ
έθ

οδος 
Ξ
εχ

ω
ρισ

τώ
ν Α

λυσ
ίδω

ν -
Α
νά

λυσ
η Π

ολυπ
λοκότητα

ς
�

Σ
υµβ

ολίζουµε µε S
(α) το αναµενόµενο π

λήθ
ος π

ροσβ
άσεω

ν στη µνήµη π
ου 

απ
αιτούνται για την εκτέλεση µιας επ

ιτυχ
ηµένης LookU

p()
(δηλαδή µιας LookU

p() σε 
κλειδί π

ου υπ
άρχ

ει στην δοµή). 
�

Σ
υµβ

ολίζουµε µε U
(α) το αναµενόµενο π

λήθ
ος π

ροσβ
άσεω

ν στη µνήµη π
ου 

απ
αιτούνται για την εκτέλεση µιας απ

οτυχ
ηµένης LookU

p() (δηλαδή µιας LookU
p()

σε 
κλειδί π

ου δεν υπ
άρχ

ει στην δοµή). 

⇒
U
(α) = 1 + α.

S
(α

)
Π
οιος είναι ο µέσος αριθ

µός π
ροσβ

άσεω
ν στη µνήµη π

ου απ
αιτούνται

για µια 
επ

ιτυχ
ηµένη αναζήτηση, αν: 

�
το µέγεθ

ος της αλυσίδας είναι 1;
�

το µέγεθ
ος της αλυσίδας είναι 2

;
�

το µέγεθ
ος της αλυσίδας είναι κ;

Α
ν όλες οι αλυσίδες ήταν µη-άδειες, το αναµενόµενο µήκος κάθ

ε αλυσίδας θ
α ήταν α, 

οπ
ότε S

(α) = 1 + (1+α)/2
 = 3

/2
 +α/2

.

Μ
ια επ

ιτυχ
ηµένη LookU

p
π
οτέ δεν εξετάζει άδειες αλυσίδες. Γ

ιατί?
Ω
στόσο, το µήκος της αλυσίδας µπ

ορεί να είναι λίγο µεγαλύτερο απ
ό α:

S
(α) ≈

2
 + α/2

(αυτό έχ
ει απ

οδειχ
θ
εί π

ειραµατικά).

1(1+2
)/2

(1+2
+3

+…
+κ)/κ=(κ+1)/2
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Μ
έθ

οδοι
∆

ια
χ
είρισ

ης Σ
υγκρούσ

εω
ν -

Μ
έθ

οδος 
Ξ
εχ

ω
ρισ

τώ
ν Α

λυσ
ίδω

ν -
Α
νά

λυσ
η Π

ολυπ
λοκότητα

ς
Χ
ειρότερη

π
ερίπ

τω
ση;

Π
οια είναι η κατάλληλη επ

ιλογή για το m
;

Π
όσο εύκολα µπ

ορούµε να υλοπ
οιήσουµε διαγραφ

ή;

Τ
α
n
κλειδιά έχ

ουν την ίδια τιµή κατακερµατισµού και έτσι τοπ
οθ

ετούνται όλα 
στην ίδια αλυσίδα µήκους n.Χ

ρόνος LookU
p()

στη χ
ειρότερη π

ερίπ
τω

ση είναι 
Ο
(n) + χ

ρόνο υπ
ολογισµού της συνάρτησης κατακερµατισµού. 

Η
 επ

ίδοση της µεθ
όδου του κατακερµατισµού εξαρτάται απ

ό το π
όσο

καλά η 
συνάρτηση κατακερµατισµού κατανέµει το σύνολο τω

ν π
ρος εισαγω

γή κλειδιώ
ν 

στις m
θ
έσεις του π

ίνακα κατακερµατισµού.

Ε
ίναι

επ
ιθ
υµητό το α να είναι µια σταθ

ερά, άρα θ
α θ

έλαµε το m
 να 

επ
ιλεγεί έτσι ώ

στε n/m
∈

O
(1).

Ε
ίναι

εφ
ικτό να υλοπ

οιηθ
εί η διαγραφ

ή µε εύκολο τρόπ
ο. Β

ρίσκουµε  
µέσω

 της συνάρτησης κατακερµατισµού την κατάλληλη αλυσίδα στην 
οπ

οία θ
α π

ρέπ
ει να είναι απ

οθ
ηκευµένο το π

ρος διαγραφ
ή κλειδί και 

το αναζητούµε σε αυτήν. Α
ν το κλειδί β

ρεθ
εί, διαγράφ

εται.
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Μ
έθ

οδος
Μ

ικτώ
ν Α

λυσ
ίδω

ν
(coa

le
sce

d
 ch

a
ining)

�
Η
 αλυσίδα απ

οθ
ηκεύεται µέσα στον π

ίνακα π
ου είναι σταθ

ερού 
µεγέθ

ους (δεν απ
αιτείται δυναµική π

αραχ
ώ
ρηση µνήµης) ⇒

ο
π
ίνακας

εκτός
της

απ
οθ

ήκευσης
τω

ν
άλλω

ν
δεδοµένω

ν
π
ρέπ

ει
να

π
εριέχ

ει
και

µια
στήλη

για
την

απ
οθ

ήκευση
τω

ν
δεικτώ

ν
(έστω

ότι
αυτό

είναι
το

π
εδίο

nex
t
κάθ

ε
στοιχ

είου
του

π
ίνακα). 

�
Ό
ταν

συµβ
εί

σύγκρουση
και

το
π
εδίο

nex
t
του

στοιχ
είου

π
ου

π
ροκαλεί

τη
σύγκρουση

είναι
Λ
, αναζητείται

η
π
ρώ

τη
διαθ

έσιµη
θ
έση

ξεκινώ
ντας

απ
ό
τη

θ
έση

0
 του

π
ίνακα. Έ

στω
ότι

η
θ
έση

αυτή
είναι

η
p.

�
Τ
ο
π
εδίο

nex
t
του

στοιχ
είου

π
ου

π
ροκαλεί

τη
σύγκρουση

ενηµερώ
νεται

να
δείχ

νει
στην

p.
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4
0
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Π
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τα Φ
ατούρου

1
0

Μ
έθ

οδος
Μ

ικτώ
ν Α

λυσ
ίδω

ν
(coa

le
sce

d
 ch

a
ining)

�
Μ
π
ορεί να διαπ

λέκονται διαφ
ορετικές αλυσίδες, δηλαδή µια αλυσίδα 

µπ
ορεί να π

εριέχ
ει κλειδιά π

ου έχ
ουν διαφ

ορετική τιµή κατακερµατισµού 
(σε αντίθ

εση µε τη β
ασική µέθ

οδο της αλυσίδας όπ
ου µια αλυσίδα 

π
εριέχ

ει µόνο κλειδιά µε την ίδια τιµή κατακερµατισµού).

Π
ρόβ

ληµα
: Μ

ια θ
έση στην οπ

οία έχ
ει τοπ

οθ
ετηθ

εί ένα κλειδί για το 
οπ

οίο η συνάρτηση κατακερµατισµού καθ
ορίζει άλλη θ

έση εισαγω
γής,

µπ
ορεί να π

ρέπ
ει να απ

οθ
ηκεύσει αργότερα το π

ρώ
το κλειδί µιας νέας 

αλυσίδας.
Λ
ύσ

η: Τ
ο κλειδί τοπ

οθ
ετείται στην π

ρώ
τη διαθ

έσιµη θ
έση και συνδέεται 

στο τέλος της αλυσίδας του κλειδιού π
ου κατέχ

ει την αρχ
ική θ

έση.

Λ Λ
7
1

Λ Λ Λ Λ Λ Λ Λ Λ

4
12

3
7
1

0
5
2

4
1

Λ
10

Λ Λ
5
6

Λ Λ Λ

Λ Λ
7
1

Λ
5
2

Λ Λ Λ Λ Λ Λ Λ

Λ
12

3
7
1

0
5
2

Λ
1

Λ Λ Λ
5
6

Λ Λ Λ

Λ
12

Λ
7
1

0
5
2

Λ Λ Λ Λ Λ Λ Λ

Λ
12

Λ
7
1

0
5
2

Λ Λ Λ Λ
5
6

Λ Λ Λ

Π
α
ρά

δειγµα
: ∆

ιαδοχ
ική 

εισαγω
γή τω

ν κλειδιώ
ν 7

1, 5
2
, 

12
, 5

6
, 1, 10

, 9
0
, 19

 σε έναν 
π
ίνακα κατακερµατισµού 10

 
θ
έσεω

ν χ
ρησιµοπ

οιώ
ντας τη 

συνάρτηση κατακερµατισµού 
h
(k) = k m

od
 10

4
12

3
7
1

0
5
2

4
1

5
10

Λ
9
0

Λ
5
6

Λ Λ Λ
19
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1

Μ
έθ

οδος
Μ

ικτώ
ν Α

λυσ
ίδω

ν
L
ookU

p: Ί
δια µε εκείνη της β

ασικής µεθ
όδου της αλυσίδας:

1.
Β
ρίσκουµε την τιµή κατακερµατισµού h

(Κ
) του π

ρος αναζήτηση στοιχ
είου 

(π
ου έστω

 ότι έχ
ει κλειδί Κ

).
2
.
Α
ν το κλειδί β

ρίσκεται στον π
ίνακα θ

α είναι σε µια απ
ό τις θ

έσεις π
ου 

καταλαµβ
άνουν τα στοιχ

εία της αλυσίδας π
ου ξεκινά απ

ό τη θ
έση h

(Κ
)
του 

π
ίνακα. Α

κολουθ
ούµε την αλυσίδα αυτή µέχ

ρι είτε να β
ρούµε το κλειδί π

ου 
αναζητάµε ή να φ

θ
άσουµε στην τελευταία θ

έση της αλυσίδας.
Π

α
ρα

τηρήσ
η: H

κάθ
ε αλυσίδα ίσω

ς π
εριέχ

ει κλειδιά για τα οπ
οία η 

συνάρτηση κατακερµατισµού δίνει διαφ
ορετικές τιµές.

Inse
rt: Ό

π
ω
ς στη β

ασική µέθ
οδο µε αλυσίδες:

1.
Β
ρίσκουµε την τιµή κατακερµατισµού h

(Κ
) του π

ρος εισαγω
γή στοιχ

είου
(π

ου έστω
 ότι έχ

ει κλειδί K
).

2
.

Ε
ξετάζουµε την θ

έση h
(Κ

)
του π

ίνακα. Α
ν είναι κατειληµµένη, και το π

εδίο 
nex

t της θ
έσης αυτής είναι Λ

, αναζητούµε την π
ρώ

τη διαθ
έσιµη θ

έση στον 
π
ίνακα, ξεκινώ

ντας απ
ό τη θ

έση 0
 του π

ίνακα. ∆
ιαφ

ορετικά, ακολουθ
ούµε 

την αλυσίδα π
ου ξεκινά απ

ό αυτή τη θ
έση και όταν φ

θ
άσουµε στην τελευταία 

θ
έση της αλυσίδας, ξεκινώ

ντας απ
ό εκεί β

ρίσκουµε την επ
οµένη ελεύθ

ερη 
θ
έση στον π

ίνακα. 
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2

Π
ειραµατική

και θ
εω

ρητική δουλειά έχ
ει απ

οδείξει ότι αν το 
κελάρι είναι το 14

%
 του συνολικού π

ίνακα, η απ
όδοση είναι 

καλή.

Μ
έθ

οδος
Μ

ικτώ
ν 

Α
λυσ

ίδω
ν

Κ
ελά

ρι
(ce

lla
r): Κ

ρατάµε 
τις π

ρώ
τες θ

έσεις του 
π
ίνακα µόνο για την 

επ
ίλυση συγκρούσεω

ν.
∆
ηλαδή, αν ο π

ίνακας έχ
ει 

m
θ
έσεις, οι π

ρώ
τες c

απ
οτελούν το κελάρι. Η

 
συνάρτηση 
κατακερµατισµού έχ

ει 
π
εδίο τιµώ

ν {c, …
, m

-1}, 
ενώ

 για την επ
ίλυση τω

ν 
συγκρούσεω

ν 
χ
ρησιµοπ

οιείται όλος ο 
π
ίνακας.

Λ Λ Λ Λ
7
1

Λ Λ Λ Λ Λ Λ

Λ
12

Λ
1

5
10

1
7
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0
5
2

Λ
9
0

Λ Λ Λ
5
6

Λ

Λ
1
2

Λ Λ Λ
7
1

0
5
2

Λ Λ Λ Λ Λ

Λ
12

Λ
1

Λ
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1
7
1

0
5
2

Λ Λ Λ Λ
5
6

Λ

Λ
12

Λ Λ
7
1

Λ
5
2

Λ Λ Λ Λ
5
6

Λ

Λ
12

Λ
1

Λ 1
7
1

0
5
2

Λ Λ Λ Λ
5
6

Λ

Λ
12

Λ
1

5
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1
7
1

0
5
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6
9
0

Λ
1
9

Λ Λ
5
6

Λ

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Π
α
ρά

δειγµα
: ∆

ιαδοχ
ική 

εισαγω
γή τω

ν κλειδιώ
ν 7

1, 5
2
, 

12
, 5

6
, 1, 10

, 9
0
, 19

 σε έναν 
π
ίνακα κατακερµατισµού 10

 
θ
έσεω

ν χ
ρησιµοπ

οιώ
ντας τη 

συνάρτηση κατακερµατισµού 
h
(k) = (k m

od
 10

) m
od

 8
 + 2

c = 2
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3

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός
µε Α

νοικτή ∆
ιευθ

υνσ
ιοδότησ

η
(O

pe
n A

d
d
re

ssing S
tra

te
gie

s)
�

Η
  µέθ

οδος στοχ
εύει στην ορθ

ή διαχ
είριση του ελεύθ

ερου χ
ώ
ρου του ίδιου του 

π
ίνακα κατακερµατισµού. 

�
Ό
λα τα κλειδιά απ

οθ
ηκεύονται στον π

ίνακα χ
ω
ρίς ω

στόσο να σχ
ηµατίζονται 

αλυσίδες (δεν χ
ρησιµοπ

οιούνται δείκτες). 
�

Γ
ια κάθ

ε κλειδί ελέγχ
εται µια ακολουθ

ία απ
ό θ

έσεις του π
ίνακα, π

ου ονοµάζεται 
ακολουθ

ία εξέτασης. Η
 π
ρώ

τη διαθ
έσιµη θ

έση του π
ίνακα µε τη σειρά π

ου καθ
ορίζεται 

απ
ό την ακολουθ

ία αυτή θ
α στεγάσει το κλειδί. 

�
Η
 ακολουθ

ία καθ
ορίζεται β

άσει κάπ
οιου κανόνα (π

ου συνήθ
ω
ς λαµβ

άνει υπ
όψ

η του 
και το ίδιο το κλειδί).
�

Σ
υµβ

ολίζουµε µε Η
(K

,i)
την i-οστή

θ
έση του π

ίνακα π
ου ελέγχ

ουµε αν είναι 
διαθ

έσιµη για το κλειδί K
, i

= 0
, 1 …

(δηλαδή, H
(K

,i) είναι το i-οστό στοιχ
είο της 

ακολουθ
ίας αναζήτησης του κλειδιού K

).

L
ookU

p(H
a
sh

T
a
b
le

A
, K

e
y
 K

)
Ψ
άξε τις διαδοχ

ικές θ
έσεις στην ακολουθ

ία εξέτασης του K
, µέχ

ρι είτε να β
ρεθ

εί το 
κλειδί, ή να β

ρεθ
εί µια κενή θ

έση στον π
ίνακα. 

Σ
τη δεύτερη π

ερίπ
τω

ση, το κλειδί δεν υπ
άρχ

ει στον π
ίνακα.

I
nse

rt(H
a
sh

T
a
b
le

A
, K

e
y
 K

)
Ε
κτέλεση της

LookU
p(Α

,Κ
). Α

ν το κλειδί β
ρεθ

εί, ο αλγόριθ
µος τερµατίζει. 

∆
ιαφ

ορετικά, το νέο κλειδί εισάγεται στην κενή θ
έση π

ου επ
ιστρέφ

εται απ
ό την 

LookU
p(A

,K
).
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4
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Π
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1
4

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός
µε 

Α
νοικτή 

∆
ιευθ

υνσ
ιοδότησ

η
Γ
ρα

µµική
Α

να
ζήτησ

η
Α
κολουθ

ία εξέτασης
Η
(Κ

,0
) = h

(K
);

// η π
ρώ

τη θ
έση στην ακολουθ

ία καθ
ορίζεται απ

ό 
// την τιµή κατακερµατισµού

H
(K

,i+1) = (H
(K

,i)+1) m
od

 m
;  

// η
(i+1) θ

έση είναι η επ
όµενη της θ

έσης i
(m

od
 m

, 
// δηλαδή µε κυκλικό τρόπ

ο).

7
1

7
1

5
2

7
1

5
2

12 1 5
6

7
1

5
2

1
2

7
1

5
2

12 5
6

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Π
α
ρά

δειγµα
∆
ιαδοχ

ική εισαγω
γή τω

ν κλειδιώ
ν 7

1, 5
2
, 12

, 5
6
, 1, 10

, 9
0
, 19

 σε
έναν π

ίνακα 
κατακερµατισµού 10

 θ
έσεω

ν χ
ρησιµοπ

οιώ
ντας τη συνάρτηση κατακερµατισµού 

h
(k) = k m

od
 10

.

Η
 απ

όδοση της µεθ
όδου είναι ικανοπ

οιητική όταν ο π
ίνακας δεν έχ

ει π
ολλά στοιχ

εία.

Π
ρόβ

ληµα
: Φ

α
ινόµενο Π

ρω
τα

ρχ
ικής Σ

υγκέντρω
σ
ης (prim

a
ry

 cluste
ring)

Ό
ταν ένα µπ

λοκ (cluster) µε συνεχ
όµενες κατειληµµένες θ

έσεις δηµιουργηθ
εί, απ

οτελεί 
π
ροορισµό για π

εραιτέρω
 συγκρούσεις, ενώ

 νέες τέτοιες συγκρούσεις οδηγούν στην 
αύξηση του µεγέθ

ους του µπ
λοκ.

1
0

7
1

5
2

12 1 5
6

10 7
1

5
2

12 1 9
0

5
6

10 7
1

5
2

12 1 9
0

5
6

1
9
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Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός
µε Α

νοικτή ∆
ιευθ

υνσ
ιοδότησ

η

Α
ριθ

µός
α
π
α
ιτούµενω

ν π
ροσ

π
ελά

σ
εω

ν σ
τη µνήµη για

 µη επ
ιτυχ

ηµένη 
α
να

ζήτησ
η;

�
αν η συνάρτηση κατακερµατισµού επ

ιστρέφ
ει µια κενή θ

έση του π
ίνακα;

Μ
ία µόνο π

ροσπ
έλαση απ

αιτείται!
�

αν η συνάρτηση κατακερµατισµού επ
ιστρέφ

ει µια κατειληµµένη θ
έση του 

π
ίνακα;

Η
 αναζήτηση θ

α τερµατίσει µόνο αφ
ού εξετάσει και το τελευταίο στοιχ

είο 
του cluster.

Π
ροσ

π
ά
θ
εια

β
ελτίω

σ
ης

Α
κολουθ

ία εξέτασης
Η
(Κ

,0
) = h

(K
);

// η π
ρώ

τη θ
έση στην ακολουθ

ία καθ
ορίζεται απ

ό την τιµή κατακερµατισµού

H
(K

,i+1) = (H
(K

,i)+c) m
od

 m
;  // η

(i+1) θ
έση π

ρος εξέταση είναι c θ
έσεις µετά τη θ

έση i
(m

od
 m

).

Τ
ι απ

οτέλεσµα θ
α έχ

ει αυτό το σχ
ήµα; Θ

α οδηγούσε σε καλύτερη απ
όδοση;

Κ
αι το σχ

ήµα αυτό υπ
οφ

έρει απ
ό τα φ

αινόµενο δηµιουργίας µακρώ
ν ακολουθ

ιώ
ν 

κατειληµµένω
ν θ

έσεω
ν, γνω

στό ω
ς φ

αινόµενο δευτερεύουσας συγκέντρω
σης 

(second
ary clustering).

Η
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2
4
0
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Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

1
6

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός
µε Α

νοικτή ∆
ιευθ

υνσ
ιοδότησ

η
∆

ιπ
λός Κ

α
τα

κερµα
τισ

µός
(D

oub
le

 H
a
sh

ing)
Χ
ρησιµοπ

οιούνται
δύο συναρτήσεις κατακερµατισµού, h

1
και

h
2 . H

 h
1
ονοµάζεται 

π
ρω

τεύουσα συνάρτηση κατακερµατισµού, ενώ
 η h

2
δευτερεύουσα.

Α
κολουθ

ία Ε
ξέτασης

H
(Κ

,0
) = h

1 (K
);

// η π
ρώ

τη θ
έση στην ακολουθ

ία εξέτασης καθ
ορίζεται 

// απ
ό την π

ρω
ταρχ

ική συνάρτηση κατακερµατισµού h
1

H
(Κ

, i+1) = (H
(K

, i) + h
2 (K

)) m
od

 m
; // η επ

όµενη της θ
έσης i

στην ακολουθ
ία εξέτασης είναι η θ

έση  
// π

ου β
ρίσκεται h

2 (K
)
θ
έσεις µετά τη θ

έση i
στον π

ίνακα (m
od

 m
)

�
Η
 ακολουθ

ία εξέτασης π
ου π

ροκύπ
τει β

άσει της µεθ
όδου της γραµµικής 

αναζήτησης είναι ίδια µε εκείνη π
ου π

ροκύπ
τει β

άσει της µεθ
όδου του διπ

λού 
κατακερµατισµού όταν h

2 (K
) = 1, ∀

κλειδί K
.

Η
 ακολουθ

ία εξέτασης π
ρέπ

ει να π
εριέχ

ει όλες τις θ
έσεις του π

ίνακα.
Π
ρέπ

ει να ισχ
ύει ότι h

2 (K
) > 0

.
Τ
α h

2 (K
) και m

δεν π
ρέπ

ει να έχ
ουν κοινούς διαιρέτες.

Έ
στω

 ότι ένας αριθ
µός d

απ
οτελεί κοινό διαιρέτη του h

2 (K
) και του m

.Τ
ότε:

[(m
/d

)h
2
(K

)] m
od

 m
 = [m

(h
2
(K

)/d
)] m

od
 m

 = 0
,

Ά
ρα, η (m

/d
)-οστή

θ
έση στην ακολουθ

ία θ
α είναι η ίδια όπ

ω
ς η π

ρώ
τη.

Γ
ια το λόγο αυτό, διαλέγουµε τον m

να είναι π
ρώ

τος αριθ
µός.
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Κ
α
τα
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µός
µε Α

νοικτή ∆
ιευθ

υνσ
ιοδότησ

η
∆

ιπ
λός Κ

α
τα

κερµα
τισ

µός

Π
α
ρά

δειγµα
Έ
στω

 ότι h
1 (K

) = k m
od

 m
 και 

h
2 (K

)
= K

 m
od

 3
 + 1.

∆
ιαδοχ

ική εισαγω
γή τω

ν κλειδιώ
ν 

7
1, 5

2
, 12

, 5
6
, 1, 10

, 9
0
, 19

 σε 
έναν π

ίνακα κατακερµατισµού 10
 

θ
έσεω

ν.

Ε
ίναι αξιοσηµείω

το το τι 
συµβ

αίνει όταν γίνεται η εισαγω
γή 

του 1. Η
 ακολουθ

ία εξέτασης είναι 
1, 1+2

=3
, 3

+2
=5

, 5
+2

=7
, 9

, κ.ο.κ., 
αφ

ού h
2 (1) = 1 m

od
 3
 + 1 = 2

.

7
1

7
1

5
2

7
1

5
2

12 1 5
6

7
1

5
2

1
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7
1

5
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6

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1
0

7
1

5
2

12 1 5
6

10 7
1

5
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Η
θ
έση 1 του π

ίνακα είναι κατειληµµένη, οπ
ότε εξετάζεται το 2

ο στοιχ
είο στην 

ακολουθ
ία (δηλαδή η θ

έση 3
 του π

ίνακα) η οπ
οία είναι επ

ίσης κατειληµµένη. 
Τ
ο 3

ο στοιχ
είο της ακολουθ

ίας είναι η θ
έση 5

 του π
ίνακα, η οπ

οία
είναι 

διαθ
έσιµη. Ά

ρα, το στοιχ
είο 1 απ

οθ
ηκεύεται στην θ

έση 5
 του π

ίνακα.
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8

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός
µε Α

νοικτή ∆
ιευθ

υνσ
ιοδότησ

η
∆

ιπ
λός Κ

α
τα

κερµα
τισ

µός

Υ
π
όθ

εσ
η

Κ
άθ

ε θ
έση π

ου εξετάζεται στον π
ίνακα κατακερµατισµού είναι ανεξάρτητη απ

ό 
τις υπ

όλοιπ
ες θ

έσεις του π
ίνακα, και η π

ιθ
ανότητα να επ

ιλεγεί µια 
κατειληµµένη θ

έση είναι ίση µε τον π
αράγοντα φ

όρτου (a).

Η
 υπ

όθ
εση αυτή δεν είναι σω

στή για τους ακόλουθ
ους λόγους:

�
∆
ιαδοχ

ικές θ
έσεις µπ

ορεί να εξαρτώ
νται µε κάπ

οιο τρόπ
ο.

�
Ε
ίναι αδύνατο να εξεταστεί η ίδια θ

έση 2
 φ
ορές.

Ω
στόσο, π

ολλές φ
ορές τέτοιες υπ

οθ
έσεις µας επ

ιτρέπ
ουν να π

ραγµατοπ
οιούµε 

µαθ
ηµατικές αναλύσεις π

ου π
εριγράφ

ουν ικανοπ
οιητικά τη συµπ

εριφ
ορά του 

συστήµατος (όπ
ω
ς αυτή καθ

ορίζεται απ
ό π

ειραµατική µελέτη).

Ε
ισ

α
γω

γή n
κλειδιώ

ν σ
ε π

ίνακα
 κα

τα
κερµα

τισ
µού µεγέθ

ους m
, δεδοµένου ότι 

η υπ
όθ

εσ
η είνα

ι σ
ω

σ
τή

α
i = i/m

, i ≤
n: η π

ιθ
ανότητα σύγκρουσης µετά την εισαγω

γή i
κλειδιώ

ν είναι α
i
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Κ
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µός
µε Α

νοικτή ∆
ιευθ

υνσ
ιοδότησ

η
∆

ιπ
λός Κ

α
τα

κερµα
τισ

µός

Π
λήθ

ος
π
ροσ

π
ελά

σ
εω

ν 
σ
τη 

µνήµη 
για

 
την 

εκτέλεσ
η

µη 
επ

ιτυχ
ηµένης

α
να

ζήτησ
ης

Τ
ο 

αναµενόµενο
π
λήθ

ος
π
ροσπ

ελάσεω
ν 

στη 
µνήµη 

για 
την 

εκτέλεση 
µιας

µη
επ

ιτυχ
ηµένης

αναζήτησης
αν

n-1 
κλειδιά

έχ
ουν

ήδη
εισαχ

θ
εί

στον 
π
ίνακα 

κατακερµατισµού είναι: 

U
n-1

= 1*(1 –
a
n-1 ) + 2

*a
n-1 *(1-a

n-1 )+3
a
n-1 2(1-a

n-1 ) + …
= 1 + a

n-1
+ a

n-1 2
+ …

= 1/(1 -
a
n-1 )

Π
λήθ

ος
π
ροσ

π
ελά

σ
εω

ν σ
τη µνήµη για

 την εκτέλεσ
η

επ
ιτυχ

ηµένης
α
να

ζήτησ
ης

Ισούται µε το αναµενόµενο π
λήθ

ος π
ροσπ

ελάσεω
ν στη µνήµη για

την
εκτέλεση της 

εισαγω
γής

κάθ
ε
ενός

απ
ό
τα

n  κλειδιά.
Τ
ο
αναµενόµενο

π
λήθ

ος π
ροσπ

ελάσεω
ν στη µνήµη

για
την

εισαγω
γή

του
i-οστού

κλειδιού
= αναµενόµενο

π
λήθ

ος π
ροσπ

ελάσεω
ν στη µνήµη για την εκτέλεση µιας

µη
επ

ιτυχ
ηµένης

αναζήτησης. Ε
π
οµένω

ς:

S
n
= (1/n) 

= (1/n) 
=  (m

/n) 

= (m
/n) (H

m
–
H

m
-n ),

όπ
ου

H
i = 1 + ½

 +  …
 + 1/i ≈

ln
i.

1
1

n
i

i
U

−
=

∑
1

1

1

1

ni
i

a
=

−
−

∑
1 1

/(
1)

ni
m

i
=

−
+

∑
S

n
≈
(m

/n) (ln
m
 –

ln
(m

-n)) 
= (m

/n) ln(m
/(m

-n))
= (1/a

n ) ln
(1/(1-a

n )).
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2
0

Τ
α
ξινοµηµένος

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός
(O

rd
e
re

d
 H

a
sh

ing)

Μ
έθ

οδος
Α

λυσ
ίδω

ν 
«
Τ
α κλειδιά διατηρούνται ταξινοµηµένα σε κάθ

ε αλυσίδα»
.

Β
ελτιω

µένη Έ
κδοση LookU

p(Α
,e):

Α
ν ένα µεγαλύτερο κλειδί απ

ό το e
π
ροσπ

ελαστεί τερµατίζει η αναζήτηση.

Μ
έθ

οδος Α
νοικτής ∆

ιεύθ
υνσ

ης
Τ
α κλειδιά θ

α π
ρέπ

ει να εισαχ
θ
ούν στον π

ίνακα κατακερµατισµού έτσι ώ
στε:

«
Τ
α κλειδιά π

ου π
ροηγούνται του K

 στην ακολουθ
ία εξέτασης (του Κ

), θ
α 

π
ρέπ

ει να είναι µικρότερα απ
ό το Κ

»
.

Ιδέα
Α
ν στην ακολουθ

ία εξέτασης για το κλειδί Κ
 π
ροσπ

ελάσουµε κάπ
οιο στοιχ

είο 
e’ µε κλειδί Κ

’ > Κ
, τότε αντικαθ

ιστούµε το e’ µε το e
και συνεχ

ίζουµε µε την 
εισαγω

γή του e’ β
άσει της ακολουθ

ίας εξέτασης του κλειδιού Κ
’ του e’. 
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Τ
α
ξινοµηµένος

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός
Α
νοικτής 

∆
ιευθ

υνσ
ιοδότησ

ης
proce

d
ure

O
rd

ered
H
ash

T
ab

leInsert(
H
ash

T
ab

le
A
, K

ey K
, T

ype I) {
int

pos = h
1 (K

);
w
h
ile (A

[pos] != N
U
LL) {

if (A
[pos]->K

ey > K
) {

sw
ap(K

, A
[pos]->K

ey);
sw

ap(I, A
[pos]->Info);

}else if (K
 == A

[pos]->K
ey) {

A
[pos]->Info = I;

return;
}pos = (pos + h

2 (K
)) m

od
 m

;
}A
[pos]->K

ey = K
;

A
[pos]->Info = I;

}

7
1

7
1

5
2

1 12 5
2

5
6

7
1

7
1

1
2

5
2

7
1

12 5
2

5
6

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

9
0

1 12 5
2

5
6

7
1

1
0

1 12 9
0

5
2

5
6

7
1

10 1 12 9
0

5
2

5
6

7
1

1
9

Π
α
ρά

δειγµα: Έ
στω

 ότι [h
1 (K

) = k m
od

 m
]
και [h

2 (K
)
= K

 m
od

 
3
 + 1].∆

ιαδοχ
ική εισαγω

γή τω
ν κλειδιώ

ν 7
1, 5

2
, 12

, 5
6
, 1, 

9
0
, 10

, 19
 σε έναν π

ίνακα κατακερµατισµού 10
 θ
έσεω

ν.

Π
α
ρα

τηρήσ
τε

τις ενέργειες π
ου 

εκτελούντα
ι κα

τά
 την εισ

α
γω

γή του 
κλειδιού 1

2
, του 1

 ή του 9
0
!

Η
Υ
2
4
0
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Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

2
2

Τ
α
ξινοµηµένος

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός
Α

νοικτής 
∆

ιευθ
υνσ

ιοδότησ
ης

T
y
pe

O
rd

ered
H
ash

T
ab

leLookU
p(H

ash
T
ab

le
A
, K

e
y
K
) {

int
pos = h

1 (K
);

w
h
ile (A

[pos] != N
U
LL &

&
 A

[pos]->K
ey < K

) d
o

pos = (pos + h
2 (K

)) m
od

 m
;

if (A
[pos] != N

U
LL &

&
 A

[pos]->K
ey == K

)
return A

[pos]->Info;
else return N

IL;
}Ά

σ
κησ

η για
 το σ

π
ίτι

Ιχ
νηλατίστε

την εκτέλεση της O
rd

ered
H
ash

T
ab

leLookU
p(A

,7
1), 

όπ
ου Α

 ο π
ίνακας του σχ

ήµατος.
Ιχ

νηλατίστε
την εκτέλεση της O

rd
ered

H
ash

T
ab

leLookU
p(A

,9
1), 

όπ
ου Α

 ο π
ίνακας του σχ

ήµατος.

10 1 12 9
0

5
2

5
6

7
1

19
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Τ
α
ξινοµηµένος

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός
Α
νοικτής 

∆
ιευθ

υνσ
ιοδότησ

ης
Η
 τελική µορφ

ή του π
ίνακα κατακερµατισµού, µετά την εισαγω

γή σε αυτόν 
(β
άσει της τεχ

νικής του ταξινοµηµένου κατακερµατισµού) ενός συνόλου 
κλειδιώ

ν, θ
α είναι η ίδια ανεξαρτήτω

ς της σειράς µε την οπ
οία τα

κλειδιά αυτά 
εισάγονται στον π

ίνακα.

Υ
π
όθ

εσ
η

Η
 π
ιθ
ανότητα να επ

ιλεγεί ένα συγκεκριµένο κλειδί απ
ό το χ

ώ
ρο κλειδιώ

ν είναι 
η ίδια για όλα τα κλειδιά του χ

ώ
ρου.

Τ
ότε:

Ο
 αναµενόµενος χ

ρόνος S
n
για µια επ

ιτυχ
ηµένη αναζήτηση δεν αλλάζει.

Ο
 αναµενόµενος χ

ρόνος U
n
για µια µη επ

ιτυχ
ηµένη αναζήτηση µειώ

νεται. 
Γ
ίνεται π

ερίπ
ου ίδιος µε S

n .

Ά
ρα

:
S

n
≈
U

n
≈
(1/a

n ) ln(1/(1 –
a
n )).Η

Υ
2
4
0
 -

Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

2
4

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός
-

∆
ια

γρα
φ
ές

Μ
έθ

οδος
α
λυσ

ίδω
ν

Υ
λοπ

οιείται εύκολα. Π
ω
ς? 

Μ
έθ

οδος Α
νοικτής ∆

ιευθ
υνσ

ιοδότησ
ης

Έ
να κλειδί δεν µπ

ορεί να διαγραφ
εί αφ

ήνοντας απ
λά τη θ

έση π
ου κατείχ

ε 
άδεια. Γ

ιατί?

Π
α
ρά

δειγµα
Έ
στω

 ότι χ
ρησιµοπ

οιούµε τη µέθ
οδο της γραµµικής αναζήτησης.

Έ
στω

 ότι δύο κλειδιά µε την ίδια β
ασική/π

ρω
ταρχ

ική τιµή κατακερµατισµού 
εισάγονται στις θ

έσεις j
και j+1 ενός π

ίνακα κατακερµατισµού και στη συνέχ
εια 

αυτό στη θ
έση j

διαγράφ
εται.

Τ
ο άλλο θ

α µείνει στη θ
έση j+1, αλλά η LookU

p() θ
α σταµατήσει όταν β

ρει τη 
θ
έση j

κενή. Α
υτό θ

α οδηγήσει την εν λόγω
 LookU

p() σε λάθ
ος απ

όκριση!

Ιδέα
Γ
ια κάθ

ε θ
έση του π

ίνακα υπ
άρχ

ει ένα b
it, π

ου ονοµάζεται D
eleted

και µπ
ορεί 

να είναι είτε 0
 ή 1. Α

ρχ
ικά όλα αυτά τα b

its
είναι 0

. Α
ν διαγράψ

ουµε κάτι απ
ό 

µια θ
έση του π

ίνακα, θ
έτουµε το b

it
της θ

έσης αυτής σε 1. H
 LookU

p() δεν 
τερµατίζει σε άδειες θ

έσεις για τις οπ
οίες το D

eleted
 b
it

είναι 1.
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Ε
π
εκτά

σ
ιµος

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός (E
x
te

nd
ib

le
 H

a
sh

ing)
�

Η
 
µέθ

οδος 
ενδείκνυται 

για 
την 

απ
οθ

ήκευση 
στοιχ

είω
ν 

σε 
δευτερεύουσα 

µνήµη δίσκου. 

�
Ο
ι δίσκοι είναι π

ολύ π
ιο αργές µονάδες απ

οθ
ήκευσης συγκριτικά µε την 

κύρια µνήµη. Γ
ια το λόγο αυτό, τα δεδοµένα οργανώ

νονται σε σελίδες
(pages), 

δηλαδή 
απ

οθ
ηκεύονται 

σε 
οµάδες 

συνεχ
όµενω

ν 
θ
έσεω

ν 
απ

οθ
ήκευσης, 

τα 
π
εριεχ

όµενα 
τω

ν 
οπ

οίω
ν 

µεταφ
έρονται 

στην 
κύρια 

µνήµη 
όταν 

ζητηθ
εί 

η 
ανάκτηση ή η τροπ

οπ
οίηση κάπ

οιω
ν εξ αυτώ

ν.

Ο
λικό β

ά
θ
ος D

(S
) ενός συνόλου S

καλείται το µικρότερο µήκος π
ροθ

έµατος 
τω

ν τιµώ
ν κατακερµατισµού τω

ν στοιχ
είω

ν του S
, π

ου απ
αιτείται για να 

χ
ω
ρισθ

ούν τα στοιχ
εία αυτά σε οµάδες τω

ν b
στοιχ

είω
ν, το π

ολύ, σε κάθ
ε µια, 

όπ
ου όλα τα στοιχ

εία µιας οµάδας έχ
ουν κοινό π

ρόθ
εµα µήκους D

(S
)
b
its.

Π
α
ρά

δειγµα
Θ
εω

ρούµε ότι b
=4

.Έ
στω

 ότι:
S
 = {6

 (0
0
110

)2 , 9
 (0

10
0
1)2 , 14

 (0
1110

)2 , 17
 (10

0
0
1)2 , 5

 (0
0
10

1)2 , 7
 (0

0
111)2 , 

16
 (10

0
0
0
)2 , 2

0
 (10

10
0
)2 , 18

 (10
0
10

)2 , 19
 (10

0
11)2 , 4

 (0
0
10

0
)2 , 11 (0

10
11)2 }.

Ε
ίναι D

(S
) = 3

 και οι οµάδες π
ου δηµιουργούνται είναι οι εξής:

{0
0
1
10

, 0
0
1
0
1, 0

0
1
11, 0

0
1
0
0
}, 

{0
1
0
0
1, 0

1
0
11}, 

{0
1
1
10

}, 
{1

0
0
0
1, 1

0
0
0
0
, 1

0
0
10

, 1
0
0
11}, 

{1
0
1
0
0
}.
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2
6

Ε
π
εκτά

σ
ιµος

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός
�

Κ
άθ

ε οµάδα απ
οθ

ηκεύεται σε διαφ
ορετική 

σελίδα της δοµής του επ
εκτάσιµου 

κατακερµατισµού.
�

Μ
π
ορούµε να χ

ρησιµοπ
οιήσουµε έναν 

π
ίνακα µεγέθ

ους 2
D
(S

)για τη δεικτοδότηση 
τω

ν σελίδω
ν (Σ

χ
ήµα 1).

Ε
ίναι δυνατό να συνενω

θ
ούν σελίδες µε 

συνολικό π
λήθ

ος στοιχ
είω

ν b
και µικρότερο 

κοινό π
ρόθ

εµα. Τ
ο π

ρόθ
εµα αυτό καλείται 

β
ά
θ
ος σ

ελίδα
ς.

Π
α
ρά

δειγµα
{0

1
0
0
1,0

1
0
11,0

1
1
10

} ∪
{0

1
1
10

} =
{0

1
0
0
1, 0

1
0
11,0

1
110

,0
1
110

}    (Σ
χ
ήµα 2

).
Τ
έτοιου είδους σελίδες χ

αρακτηρίζονται ω
ς 

φ
ιλικές σ

ελίδες (b
ud

d
ie

s).
Τ
α στοιχ

εία φ
ιλικώ

ν σελίδω
ν διαφ

έρουν στο
τελευταίο ψ

ηφ
ίο του π

ροθ
έµατός τους.

Α
ν για µια σελίδα ισχ

ύει ότι το β
άθ

ος της d
είναι µικρότερο απ

ό το ολικό β
άθ

ος D
, τότε 

2
D
-d
δείκτες σε συνεχ

όµενες θ
έσεις του π

ίνακα θ
α δείχ

νουν στη σελίδα
αυτή.

111

110

10
1

10
0

0
11

0
10

0
0
1

0
0
0

{0
0
1
10

, 0
0
1
0
1, 0

0
1
11, 0

0
1
0
0
}

{1
0
0
0
1, 1

0
0
0
0
, 1

0
0
10

, 1
0
0
11}

{0
1
0
0
1, 0

1
0
11}

{0
1
1
10

}

{1
0
1
0
0
}

111

110

10
1

10
0

0
11

0
10

0
0
1

0
0
0

{0
0
1
10

, 0
0
1
0
1, 0

0
1
11, 0

0
1
0
0
}
3

{1
0
0
0
1, 1

0
0
0
0
, 1

0
0
10

, 1
0
0
11}

3

{0
1
0
0
1, 0

1
0
11,0

1
110

}
2

{1
0
1
0
0
}
3

D
(S

) = 3

Σ
χ
ήµα

1

Σ
χ
ήµα

2
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Ε
π
εκτά

σ
ιµος

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός
�

Έ
νας

επ
εκτά

σ
ιµος π

ίνα
κα

ς κα
τα

κερµα
τισ

µού
είναι δοµή

δύο
επ

ιπ
έδω

ν. Α
π
οτελείται 

απ
ό

έναν
κατάλογο

(d
irectory) π

ου
δηµιουργεί

τη
δοµή

υψ
ηλού

επ
ιπ
έδου

και
ένα

σύνολο
απ

ό
σελίδες

(pages) στις
οπ

οίες
απ

οθ
ηκεύονται

τα δεδοµένα.

�
Ο
 κα

τά
λογος

είναι
ένας

π
ίνακας

απ
ό
δείκτες

στις
σελίδες

όπ
ου απ

οθ
ηκεύονται τα 

δεδοµένα. Ο
ι
σελίδες

είναι
σταθ

ερού
µεγέθ

ους, π
.χ
., χ

ω
ράει b

 στοιχ
εία/δεδοµένα

η 
κάθ

ε
µια.

�
Μ
ια συνάρτηση κατακερµατισµού απ

εικονίζει κάθ
ε κλειδί Κ

 σε µια ακολουθ
ία απ

ό 
b
its µήκους L. Η

 ακολουθ
ία αυτή ονοµάζεται τιµή κα

τα
κερµα

τισ
µού

του Κ
.

�
Γ
ια κάθ

ε d
≤
L, συµβ

ολίζουµε µε h
d (K

) τα π
ρώ

τα d
 b
its

του h
(K

). 

�
Τ
ο µέγιστο β

άθ
ος µεταξύ όλω

ν τω
ν σελίδω

ν 
ονοµάζεται β

άθ
ος

του π
ίνα

κα
κα

τα
κερµα

τισ
µού

και συµβ
ολίζεται µε το D

.

�
Ο
 κατάλογος είναι ένας π

ίνακας µε 2
D
δείκτες 

σε σελίδες.

Ε
ύρεσ

η σ
ελίδα

ς π
ου π

εριέχ
ει το κλειδί Κ

1.
Υ
π
ολογισµός του h

D (K
);

2
.
Ο
 δείκτης π

ου π
εριέχ

εται στο Α
[h
D
(K

)] οδηγεί 
στην σελίδα στην οπ

οία θ
α π

ρέπ
ει να είναι 

απ
οθ

ηκευµένο το δεδοµένο;

111

110

10
1

10
0

0
11

0
10

0
0
1

0
0
0

{0
0
1
10

, 0
0
1
0
1, 0

0
1
11, 0

0
1
0
0
}
3

{1
0
0
0
1, 1

0
0
0
0
, 1

0
0
10

, 1
0
0
11}

3

{0
1
0
0
1, 0

1
0
11,0

1
110

}
2

{1
0
1
0
0
}
3

D
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Ε
π
εκτά

σ
ιµος

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός
Ε
ισ

α
γω

γές
1.

Ε
κτελούµε µια αναζήτηση, ώ

στε να εντοπ
ιστεί η σελίδα

τοπ
οθ

ετήσεω
ς p

η οπ
οία έστω

 ότι έχ
ει β

άθ
ος d

.
(Α

ρχ
ικά D

=0
και υπ

άρχ
ει µια µόνο 

σελίδα στον π
ίνακα π

ου π
εριέχ

ει όλα τα δεδοµένα. 
Ο
 κατάλογος π

εριέχ
ει έναν µόνο δείκτη στη σελίδα 

αυτή και όλες οι αναζητήσεις καταλήγουν εκεί. )
2
.
Α
ν τα π

λήθ
ος τω

ν στοιχ
είω

ν π
ου είναι απ

οθ
ηκευµένα 

στην p
είναι < b

, το νέο στοιχ
είο τοπ

οθ
ετείται στην p

και ο αλγόριθ
µος τερµατίζει.

3
.
∆
ιαφ

ορετικά, συµβ
αίνει υπ

ερχ
είλιση

και η p θ
α π

ρέπ
ει να χ

ω
ριστεί σε δύο σελίδες. Ο

 
χ
ω
ρισµός γίνεται µε αύξηση του β

άθ
ους της p

στην τιµή d
+1 και µε τη δηµιουργία µιας 

νέας φ
ιλικής σελίδας p’β

άθ
ους επ

ίσης d
+1.

4
.
T
a (b

+1) κλειδιά της p
κατανέµονται στις p, p’β

άσει τω
ν d

+1 π
ρώ

τω
ν ψ

ηφ
ίω

ν τους. 
5
.
Α
ν αυτό δεν επ

ιλύσει το π
ρόβ

ληµα (δηλαδή όλα τα b
+1

κλειδιά ανήκουν και π
άλι σε 

µια απ
ό τις p, p’, έστω

 στην p’), θ
έτω

 p = p’ και d
 = d

+1 και επ
αναλαµβ

άνω
 το Β

ήµα 3
.

6
.
Α
ν µετά απ

ό D
-d

επ
αναλήψ

εις, η υπ
ερχ

είλιση δεν έχ
ει αντιµετω

π
ιστεί, είναι 

αναγκαίος ο διπ
λασιασµός του καταλόγου (δηλαδή το ολικό β

άθ
ος αλλάζει σε D

+1).Ο
 

νέος κατάλογος δεικτοδοτείται απ
ό δείκτες της µορφ

ής x
x
..x

x
1 ή x

x
..x

x
0
.

7
.
Π
ερισσότεροι του ενός διπ

λασιασµοί του καταλόγου 
µπ

ορεί να απ
αιτούνται αν το π

ρόβ
ληµα δεν επ

ιλυθ
εί.

{0
0
110

, 0
10

0
1, 10

0
0
1, 

10
10

0
}
0

0 D
 =

 0

Ε
ισαγω

γή
του 1110

0

{0
0
110

, 0
10

0
1}

1

{10
0
0
1, 10

10
0
, 1110

0
}
1

D
 =

 1

01D
D
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Ε
π
εκτά

σ
ιµος

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός 
Ε
ισ

α
γω

γή

Π
α
ρά

δειγµα

∆
ιαδοχ

ικές εισαγω
γές τω

ν 
6
 (0

0
110

), 9
 (0

10
0
1), 14

 
(0

1110
), 17

 (10
0
0
1), 5

 
(0

0
0
10

1), 7
 (0

0
0
111), 16

 
(10

0
0
0
), 2

0
 (10

10
0
), 18

 
(10

0
10

), 19
 (10

0
11), 4

 
(0

0
10

0
), 11 (0

10
11) σε 

επ
εκτάσιµο π

ίνακα 
κατακερµατισµού.

Η
Υ
2
4
0
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Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

3
0

Ε
π
εκτά

σ
ιµος

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός -
∆

ια
γρα

φ
ή

Ο
ι
ενέργειες π

ου π
ραγµατοπ

οιούνται είναι «
συµµετρικές»

 της λειτουργίας της 
εισαγω

γής.

1.
Ε
κτελούµε µια αναζήτηση, ώ

στε να εντοπ
ιστεί η σελίδα

p
στην οπ

οία είναι απ
οθ

ηκευµένο το π
ρος διαγραφ

ή κλειδί. Έ
στω

 ότι
η σελίδα αυτή έχ

ει β
άθ

ος d
.

2
.
Τ
ο στοιχ

είο διαγράφ
εται απ

ό την p.

3
.
Π
ροσπ

ελάζεται η φ
ιλική σελίδα, έστω

 p’, της p
(εάν υπ

άρχ
ει).

4
.
Ε
άν το συνολικό π

λήθ
ος στοιχ

είω
ν τω

ν p,p’είναι ≤
b
, τα

απ
οθ

ηκεύουµε
όλα

στην
p
µειώ

νοντας
το

β
άθ

ος
της

σε
d
-1.

5
.
Ε
άν

µετά
τη

µείω
ση, όλες

οι
σελίδες

έχ
ουν

β
άθ

ος
< D

, τότε
υπ

οδιπ
λασιάζουµε

τον
κατάλογο

και
τα

απ
οθ

ηκευµένα
στοιχ

εία
κατανέµονται

στις
σελίδες

λαµβ
άνοντας

υπ
’όψ

ιν
το

π
ολύ

D
-1

ψ
ηφ

ία.

6
.
Ο

κατάλογος
υπ

οδιπ
λασιάζεται, διατηρώ

ντας
για

κάθ
ε
ζεύγος

θ
έσεω

ν
της

µορφ
ής

x
x
..x

x
0
 και

x
x
…
x
x
1, µια

θ
έση

της
µορφ

ής
x
x
…
x
x
.

D
-1

D
-1

D
-1
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σ
ιµος

Κ
α
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κερµα
τισ

µός
∆

ια
γρα

φ
ή

Π
α
ρά

δειγµα

∆
ιαδοχ

ικές διαγραφ
ές τω

ν 
6
 (0

0
110

), 9
 (0

10
0
1), 14

 
(0

1110
) απ

ό επ
εκτάσιµο 

π
ίνακα κατακερµατισµού.
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ατούρου

3
2

Σ
υνα

ρτήσ
εις

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µού
Α

π
οδοτικές

Σ
υνα

ρτήσ
εις Κ

ατα
κερµα

τισ
µού

Ικανοπ
οιούν την π

αραδοχ
ή του απ

λού οµοιόµορφ
ου κατακερµατισµού:

«
Θ
α π

ρέπ
ει να είναι εξίσου π

ιθ
ανό η τιµή κατακερµατισµού του κάθ

ε κλειδιού να 
είναι οπ

οιαδήπ
οτε απ

ό τις τιµές {0
, …

, m
-1}, ανεξάρτητα απ

ό τις τιµές 
κατακερµατισµού τω

ν υπ
ολοίπ

ω
ν κλειδιώ

ν.»

Σ
υνήθ

ω
ς δεν είναι δυνατό να ελέγξουµε αν ισχ

ύει αυτή η π
αραδοχ

ή:
�

Σ
π
ανίω

ς γνω
ρίζουµε την κατανοµή π

ιθ
ανότητας π

ου ακολουθ
ούν τα κλειδιά.

�
Μ
π
ορεί αυτά να µην είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους.

Σ
ε ορισµένες π

εριπ
τώ

σεις, η κατανοµή τω
ν κλειδιώ

ν είναι γνω
στή. 

Π
α
ρά

δειγµα
Α
ν γνω

ρίζουµε ότι τα κλειδιά είναι π
ραγµατικοί αριθ

µοί κατανεµηµένοι 
ανεξάρτητα και οµοιόµορφ

α στο διάστηµα [0
,1), τότε η συνάρτηση 

κατακερµατισµού h
(k) = km


ικανοπ

οιεί τη συνθ
ήκη του απ

λού οµοιόµορφ
ου 

κατακερµατισµού.

Σ
την π

ράξη, συχ
νά δηµιουργούµε συναρτήσεις κατακερµατισµού µε καλή

συµπ
εριφ

ορά β
ασιζόµενοι σε ευρετικές

τεχ
νικές. 
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Ε
ρµηνεία

τω
ν κλειδιώ

ν ω
ς Φ

υσ
ικώ

ν Α
ριθ

µώ
ν

Ο
ι
π
ερισσότερες συναρτήσεις κατακερµατισµού π

ροϋπ
οθ

έτουν ότι ο χ
ώ
ρος τω

ν 
κλειδιώ

ν είναι το σύνολο N
 τω

ν φ
υσικώ

ν αριθ
µώ

ν. 
Σ
υχ

νά αυτό δεν ισχ
ύει ⇒

θ
α
π
ρέπ

ει
να

β
ρεθ

εί
τρόπ

ος
να

µετατραπ
εί

το
εκάστοτε

κλειδί
σε

φ
υσικό

αριθ
µό. 

Π
α
ρά

δειγµα
Έ
στω

 ότι ένα κλειδί Κ
 είναι αλφ

αριθ
µητικό (string).

Υ
π
ολογίζουµε το             , όπ

ου

�
p: µήκος του αλφ

αριθ
µητικού

�
r: ο αριθ

µός χ
αρακτήρω

ν στον κώ
δικα (συνήθ

ω
ς 12

8
 ή 2

5
6
)

�
c
j : ο κω

δικός (A
S
C
II) κάθ

ε χ
αρακτήρα

Η
 συµβ

ολοσειρά εκφ
ράζεται ω

ς ακέραιος στο αριθ
µητικό σύστηµα µε β

άση το 
12

8
 (αφ

ού ο π
ληθ

ικός
αριθ

µός του συνόλου χ
αρακτήρω

ν A
S
C
II

είναι το 12
8
).

10

p
i

i
c

r
−=

∑
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4

Σ
υνα

ρτήσ
εις

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µού
Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός
β
ά
σ
ει της π

ρά
ξης της ∆

ια
ίρεσ

ης
Σ
υνάρτηση κατακερµατισµού: h

(K
) = K

 m
od

 m
, 

Ό
π
ου m

είναι το µέγεθ
ος του π

ίνακα κατακερµατισµού και K
ένα κλειδί 

στο U
.

Σ
κοπ

ός: Α
π
οφ

υγή συστηµατικώ
ν συγκρούσεω

ν σε π
εριπ

τώ
σεις π

ου τα 
κλειδιά επ

ιλέγονται µε ένα συστηµατικά µη τυχ
αίο τρόπ

ο.

Π
α
ρα

δείγµα
τα

1.
Α
ν το m

είναι r
ή r

2, το απ
οτέλεσµα της διαίρεσης είναι ο κω

δικός 
του ενός ή τω

ν δύο τελευταίω
ν χ

αρακτήρω
ν.

Ό
µω

ς, απ
ό τα γράµµατα του αλφ

άβ
ητου είναι π

ολύ λίγα αυτά π
ου 

συνήθ
ω
ς συναντούνται ω

ς τελευταίοι χ
αρακτήρες λέξεω

ν.

2
.
Α
ν το m

είναι άρτιος, η τιµή h
(K

) θ
α είναι άρτια ή π

εριττή ανάλογα µε 
το αν ο τελευταίος χ

αρακτήρας στο αλφ
αριθ

µητικό έχ
ει π

εριττό ή 
άρτιο κω

δικό.



Η
Υ
2
4
0
 -

Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

3
5

Σ
υνα

ρτήσ
εις

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µού

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός
β
ά
σ
ει της π

ρά
ξης της ∆

ια
ίρεσ

ης

Τ
ο
m
 επ

ιλέγεται να
είναι

π
ρώ

τος
αριθ

µός. 

Ε
π
ίσης, είναι

καλύτερο
το

m
 να

µην
διαιρεί

τους
r
k+a, r

k-1 για
µικρές

σταθ
ερές

k και
a.

Π
α
ρά

δειγµα

Έ
στω

m
 = r-1 και

έστω
ότι

ο r-1 είναι
π
ρώ

τος. Τ
ότε:

Μ
π
ορεί

να
απ

οδειχ
θ
εί

επ
αγω

γικά
π
ω
ς,  για

κάθ
ε
i, 

r
im

od
 (r-1) = (1 + (r-1) 

) m
od

 (r-1) = 1.

Ά
ρα, αν

m
 = r-1, όλες

οι
µεταθ

έσεις
του

ίδιου
συνόλου

χ
αρακτήρω

ν
(π

.χ
., 

A
B
C
, B

C
A
, C

B
A
, κλπ

.) έχ
ουν

την
ίδια

τιµή
κατακερµατισµού.

1
1

1

0
0

0

(
1)

(
(

1))
(

1)
(

)
(

1)
p

p
p

i
i

i
i

i
i

i
i

c
r

m
od

r
c

r
m

od
r

m
od

r
c

m
od

r
−

−
−

=
=

=

−
=

−
−

=
−

∑
∑

∑
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i
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j
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∑
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Σ
υνα

ρτήσ
εις

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µού
Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός
β
ά
σ
ει της π

ρά
ξης του Π

ολλα
π
λα

σ
ια

σ
µού

1.
Π
ολλαπ

λασιάζουµε το κλειδί K
µε µια σταθ

ερά Α
 στο διάστηµα 0

 < Α
 < 1 και 

κρατάµε το δεκαδικό µέρος του γινοµένου K
Α
. 

2
.
Π
ολλαπ

λασιάζουµε αυτή την π
οσότητα µε m

και π
αίρνουµε το κάτω

 ακέραιο 
µέρος του απ

οτελέσµατος.

Σ
υνά

ρτησ
η Κ

ατα
κερµα

τσ
µού

h
(K

) = m
(K

A
-
K

A
)

�
Η

π
οσότητα

K
A
 -
K

A

είναι

το
δεκαδικό

µέρος
της

π
οσότητας

Κ
Α
.

�
Η

µέθ
οδος

µπ
ορεί

να
εφ

αρµοστεί
µε

οπ
οιαδήπ

οτε
τιµή

της
σταθ

εράς
Α
. Η

β
έλτιστη

επ
ιλογή

εξαρτάται
απ

ό
τα

χ
αρακτηριστικά

τω
ν

δεδοµένω
ν
π
ου

θ
α
απ

οθ
ηκευθ

ούν
στον

π
ίνακα

κατακερµατισµού.
�

Η
τιµή

Α
= (     -1)/2

 = 0
,6
18

0
3
3
9
8
8
7
…

θ
εω

ρείται
ότι

δίνει
καλά

απ
οτελέσµατα.

Π
λεονέκτηµα

 της µεθ
όδου

1.
Η
 τιµή του m

δεν έχ
ει καθ

οριστική σηµασία. Τ
ο m

µπ
ορεί να είναι οπ

οιαδήπ
οτε 

δύναµη του 2
.

5
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Σ
υνα

ρτήσ
εις

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µού

Τ
έλειος

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µός Σ
τα

τικώ
ν ∆

εδοµένω
ν

�
Α
ν γνω

ρίζαµε εξ αρχ
ής τα κλειδιά π

ου θ
έλουµε να απ

οθ
ηκευτούν, 

ίσω
ς να µπ

ορούσαµε να σχ
εδιάσουµε µια συνάρτηση κατακερµατισµού 

π
ου να απ

οφ
εύγει εντελώ

ς τις συγκρούσεις. 

�
Έ
χ
ουν αναπ

τυχ
θ
εί διάφ

ορες τεχ
νικές για την εύρεση τέλειω

ν 
συναρτήσεω

ν κατακερµατισµού για δεδοµένα σύνολα κλειδιώ
ν.

�
Η
 µέθ

οδος έχ
ει π

εριορισµένη εφ
αρµογή, αφ

ού συνήθ
ω
ς το σύνολο 

τω
ν κλειδιώ

ν δεν είναι γνω
στό και τα δεδοµένα αλλάζουν δυναµικά.

Η
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4
0
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Π
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τα Φ
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3
8

Κ
α
θ
ολικές

Κ
λά

σ
εις Σ

υνα
ρτήσ

εω
ν  

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µού
Π

ρόβ
ληµα

Έ
νας κακόβ

ουλος αντίπ
αλος (ad

versary) π
ου γνω

ρίζει τη συνάρτηση 
κατακερµατισµού π

ου χ
ρησιµοπ

οιεί ένας αλγόριθ
µος µπ

ορεί να επ
ιλέξει τα 

π
ρος απ

οθ
ήκευση κλειδιά έτσι ώ

στε να έχ
ουν όλα την ίδια τιµή 

κατακερµατισµού. 

�
Σ
ε αυτή την π

ερίπ
τω

ση η χ
ρονική π

ολυπ
λοκότητα της LookU

p() είναι 
γραµµική στο

n.

Ε
π
ίλυσ

η Π
ροβ

λήµα
τος

Ε
π
ιλέγουµε τη συνάρτηση κατακερµατισµού µε  τυχ

αίο τρόπ
ο, ανεξάρτητο απ

ό 
τα κλειδιά π

ου π
ρόκειται να απ

οθ
ηκευθ

ούν τελικά στη δοµή κατακερµατισµού, 
απ

ό µια π
ροσεχ

τικά σχ
εδιασµένη κλάση συναρτήσεω

ν κατά την εκκίνηση της 
εκτέλεσης. Η

 π
ροσέγγιση αυτή ονοµάζεται κα

θ
ολικός κα

τα
κερµα

τισ
µός. 

Λ
όγω

 της τυχ
αιότητας, ο αλγόριθ

µος µπ
ορεί να συµπ

εριφ
έρεται διαφ

ορετικά 
σε κάθ

ε εκτέλεση, ακόµη και για την ίδια είσοδο.

Μ
ε τον τρόπ

ο αυτό εξασφ
αλίζεται καλή αναµενόµενη επ

ίδοση για 
οπ

οιαδήπ
οτε είσοδο.
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Κ
α
θ
ολικές

Κ
λά

σ
εις Σ

υνα
ρτήσ

εω
ν  

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µού
Ο

ρισ
µός

Έ
στω

 H
µια π

επ
ερασµένη συλλογή συναρτήσεω

ν κατακερµατισµού οι 
οπ

οίες απ
εικονίζουν ένα δεδοµένο χ

ώ
ρο κλειδιώ

ν U
 στο διάστηµα 

{0
,1,…

,m
-1}.

Μ
ια τέτοια συλλογή λέγεται κα

θ
ολική

εάν για κάθ
ε ζεύγος 

διαφ
ορετικώ

ν κλειδιώ
ν k,l

∈
U
, το

π
λήθ

ος
τω

ν
συναρτήσεω

ν
κατακερµατισµού

h
 ∈

H
για

τις
οπ

οίες
h
(k) = h

(l) είναι
µικρότερο

ή
ίσο

του
|H

|/m
.

Π
α
ρα

τήρησ
η

Μ
ε
µια

συνάρτηση
κατακερµατισµού

π
ου

επ
ιλέγεται

τυχ
αία

απ
ό
µια

καθ
ολική

κλάση
συναρτήσεω

ν
Η
, η

π
ιθ
ανότητα

να
συµβ

εί
µια

σύγκρουση
µεταξύ

δύο
διαφ

ορετικώ
ν
κλειδιώ

ν
k
και

l
είναι

µικρότερη
ή
ίση

της
π
ιθ
ανότητας

1/m
να

συνέβ
αινε

µια
σύµπ

τω
ση

αν
τα

h
(k)

και
h
(l)

επ
ιλέγονταν

τυχ
αία

και
ανεξάρτητα

µεταξύ
τους

απ
ό
το

σύνολο
{0

,…
,m

-1}.
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Κ
α
θ
ολικές

Κ
λά

σ
εις Σ

υνα
ρτήσ

εω
ν  

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µού
Θ

εώ
ρηµα

Έ
στω

 ότι επ
ιλέγουµε µια συνάρτηση κατακερµατισµού h

απ
ό µια καθ

ολική 
κλάση συναρτήσεω

ν  Η
 και έστω

 ότι χ
ρησιµοπ

οιούµε την h
για να 

απ
οθ

ηκεύσουµε n
κλειδιά σε έναν π

ίνακα κατακερµατισµού A
 τω

ν m
θ
έσεω

ν επ
ιλύοντας τις συγκρούσεις µε τη µέθ

οδο τω
ν ξεχ

ω
ριστώ

ν 
αλυσίδω

ν. 
1.

Α
ν ένα κλειδί K

δεν β
ρίσκεται στον π

ίνακα, τότε το αναµενόµενο µήκος 
E
[n

h
(Κ

) ] της αλυσίδας στην οπ
οία απ

οθ
ηκεύεται το Κ

 είναι µικρότερο ή 
ίσο του α. 

2
.
Α
ν το κλειδί K

β
ρίσκεται στον π

ίνακα κατακερµατισµού, τότε το 
αναµενόµενο µήκος Ε

[n
h
(Κ

) ]
της αλυσίδας π

ου π
εριέχ

ει το K
είναι 

µικρότερο ή ίσο του 1+α.

Π
α
ρα

τήρησ
η

Ο
ι αναµενόµενες τιµές αναφ

έρονται στις διάφ
ορες συναρτήσεις 

κατακερµατισµού. ∆
εν έχ

ει γίνει κάπ
οια π

αραδοχ
ή όσον αφ

ορά την 
κατανοµή τω

ν κλειδιώ
ν.
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Κ
α
θ
ολικές

Κ
λά

σ
εις Σ

υνα
ρτήσ

εω
ν  Κ

α
τα

κερµα
τισ

µού
Α

π
όδειξη

Θ
εω

ρήµα
τος

Γ
ια κάθ

ε ζεύγος διαφ
ορετικώ

ν κλειδιώ
ν k

και l, ορίζουµε την (δείκτρια) τυχ
αία 

µεταβ
λητή

∆
εδοµένου ότι η π

ιθ
ανότητα σύγκρουσης δύο οπ

οιονδήπ
οτε κλειδιώ

ν είναι εξ 
ορισµού µικρότερη ή ίση του 1/m

, έχ
ουµε Pr{h

(k) = h
(l)} ≤

1/m
. 

Ά
ρα, Ε

[Χ
kl ] = 1 * Pr{h

(k)=h
(l)} + 0

 * (1-Pr{h
(k)=h

(l)}) ≤
1/m

. 
Γ
ια

κάθ
ε
κλειδί

k,
ορίζουµε

την
τυχ

αία
µεταβ

λητή
Y
k
η
οπ

οία
ισούται

µε
το

π
λήθ

ος
τω

ν
διαφ

ορετικώ
ν
κλειδιώ

ν
απ

ό
το

k
π
ου

απ
οθ

ηκεύονται
στην

ίδια
θ
έση

του
π
ίνακα

κατακερµατισµού
µε

το
k.Ισχ

ύει
ότι

Ε
π
οµένω

ς:

1
if h(k) =

 h(l)

otherw
ise

0
kl

X


=


l
A

k
kl

l
k

Y
X

∈≠

=∑

[
]

[
1

]
[

]
l

A
l

A
l

A
k

kl
kl

l
k

l
k

l
k

X
E

Y
E

E
X

m
∈

∈
∈

≠
≠

≠

=
≤

=
∑

∑
∑

Α
ν
k ∉

A
, n

h
(k) = Y

k
και

|{l ∈
A
 και

l ≠
k}|

= n. Ε
π
οµένω

ς, Ε
[n

h
(k) ]

= E
[Y

k ] ≤
n /m

 = a.

Α
ν
k ∈

A
, επ

ειδή
το

k
ανήκει

στην
αλυσίδα

Α
[h
(k)] και

το
π
λήθ

ος
Υ
κ
δεν

π
εριλαµβ

άνει
το

k,
έχ

ουµε
n
h
(k) = Y

k +1 και
|{l ∈

A
 και

l ≠
k}|

= n-1. Ε
π
οµένω

ς, 
Ε
[n

h
(k) ]

= E
[Y

k ] +1 ≤
(n-1) /m

 +1 = 1 + a –
1/m

 < 1+a.
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Κ
α
θ
ολικές

Κ
λά

σ
εις Σ

υνα
ρτήσ

εω
ν  

Κ
α
τα

κερµα
τισ

µού
Π

όρισ
µα

Η
 µέθ

οδος του καθ
ολικού κατακερµατισµού σε συνδυασµό µε τη µέθ

οδο επ
ίλυσης 

συγκρούσεω
ν τω

ν ξεχ
ω
ριστώ

ν αλυσίδω
ν σε π

ίνακα µε m
θ
έσεις εξασφ

αλίζει ότι ο 
αναµενόµενος χ

ρόνος διεκπ
εραίω

σης οπ
οιασδήπ

οτε ακολουθ
ίας  n

λειτουργιώ
ν 

Insert(), LookU
p()

και D
elete()

οι οπ
οίες π

εριλαµβ
άνουν Ο

(m
) λειτουργίες 

Insert() είναι Θ
(n).

Α
π
όδειξη

�
Α
φ
ού το π

λήθ
ος τω

ν λειτουργιώ
ν εισαγω

γής είναι Ο
(m

) ισχ
ύει ότι 

n = O
(m

)
και επ

οµένω
ς a = O

(1). 
�

Β
άσει του Θ

εω
ρήµατος, ο αναµενόµενος χ

ρόνος για κάθ
ε αναζήτηση

είναι Ο
(1) 

(αφ
ού α=Ο

(1)). 
�

Ε
π
οµένω

ς, ο αναµενόµενος χ
ρόνος για την εκτέλεση όλω

ν τω
ν λειτουργιώ

ν 
είναι Ο

(n). 
�

Τ
ο κάτω

 φ
ράγµα Ω

(n) π
ροκύπ

τει απ
ό το ότι κάθ

ε λειτουργία απ
αιτεί χ

ρόνο 
Ω
(1).
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∆
ηµιουργία

µια
ς Κ

α
θ
ολικής Κ

λά
σ
ης 

Σ
υνα

ρτήσ
εω

ν Κ
α
τα

κερµα
τισ

µού
Ε
π
ιλέγουµε

έναν π
ρώ

το αριθ
µό p

αρκετά µεγάλο ώ
στε όλα τα δυνατά κλειδιά K

να 
β
ρίσκονται στο διάστηµα {0

,.., p-1}.

Θ
εώ

ρηµα

Γ
ια

κάθ
ε
αριθ

µό
a ∈

{1,…
,p-1} και

b
 ∈

{0
,…
,p-1} έστω

h
a,b (x

) = ((ax
+b

) m
od

 N
) m

od
 m

.

Τ
ότε, το σύνολο συναρτήσεω

ν H
 = {h

a,b : 1 ≤
a < p και

0
 ≤

b
 < p}

είναι
µια καθ

ολική
κλάση

συναρτήσεω
ν
κατακερµατισµού.

Α
π
όδειξη

Χ
ρησιµοπ

οιεί απ
λά επ

ιχ
ειρήµατα απ

ό τη θ
εω

ρία αριθ
µώ

ν.

Π
α
ρα

τηρήσ
εις

�
Τ
ο

µέγεθ
ος

m
 
του

π
ίνακα

µπ
ορεί

να
είναι

οπ
οιοσδήπ

οτε
ακέραιος

και
όχ

ι
απ

αραίτητα
π
ρώ

τος, ούτε
καν

π
εριττός.Π

.χ
., το m

 µπ
ορεί

να
είναι

µια
δύναµη

του
2
.

�
Η
 µέθ

οδος
µπ

ορεί
να

χ
ρησιµοπ

οιηθ
εί

σε
συνδυασµό

µε
τη

µέθ
οδο

του
επ

εκτάσιµου
κατακερµατισµού.

Η
Υ
2
4
0
 -

Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

4
4

Ε
νότητα

8
Ο

υρές Π
ροτερα

ιότητα
ς
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Ο
υρές

Π
ροτερα

ιότητα
ς

Θ
εω

ρούµε
ένα χ

ώ
ρο κλειδιώ

ν U
και έστω

 ότι µε κάθ
ε κλειδί Κ

(τύπ
ου K

ey) 
έχ

ει συσχ
ετισθ

εί κάπ
οια π

ληροφ
ορία Ι (τύπ

ου T
ype). Έ

στω
 επ

ίσης ότι έχ
ει 

ορισθ
εί µια διάταξη στα στοιχ

εία του U
έτσι ώ

στε για κάθ
ε ζεύγος στοιχ

είω
ν 

x
,y
∈

U
, ισχ

ύει είτε x
 = y ή x

 < y ή x
 > y.

Τ
α στοιχ

εία π
ου είναι επ

ιθ
υµητό να απ

οθ
ηκευθ

ούν στη δοµή είναι ζεύγη της 
µορφ

ής <Κ
,Ι>. 

Μ
ια ουρά

 π
ροτερα

ιότητα
ς
είναι ένας αφ

ηρηµένος τύπ
ος δεδοµένω

ν για 
ένα σύνολο µε στοιχ

εία ζεύγη <Κ
,Ι>, π

ου υπ
οστηρίζει τις ακόλουθ

ες 
λειτουργίες:
�

M
akeE

m
ptyS

et():
επ

ιστρέφ
ει το κενό σύνολο ∅

.
�

IsE
m
ptyS

et(S
):
Ε
π
ιστρέφ

ει true
αν S

= ∅
, false

διαφ
ορετικά

�
Insert(K

,I,S
):
Ε
ισάγει το ζεύγος <Κ

,Ι> στο S
.

�
F
indM

in(S
):
επ

ιστρέφ
ει το info

π
εδίο I του ζεύγους <Κ

,Ι>, όπ
ου Κ

 
είναι το µικρότερο κλειδί στο σύνολο.
�

D
eleteM

in(S
):
∆
ιαγράφ

ει το ζεύγος <Κ
,Ι>, όπ

ου Κ
 είναι το 

µικρότερο κλειδί στο σύνολο, και επ
ιστρέφ

ει Ι. 
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Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

4
6

Ο
υρές

Π
ροτερα

ιότητα
ς

Υ
λοπ

οίησ
η

µε Ισ
οζυγισ

µένα
 ∆

ένδρα
Μ
π
ορούµε να υλοπ

οιήσουµε µια ουρά π
ροτεραιότητας µε ισοζυγισµένα

δένδρα;
A
V
L
δένδρα, 2

-3
 δένδρα, R

ed
-b

lack
δένδρα, B

-δένδρα: όλα π
αρέχ

ουν 
υλοπ

οιήσεις ουρώ
ν π

ροτεραιοτήτω
ν. 

∆
εδοµένου ενός ισοζυγισµένου δένδρου, π

ω
ς θ

α µπ
ορούσαµε να 

υλοπ
οιήσουµε µια ουρά π

ροτεραιότητας;

Π
οια είναι η χ

ρονική π
ολυπ

λοκότητα για τις λειτουργίες Insert(), 
F
ind

M
in() και D

eleteM
in();

Υ
π
άρχ

ουν άλλες λειτουργίες π
ου να υπ

οστηρίζονται απ
οδοτικά;

(1) LookU
p;

(2
) D

elete;
(3

) F
ind

M
ax

–
D
eleteM

ax
;

Α
σκήσεις για το σπ

ίτι!

Μ
ια ουρά π

ροτεραιότητας π
ου υπ

οστηρίζει και τις λειτουργίες 
F
ind

M
ax

() και D
eleteM

ax
() ονοµάζεται διπ

λή ουρά
 π

ροτερα
ιότητα

ς
(ή 

ουρά
 π

ροτερα
ιότητα

ς µε δύο ά
κρα).
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Ο
υρές

Π
ροτερα

ιότητα
ς

Έ
να

µερικώ
ς δια

τετα
γµένο δένδρο

είναι ένα δυαδικό δένδρο του 
οπ

οίου τα στοιχ
εία έχ

ουν την 
εξής ιδιότητα: 
Τ
ο κλειδί κάθ

ε κόµβ
ου είναι 

µικρότερο ή ίσο εκείνου τω
ν 

π
αιδιώ

ν του κόµβ
ου.

Θ
εω

ρούµε
ότι η π

ροτεραιότητα ενός κόµβ
ου καθ

ορίζεται απ
ό το κλειδί 

του  ω
ς εξής µικρό κλειδί -> µεγάλη π

ροτεραιότητα και το αντίστροφ
ο.

Έ
τσι, η διάταξη τω

ν κόµβ
ω
ν του σχ

ήµατος απ
ό µεγαλύτερες π

ρος 
µικρότερες π

ροτεραιότητες είναι 5
, 8

, 9
, 10

, 12
, 13

, 16
, 18

, 2
0
, 2

2
, 4

4
, 5

6
.

Π
οιος είναι ο κόµβ

ος µε τη µεγαλύτερη π
ροτεραιότητα σε ένα µερικώ

ς 
διατεταγµένο δένδρο;

Σ
ε κάθ

ε µονοπ
άτι απ

ό τη ρίζα π
ρος οπ

οιοδήπ
οτε κόµβ

ο, οι κόµβ
οι π

ου 
διατρέχ

ουµε είναι φ
θ
ίνουσας π

ροτεραιότητας.

Π
ω
ς υλοπ

οιούµε την F
ind

M
in() σε µερικώ

ς διατεταγµένο δένδρο;
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4
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Ο
υρές

Π
ροτερα

ιότητα
ς

Π
ροκειµένου

οι λειτουργίες αυτές να 
υλοπ

οιηθ
ούν απ

οδοτικά, θ
α ήταν 

επ
ιθ
υµητό το ύψ

ος του δένδρου να 
είναι O

(log n).

D
e
le

te
M

in()
∆
εν διαγράφ

ουµε τη ρίζα, αλλά το 
δεξιότερο φ

ύλλο του τελευταίου 
επ

ιπ
έδου του δένδρου, αφ

ού π
ρώ

τα 
αντιγράψ

ουµε τα δεδοµένα του στη ρίζα.

Π
ρόβ

ληµα
 π

ου µπ
ορεί να

 π
ροκύψ

ει
Τ
ο π

ροκύπ
τον δένδρο µπ

ορεί να µην 
είναι µερικώ

ς διατεταγµένο δένδρο.

Π
α
ρα

τήρησ
η

Η
 µερική διάταξη καταστρέφ

εται µόνο 
στη ρίζα. 
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D
e
le

te
M

in() -
Ε
π
α
νόρθ

ω
σ
η διά

τα
ξης

1.
Έ
στω

 u
η ρίζα του δένδρου και w

 o 
θ
υγατρικός κόµβ

ος του u
µε τη µεγαλύτερη 

π
ροτεραιότητα.

2
.
Α
ν (w

 == nill
O
R
 κλειδί του u > κλειδί του w

) 
ο αλγόριθ

µος τερµατίζει;
3
.
Α
νταλλάσσουµε τα δεδοµένα του u

µε τα 
δεδοµένα του w

;
4
.
Θ
έτω

 (u = w
) και (w

 = θ
υγατρικός 

κόµβ
ος του u

µε τη µεγαλύτερη 
π
ροτεραιότητα);

5
.
Ε
π
ιστρέφ

ουµε στο β
ήµα 2

;

Π
οια

είναι  π
ολυπ

λοκότητα της D
eleteM

in();
O
(ύψ

ος δένδρου)

Μ
ερικώ

ς
∆

ια
τετα

γµένα
 ∆

ένδρα
∆

ια
γρα

φ
ή

Η
Υ
2
4
0
 -

Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

5
0

Μ
ερικώ

ς
∆

ια
τετα

γµένα
 

∆
ένδρα

Inse
rt()

�
Ε
ισάγουµε το νέο στοιχ

είο ω
ς 

δεξιότερο φ
ύλλο του δένδρου. 

�
Η
 ιδιότητα της µερικής διάταξης 

ίσω
ς καταστρέφ

εται άλλα µόνο για 
τον π

ατέρα του φ
ύλλου αυτού.

Inse
rt() -

Ε
π
α
νόρθ

ω
σ
η διά

τα
ξης

1.
Έ
στω

 u
η ρίζα του δένδρου και w

 o θ
υγατρικός κόµβ

ος του u
µε τη µεγαλύτερη 

π
ροτεραιότητα.

2
.

Α
ν (w

 == nillO
R
 κλειδί του u > κλειδί του w

) ο αλγόριθ
µος τερµατίζει;

3
.

Α
νταλλάσσουµε τα δεδοµένα του u

µε τα δεδοµένα του w
;

4
.

Θ
έτω

 (u = w
) και (w

 = θ
υγατρικός κόµβ

ος του u
µε τη µεγαλύτερη 

π
ροτεραιότητα);

5
.

Ε
π
ιστρέφ

ουµε στο β
ήµα 2

;
Π
οια

είναι η χ
ρονική π

ολυπ
λοκότητα της Insert();

Ο
(ύψ

ος
δένδρου)
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Υ
λοπ

οιούµε το µερικώ
ς διατεταγµένο δένδρο 

χ
ρησιµοπ

οιώ
ντας π

λήρη δυαδικά δένδρα.

Τ
ο δεξιότερο φ

ύλλο µε µέγιστο β
άθ

ος στο 
δένδρο είναι το τελευταίο στοιχ

είο του π
ίνακα. 

Η
 θ
έση του π

ίνακα π
ου π

εριέχ
ει αυτό τον κόµβ

ο 
µπ

ορεί να καθ
οριστεί αν γνω

ρίζουµε το π
λήθ

ος τω
ν 

στοιχ
είω

ν και τη διεύθ
υνση του π

ρώ
του στοιχ

είου 
του π

ίνακα. 
Η
 διαγραφ

ή του φ
ύλλου αυτού δεν επ

ηρεάζει την 
µερική διάταξη του δένδρου, ενώ

 
το δένδρο εξακολουθ

εί να είναι π
λήρες.

Έ
να µερικώ

ς διατεταγµένο δένδρο υλοπ
οιηµένο µε 

στατικό τρόπ
ο (δηλαδή µε π

ίνακα), ονοµάζεται 
σ
ω

ρός.

Μ
ερικώ

ς
∆

ια
τετα

γµένα
 ∆

ένδρα
Υ
λοπ

οίησ
η ω

ς Π
λήρη ∆

υα
δικά

 ∆
ένδρα

Τ
ο
ύψ

ος οπ
οιουδήπ

οτε π
λήρους δυαδικού δένδρου είναι O

(logn) ⇒
Π
ολυπ

λοκότητα 
H
eapInsert() και H

eapD
eleteM

in() = O
(logn). Ο

 σω
ρός είναι µια εξαιρετικά 

απ
οδοτική δοµή για την υλοπ

οίηση ουρώ
ν π

ροτεραιότητας.

4
4

2
2

2
0

18
5
6

10
12

16
9

8
5

11
10

9
8

7
6

5
4

3
2

1
0
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5
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0

2
1

3
4

5
6

7
8

9
10

11

Υ
λοπ

οίησ
η

Π
λήρω

ν ∆
υα

δικώ
ν ∆

ένδρω
ν

Υ
π
άρχ

ει
µόνο ένα π

λήρες δυαδικό δένδρο µε n
κόµβ

ους και το υλοπ
οιούµε µε ένα π

ίνακα N
 

στοιχ
είω

ν.
Α
ριθ

µούµε τους κόµβ
ους µε αριθ

µούς στο διάστηµα 
{0

,...,n-1} και απ
οθ

ηκεύουµε τον κόµβ
ο i

στο 
στοιχ

είο Τ
[i] του π

ίνακα.
Θ
έλουµε να κάνουµε την αρίθ

µηση µε τέτοιο τρόπ
ο 

ώ
στε να π

ετύχ
ουµε την εκτέλεση χ

ρήσιµω
ν 

λειτουργιώ
ν στο δένδρο σε σταθ

ερό χ
ρόνο.

Α
ρίθ

µησ
η

Η
 ρίζα είναι ο κόµβ

ος 0
.

Τ
ο αριστερό π

αιδί του κόµβ
ου i

αριθ
µείται ω

ς κόµβ
ος 2

i+1, ενώ
 το δεξί π

αιδί του 
ω
ς κόµβ

ος 2
i+2

.
Υ
λοπ

οίησ
η Λ

ειτουργιώ
ν

�
IsLeaf(i): return (2

i+1>n);
�

LeftC
h
ild

(i): if (2
i+1 < n); return (2

i+1) else return nill;
�

R
igh

tC
h
ild

(i): if (2
i+2

<n) return(2
i+2

); else return nill;
�

LeftS
ib
ling(i): if (i != 0

 and
 i not od

d
) return (i-1); 

�
R
igh

tS
ib
ling(i): if (i != n-1 and

 i not even) return(i+1);
�

Parent(i): if (i != 0
) return((i-1)/2

);

s
Y

M
O

B
X

K
D

G
E

C
Α

11
10

9
8

7
6

5
4

3
2

1
0

A

M

X
K

E

G
D

C

B
O

Y
S

i
2
i+1

Χ
ρονική

π
ολυπ

λοκότητα
 κά

θ
ε 

λειτουργία
ς:

Θ
(1) 
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�
Τ
α στοιχ

εία του σω
ρού είναι structs

µε δύο π
εδία, ένα κλειδί Κ

τύπ
ου K

ey
και 

τα δεδοµένα d
ata

τύπ
ου T

ype
π
ου έχ

ουν συσχ
ετισθ

εί µε το κλειδί.
�

Ο
 σω

ρός υλοπ
οιείται απ

ό έναν π
ίνακα A

 (τύπ
ου H

eapT
ab

le) και έναν ακέραιο
size

π
ου υπ

οδηλώ
νει το π

λήθ
ος τω

ν στοιχ
είω

ν του σω
ρού.

proce
d
ure

H
e
a
pInse

rt(K
e
y
K
, T

y
pe

I, H
e
a
pT

a
b
le

A
, int

size) {
/* Ε

ισαγω
γή του ζεύγους

<K
,I> στο σω

ρό <A
,size> */

if (size == N
) th

en error;   /* H
eap is full */

m
 = size;   //

o m
 είναι ακέραιος π

ου χ
ρησιµοπ

οιείται ω
ς δείκτης στους κόµβ

ους ενός

// µονοπ
ατιού του δένδρου . Α

ρχ
ικά, δείχ

νει στη θ
έση π

ου θ
α εισαχ

θ
εί το νέο στοιχ

είο

w
h
ile (m

 > 0
 and

 K
 < Α

[(m
-1)/2

]->K
ey) {    // όσο δεν έχ

ω
 φ
θ
άσει στη ρίζα και 

// o π
ατρικός κόµβ

ος του m
έχ

ει µικρότερο κλειδί απ
ό το K

Α
[m

]->key  = Α
[(m

-1)/2
]->K

ey;    // το κλειδί και τα δεδοµένα του π
ατρικού κόµβ

ου 

Α
[m

]->d
ata = Α

[(m
-1)/2

]->d
ata;

// του m
αντιγράφ

ονται στον m

m
 = (m

-1)/2
;

// η διαδικασία επ
αναλαµβ

άνεται µε m
 = π

ατρικός κόµβ
ος του m

}Α
[m

]->K
ey = K

;
Α
[m

]->d
ata = I;

size++;
}

Σ
ω

ροί
–

Ψ
ευδοκώ

δικα
ς

για
 H

e
a
pInse

rt()1
0

4
4

2
2

2
0

18
5
6

10
12

16
9

8
5

11
10

9
8

7
6

5
4

3
2

1
0

Π
α
ρά

δειγµα: Ε
ισαγω

γή 1

9
5

1
m
 = 11, 5

, 2
, 0
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T
ype H

e
a
pD

e
le

te
M

in(H
eapT

ab
le

A
, int

size) {
//

διαγραφ
ή του στοιχ

είου µε τη µεγαλύτερη π
ροτεραιότητα και επ

ιστροφ
ή της τιµής του

if (size == 0
) th

en error;
//

Κ
ενός σω

ρός
I = A

[0
]->d

ata;
// Σ

τοιχ
είο π

ου θ
α επ

ιστραφ
εί

K
 = A

[size-1]->K
ey;

//
τιµή κλειδιού π

ου θ
α µετακινηθ

εί π
ρος τη ρίζα

size--; 
// νέο µέγεθ

ος σω
ρού

if (size == 1) th
en return;

// ο σω
ρός π

εριέχ
ει µόνο τη ρίζα µετά τη διαγραφ

ή
m
 = 0

;             /* ο m
είναι ακέραιος π

ου δεικτοδοτεί τους κόµβ
ους ενός

µονοπ
ατιού π

ρος τη ρίζα 
w
h
ile ((2

m
+1 < n A

N
D
 K
 > A

[2
m
+1]->K

ey) O
R
  // αν υπ

άρχ
ει αριστερό π

αιδί και έχ
ει µικρότερο κλειδί

(2
m
+2

 < n  A
N
D
 K
 > A

[2
m
+2

]->K
ey)) {

// ή αν υπ
άρχ

ει δεξιό π
αιδί και έχ

ει µικρότερο κλειδί

if (2
m
 +2

 < n) {
// o m

έχ
ει δύο θ

υγατρικούς κόµβ
ους

if (A
[2

m
+1]->K

ey < A
[2

m
+2

]->K
ey) 

p = 2
m
+1;

// ο p
δείχ

νει στο θ
υγατρικό του m

µε τη µεγαλύτερη π
ροτεραιότητα

else p = 2
m
+2

;
}else p = n-1;
A
[m

]->K
ey = A

[p]->K
ey;

A
[m

]->d
ata = A

[p]->d
ata;

m
 = p;

}A
[m

]->K
ey = A

[n-1]->K
ey;

A
[m

]->d
ata = A

[n-1]->d
ata;

return I;
} Σ
ω

ροί
–

Ψ
ευδοκώ

δικα
ς

για
 H

e
a
pD

e
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te
M
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