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Σ
ύνολα

(S
e
ts)

�
Τ
α µέλη ενός συνόλου π

ροέρχ
ονται απ

ό κάπ
οιο χ

ώ
ρο U

αντικειµένω
ν/στοιχ

είω
ν (π

.χ
., σύνολα αριθ

µώ
ν, λέξεω

ν, ζευγώ
ν 

απ
οτελούµενα απ

ό έναν αριθ
µό και µια λέξη, κ.ο.κ.). 

�
Α
ν S

είναι ένα σύνολο και x
είναι ένα αντικείµενο του χ

ώ
ρου απ

ό όπ
ου 

το S
π
ροέρχ

εται, είτε x
 ∈

S
ή x

 ∉
S
.

�
Έ
να σύνολο δεν µπ

ορεί να π
εριέχ

ει το ίδιο στοιχ
είο 2

 ή π
ερισσότερες 

φ
ορές. 

�
Σ
ύνολα π

ου π
εριέχ

ουν π
ολλαπ

λά στιγµιότυπ
α του ίδιου στοιχ

είου 
λέγονται π

ολυ-σύνολα (m
ulti-sets).

Χ
ρησ

ιµότητα
Π
ολλές εφ

αρµογές χ
ρησιµοπ

οιούν σύνολα και απ
αιτούν να είναι δυνατή η 

απ
άντηση ερω

τήσεω
ν του στυλ «

Ε
ίναι το στοιχ

είο x
 ∈

S
»
;

Π
α
ρα

δείγµα
τα

�
Υ
π
άρχ

ει αυτός ο εργαζόµενος στη β
άση δεδοµένω

ν τω
ν εργαζοµένω

ν;
�

Υ
π
άρχ

ει αυτό το τηλέφ
ω
νο στον ηλεκτρονικό τηλεφ

ω
νικό κατάλογο;

�
Υ
π
άρχ

ει αυτή η κράτηση στη β
άση δεδοµένω

ν µιας αεροπ
ορικής ή 

ακτοπ
λοϊκής εταιρείας;
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Λ
ειτουργίες

Σ
υνόλω

ν
�

M
a
ke

E
m
pty

S
e
t():

Ε
π
ιστρέφ

ει το κενό σύνολο ∅
.

�
IsE

m
pty

S
e
t(S

):
Ε
π
ιστρέφ

ει true
αν S

 είναι το κενό σύνολο και false
διαφ

ορετικά.
�
Inse

rt(x
,S

):
Π
ροσθ

έτει το στοιχ
είο x

στο σύνολο S
ή δεν π

ραγµατοπ
οιεί καµία 

ενέργεια αν x
 ∈

S
. 

�
D
e
le
te
(x
,S

):
∆
ιαγράφ

ει το στοιχ
είο x

απ
ό το S

. ∆
εν π

ραγµατοπ
οιεί καµία αν  

x
 ∉

S
.

�
M
e
m
b
e
r(x

,S
):

επ
ιστρέφ

ει true
αν το x

είναι µέλος του συνόλου S
και false

διαφ
ορετικά.

�
S
ize

(S
):

Ε
π
ιστρέφ

ει |S
|, δηλαδή τον αριθ

µό τω
ν στοιχ

είω
ν του S

.
�

U
nion(S

,T
):

επ
ιστρέφ

ει S
 ∪

T
, δηλαδή το σύνολο π

ου απ
οτελείται απ

ό τα 
στοιχ

εία εκείνα π
ου είναι µέλη είτε του S

ή του Τ
.

�
Inte

rse
ction(S

,T
):

επ
ιστρέφ

ει S
 ∩

T
, δηλαδή το σύνολο π

ου απ
οτελείται απ

ό 
τα στοιχ

εία εκείνα π
ου είναι µέλη και του S

και του Τ
.

�
D
iffe

re
nce

(S
,T

):
Ε
π
ιστρέφ

ει S
\
T
, δηλαδή το σύνολο τω

ν στοιχ
είω

ν π
ου 

ανήκουν στο S
αλλά δεν ανήκουν στο Τ

.
�
E
qua

l(S
,T

):
Ε
π
ιστρέφ

ει true
αν S

=T
και false

διαφ
ορετικά.

�
Ite

ra
te
(S

,F
):

Ε
φ
αρµόζει τη λειτουργία F

σε κάθ
ε στοιχ

είο του S
.

Γ
ια χ

ώ
ρους στοιχ

είω
ν στους οπ

οίους ορίζεται η ιδιότητα της γραµµικής διάταξης:
�

M
in(S

) (Μ
a
x
(S

)):
επ

ιστρέφ
ει το µικρότερο (µεγαλύτερο) στοιχ

είο του S
.
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Σ
ύνολα

–
Λ
εξικά

Θ
εω

ρούµε
ότι κάθ

ε στοιχ
είο του συνόλου είναι ένα ζεύγος <K

,I> όπ
ου 

Κ
 είναι το κλειδί π

ου χ
αρακτηρίζει µοναδικά στοιχ

είου, και Ι είναι 
π
ληροφ

ορίες (δεδοµένα, d
ata) π

ου συνοδεύουν το στοιχ
είο µε κλειδί Κ

. 

Θ
α επ

ικεντρω
θ
ούµε στην υλοπ

οίηση του αφ
ηρηµένου τύπ

ου δεδοµένω
ν 

π
ου υπ

οστηρίζει κύρια τις π
αρακάτω

 λειτουργίες σε σύνολα:
�

M
akeE

m
ptyS

et()
�

IsE
m
ptyS

et()
�

Insert(K
,I,S

) 
�

D
elete(K

,S
)

�
LookU

p(K
,S
): ∆

εδοµένου ενός κλειδιού Κ
, επ

ιστρέφ
ει τα δεδοµένα 

Ι, τέτοια ώ
στε <Κ

,Ι> ∈
S
. Α

ν δεν υπ
άρχ

ει στοιχ
είο µε κλειδί Κ

 στο S
, 

επ
ιστρέφ

ει nill.

Λ
εξικά

Ο
 αφ

ηρηµένος τύπ
ος δεδοµένω

ν π
ου υπ

οστηρίζει µόνο τις π
αραπ

άνω
 

λειτουργίες (M
akeE

m
ptyS

et, IsE
m
ptyS

et, Insert, D
elete, και LookU

p) 
λέγεται λεξικό.
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Υ
λοπ

οίησ
η
Λ
εξικώ

ν µε Λ
ίσ
τες

Α
π
οθ

ήκευση
τω

ν στοιχ
είω

ν του συνόλου σε µια (µη-ταξινοµηµένη) λίστα:
�

Σ
τατική λίστα (χ

ρήση π
ίνακα)

�
Σ
υνδεδεµένη Λ

ίστα (απ
λά ή διπ

λά συνδεδεµένη).
Τ
α στοιχ

εία β
ρίσκονται στη λίστα διατεταγµένα β

άσει της σειράς 
εισαγω

γής τους.

Υ
λοπ

οίησ
η Λ

ειτουργιώ
ν

Σ
υνδεδεµένη Λ

ίσ
τα

Χ
ρονική Π

ολυπ
λοκότητα LookU

p(): Θ
(n)

Σ
τη χ

ειρότερη π
ερίπ

τω
ση το στοιχ

είο είναι το τελευταίο στη λίστα!

Χ
ρονική Π

ολυπ
λοκότητα Insert(): Θ

(n)
Θ
α π

ρέπ
ει να π

ροηγηθ
εί αναζήτηση και αν το στοιχ

είο υπ
άρχ

ει να µην εισαχ
θ
εί 

ξανά στη λίστα.

Χ
ρονική Π

ολυπ
λοκότητα D

elete(): Θ
(n)

Α
ναζήτηση του στοιχ

είου και διαγραφ
ή του -> Η

 αναζήτηση κοστίζει Ο
(n).

Σ
τα
τική Λ

ίσ
τα

Τ
ο µέγιστο π

λήθ
ος στοιχ

είω
ν του συνόλου π

ρέπ
ει να είναι γνω

στό εξ αρχ
ής.

Π
οια είναι η χ

ρονική π
ολυπ

λοκότητα τω
ν LookU

p, Insert, D
elete;
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Υ
λοπ

οίησ
η
Λ
εξικώ

ν µε Λ
ίσ
τες -

Α
να
µενόµενο Κ

όσ
τος

Υ
π
οθ

έτουµε
π
ω
ς η π

ιθ
ανότητα p

j η LookU
p() να ψ

άχ
νει για το στοιχ

είο 
x
j είναι η ίδια για κάθ

ε j, 1
≤
j ≤

n.Έ
τσι, αν έχ

ουµε  n
στοιχ

εία, η 
π
ιθ
ανότητα είναι 1/n. 

Έ
στω

 ότι c
j είναι το κόστος π

ου π
ληρώ

νουµε για να β
ρούµε το στοιχ

είο 
x
j
⇒

c
j = j.

Τ
ο αναµενόµενο  κόστος είναι το άθ

ροισµα τω
ν (c

j *p
j ) για κάθ

ε j:
Α
να
µενόµενο Κ

όσ
τος =

1*1/n+2
*1/n+…

+n*1/n = (1+2
+…

+n)/n
= n(n+1)/(2

n) = (n+1)/2
 = Θ

(n)!!

∆
ια
φ
ορετικές Π

ιθ
α
νότητες για

 δια
φ
ορετικά

 κλειδιά
Κ
1 , ... , Κ

n : τα κλειδιά στο σύνολο σε φ
θ
ίνουσα διάταξη ω

ς π
ρος τη 

συχ
νότητα µε την οπ

οία αναζητούνται µέσω
 της LookU

p(). 
p
1
≥
p
2
≥
... ≥

p
n : π

ιθ
ανότητα µια LookU

p() να ψ
άχ

νει για το Κ
1 , Κ

2 , ... 
,Κ

n , αντίστοιχ
α.

Ο
 αναµενόµενος χ

ρόνος αναζήτησης ελαχ
ιστοπ

οιείται όταν τα στοιχ
εία 

έχ
ουν τη διάταξη Κ

1 , Κ
2 , ... , Κ

n
στη λίστα:
C
opt

= 
Γ
ια
τί α

υτό είνα
ι β

έλτισ
το;

1 n

i
i

ip
=
∑
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Α
να
µενόµενο

Κ
όσ

τος

Α
ς
υπ

οθ
έσουµε, για να καταλήξουµε σε άτοπ

ο, ότι η διάταξη τω
ν 

κλειδιώ
ν π

ου οδηγεί στο ελάχ
ιστο αναµενόµενο π

λήθ
ος συγκρίσεω

ν 
είναι K

m
1 , K

m
2 , …

, K
m

n , όπ
ου η ακολουθ

ία m
1 , …

, m
n , απ

οτελεί µετάθ
εση 

της 1, …
, n

και ότι p
m

i < p
m

j για κάπ
οιo

i < j.

Τ
ότε, ανταλλάσοντας τις θ

έσεις τω
ν K

m
i και K

m
j στην ακολουθ

ία θ
α 

µείω
νε το αναµενόµενο π

λήθ
ος συγκρίσεω

ν κατά

ip
m

i + jp
m

j –
ip

m
j –

jp
m

i = (j-i)(p
m

j -p
m

i ) > 0

Ά
ρα, η διάταξη K

m
1 , K

m
2 , …

, K
m

n δεν οδηγεί στο ελάχ
ιστο αναµενόµενο 

π
λήθ

ος συγκρίσεω
ν, το οπ

οίο αντιτίθ
εται στην υπ

όθ
εση.
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Ε
υρισ

τικά
�

Η
 π
ραγµατική κατανοµή π

ιθ
ανότητας συνήθ

ω
ς δεν είναι γνω

στή.
�

Τ
ο λεξικό µπ

ορεί να αλλάζει µέγεθ
ος κατά τη χ

ρήση του.
�

Η
 µελέτη π

ιθ
ανοτικώ

ν
µοντέλω

ν κάπ
οιες φ

ορές απ
έχ

ει αρκετά απ
ό το τι 

γίνεται στην π
ράξη!

Ε
υρισ

τικό
“M

ove
-
T
o-

F
ront” (Ε

υρισ
τικό

«
Μ
ετα

κίνησ
ης σ

την Α
ρχ

ή»
)

«
Μ
ετά απ

ό κάθ
ε επ

ιτυχ
ηµένη αναζήτηση, το στοιχ

είο π
ου β

ρέθ
ηκε 

µετακινείται στην αρχ
ή της λίστας.»

Χ
ρονική Π

ολυπ
λοκότητα

;
(α) Σ

υνδεδεµένη Λ
ίστα;     (β

) Σ
τατική Λ

ίστα;

Ε
υρισ

τικό
«
Α
λληλοµετά

θ
εσ
ης»

 (T
ra
nspose

)
«
Μ
ετά απ

ό κάθ
ε επ

ιτυχ
ηµένη αναζήτηση, το στοιχ

είο π
ου β

ρέθ
ηκε 

µετακινείται µια θ
έση π

ρος την αρχ
ή της λίστας (δηλαδή ανταλλάσσεται µε το 

π
ροηγούµενό του στη λίστα)»

.

Σ
ύγκρισ

η µεταξύ Ε
υρισ

τικώ
ν

�
Τ
ο ευριστικό

T
ranspose

απ
οδεικνύεται ότι έχ

ει καλύτερο αναµενόµενο 
κόστος απ

ό το M
oveT

oF
ront.

�
Ω
στόσο, το T

ranspose
σταθ

εροπ
οιείται σε µια σταθ

ερή “καλή” κατάσταση 
π
ιο αργά απ

ό το M
oveT

oF
ront.
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Ε
υρισ

τικό
«
Μ
ετα

κίνησ
ης σ

την Α
ρχ

ή»
-

Α
να
µενόµενο Κ

όσ
τος

Α
ς
υπ

οθ
έσουµε ότι η διαδικασία αναζήτησης κλειδιώ

ν έχ
ει 

π
ραγµατοπ

οιηθ
εί για αρκετά µεγάλο χ

ρονικό διάστηµα, ώ
στε όλα τα 

κλειδιά να έχ
ουν αναζητηθ

εί αρκετές φ
ορές και η λίστα να β

ρίσκεται σε 
κάπ

οιου είδους «
σταθ

ερή»
 κατάσταση.

p(i,j): π
ιθ
ανότητα ότι το κλειδί K

i π
ροηγείται του K

j στη λίστα

Π
οια είναι η τιµή της p(i,j)

συναρτήσει τω
ν p

i και p
j ;

Π
ροκειµένου το K

i να β
ρίσκεται π

ριν το K
j στη λίστα θ

α π
ρέπ

ει η 
τελευταία LookU

p(K
i ,S

) να έχ
ει συµβ

εί π
ιο π

ρόσφ
ατα απ

ό την τελευταία 
LookU

p(K
j ,S

).

Α
ν επ

ικεντρω
θ
ούµε στην τελευταία LookU

p
π
ου π

ραγµατοπ
οιείται για 

κάπ
οιο απ

ό τα κλειδιά K
i και K

j και αγνοήσουµε τις υπ
όλοιπ

ες, τότε 
p(i,j)

είναι η π
ιθ
ανότητα αυτή η

LookU
p
να αναζητά το K

i .

Ά
ρα, p(i,j) = p

i / (p
i +p

j ).
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0

Ε
υρισ

τικό
«
Μ
ετα

κίνησ
ης σ

την Α
ρχ

ή»
-

Α
να
µενόµενο Κ

όσ
τος

Τ
ο
αναµενόµενο π

λήθ
ος κλειδιώ

ν π
ου π

ροηγούνται του K
j
στη λίστα είναι 

επ
οµένω

ς               . 

Ά
ρα, το αναµενόµενο π

λήθ
ος συγκρίσεω

ν για να β
ρεθ

εί το κλειδί K
j
είναι 

1 +             .

Κ
αταλήγουµε π

ω
ς το αναµενόµενο π

λήθ
ος συγκρίσεω

ν π
ου απ

αιτούνται
για 

την εύρεση ενός κλειδιού είναι:

C
M
T
F
= 

(
,

)
i

j

p
i

j
≠
∑

(
,

)
i

j

p
i

j
≠
∑

1
1

1

(1
(

,
))

(
,

)
1

(
,

)
n

n
n

j
j

j
j

j
i

j
j

j
i

j
i

j

p
p

i
j

p
p

p
i

j
p

p
i

j
=

≠
=

=
≠

≠

+
=

+
=

+
∑

∑
∑

∑
∑

∑

1
1

2
i

j
i

j

i
j

i
j

i
j

i
j

p
p

p
p

p
p

p
p

≠
<

=
+

+
=

+
+

∑
∑

Π
ω
ς
συγκρίνεται το C

M
F
T
µε το

C
O
PT ;

1
1

1

   
(

1),
     

1,
,

n
n

i
j

i
i

j
j

i
j

j
i

j
j

i
j

i
j

i
j

p
p

p
p

p
p

j
since

i
j

p
p

p
p

p
p

σ
<

=
≤
<

=

=
=

≤
−

≤
∀

+
+

+
∑

∑
∑

∑

1

1,
1.

n

O
P

T
j

j

sinc
p

C
e

=

=
−

=
∑

Ά
ρα

, C
M
F
T /C

O
PT
≤
(1+2

σ)/(1+σ)
= 2

 –
1/(1+σ)

< 2
.

Τ
ο
αναµενόµενο κόστος του ευριστικού

M
oveT

oF
ront

είναι το π
ολύ 2

 φ
ορές χ

ειρότερο 
απ

ό εκείνο του β
έλτιστου αλγόριθ

µου!
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Τ
α
ξινοµηµένες

Σ
τα
τικές Λ

ίσ
τες

�
Χ
ρήση Π

ίνακα για απ
οθ

ήκευση τω
ν στοιχ

είω
ν του συνόλου.

�
Κ
άθ

ε στοιχ
είο του π

ίνακα είναι ένα struct
µε π

εδία K
ey και d

ata.
�

Τ
α στοιχ

εία του π
ίνακα είναι ταξινοµηµένα β

άσει του κλειδιού τους.
�

Χ
ρήση δυαδικής αναζήτησης για την υλοπ

οίηση της
LookU

p().

B
ina

ry
S
e
a
rch

T
y
pe

B
inaryS

earchLookU
p(ke

y
K
, ta

b
le

T
[0
..n-1])

/* R
eturn inform

ation stored
 w
ith

 key K
 in T

, or nill
if K

 is not in T
 */

left = 0
;

righ
t = n-1;

repeat forever
if (righ

t < left) th
en

return nill;
else 

m
id
d
le = (left+righ

t)/2
;

if (K
 == T

[m
id
d
le]->K

ey) th
en 

return T
(m

id
d
le]->d

ata;
else if (K

 < T
[m

id
d
le]->K

ey) th
en

righ
t = m

id
d
le-1;

else left = m
id
d
le+1;
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2

∆
υνα

τές
Ε
κτελέσ

εις B
ina

ry
S
e
a
rch

L
ookU

p

Θ
εώ

ρηµα
1

Ο
 αλγόριθ

µος δυαδικής αναζήτησης εκτελεί O
(logn) συγκρίσεις για κάθ

ε 
αναζήτηση στοιχ

είου σε π
ίνακα µε n

στοιχ
εία. 

�
Κ
υκλικοί κόµβ

οι:
εσω

τερικοί
�

Τ
ετρα

γω
νισ

µένοι κόµβ
οι:

εξω
τερικοί

�
Τ
ο δένδρο π

εριγράφ
ει όλες τις δυνατές εκτελέσεις της  

B
inaryS

earch
()
σε ένα π

ίνακα 10
 στοιχ

είω
ν.
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Τ
α
ξινοµηµένα

∆
υα

δικά
 ∆

ένδρα
 

(∆
ένδρα

 ∆
υα

δικής Α
να
ζήτησ

ης)

Ε
ίναι

δυαδικά δένδρα στα κλειδιά τω
ν οπ

οίω
ν είναι 

ορισµένη µια γραµµική διάταξη. 
Γ
ια κάθ

ε κόµβ
ο η τιµή του κλειδιού του είναι µεγαλύτερη 

απ
ό όλες τις τιµές τω

ν κόµβ
ω
ν του αριστερού υπ

οδένδρου
του κόµβ

ου και µικρότερη απ
ό όλες τις τιµές τω

ν κόµβ
ω
ν 

του δεξιού υπ
οδένδρου

του.

Κ
άθ

ε κόµβ
ος είναι ένα struct

µε π
εδία key, d

ata, LC
, R

C
.

�
Τ
ο µέγιστο ύψ

ος δυαδικού δένδρου µε n
κόµβ

ους είναι 
n-1. Γ

ιατί;
�

Τ
ο ελάχ

ιστο ύψ
ος δυαδικού δένδρου µε n

κόµβ
ους είναι 

logn. Γ
ιατί;

5

10

15

2
5

5
5

Π
οια

η σχ
έση 

ταξινοµηµένω
ν 

δυαδικώ
ν δένδρω

ν και 
ενδο-διατεταγµένης 
διάσχ

ισης?

Η
Υ
2
4
0
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Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

1
4

Τ
α
ξινοµηµένα

∆
ένδρα

Α
να
δροµική

Έ
κδοσ

η
function

B
inaryS

earchT
reeLookU

p(
ke

y
K
,
pointe

r R
):T

y
pe

/* Ε
ύρεση του κλειδιού Κ

 στο δένδρο
µε ρίζα P

και επ
ιστροφ

ή του  π
εδίου d

ata ή nill
αν το κλειδί 

δεν υπ
άρχ

ει στο δένδρο */

if (R
 == N

U
LL) return nill;

else if (K
 == R

->key) return R
->d

ata;
else if (K

 < R
->key) 

return(B
inaryT

reeLookU
p(K

, R
->LC

));
else 

return(B
inaryT

reeLookU
p(K

, R
->R

C
));

Μ
η-

Α
να
δροµική Έ

κδοσ
η

function
B
inaryS

earchT
reeLookU

p
(

ke
y
K
, pointe

r
R
):T

y
pe

/* Ε
ύρεση του κλειδιού Κ

 στο δένδρο
µε ρίζα P

και επ
ιστροφ

ή του  π
εδίου d

ata ή nill
αν το 

κλειδί δεν υπ
άρχ

ει στο δένδρο */

w
h
ile (R

 != N
U
LL &

&
 K
 != R

->key) {
if (K

 < R
->key) R

 = R
->LC

;
else R

 = R
->R

C
;

}if (R
 != N

U
LL) 

return(R
->d

ata);
else return

nill;
}

Χ
ρονική

π
ολυπ

λοκότητα;
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Τ
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∆
ένδρα

 µε Κ
όµβ

ο Φ
ρουρό

Π
οια

η χ
ρησιµότητα του κόµβ

ου φ
ρουρού; function

B
inaryS

earchT
reeLookU

p( ke
y
K
, 

pointe
r
R
):T

y
pe

w
h
ile (R

 != N
U
LL &

&
 K
 != R

->K
ey) {

if (K
 < R

->key) R
 = R

->LC
;

else R
 = R

->R
C
;

}if (R
 != N

U
LL) return(R

->d
ata);

else return
nill;

}function
B
inaryS

earchT
reeLookU

p( ke
y
K
, 

pointe
r
R
):T

y
pe

w
h
ile (K

 != R
->K

ey) {
if (K

 < R
->key) R

 = R
->LC

;
else R

 = R
->R

C
;

}if (R
 != G

) return(R
->d

ata);
else return

nill;
}

G

Η
Υ
2
4
0
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Π
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1
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Τ
α
ξινοµηµένα

∆
ένδρα

 -
Ε
λά
χ
ισ
το κα

ι Μ
έγισ

το 
Σ
τοιχ

είο
function

B
inaryS

earchT
reeM

inim
um

(
pointe

r
R
): info

/* o R
είναι δείκτης στη ρίζα του δένδρου */

if (R
 == N

U
LL) return error;

w
h
ile (R

->LC
 != N

U
LL) R

 = R
->LC

;
return(R

->d
ata);

function
B
inaryS

earchT
reeM

axim
um

(
pointe

r
R
): info

/* o R
είναι δείκτης στη ρίζα του δένδρου */

if (R
 == N

U
LL) return error;

w
h
ile (R

->R
C
 != N

U
LL) R

 = R
->R

C
;

return (R
->d

ata);

Ε
π
όµενο

κα
ι Π

ροηγούµενο 
Σ
τοιχ

είο
Τ
ο π

ρόβ
ληµα είναι ίδιο µε την 

εύρεση του επ
όµενου και 

π
ροηγούµενου κόµβ

ου στην ενδο-
διατεταγµένη διάσχ

ιση του δένδρου.

Π
ολυπ

λοκότητα;

q1

Π
ω
ς
θ
α β

ρούµε τον επ
όµενο του κόµβ

ου στον οπ
οίο 

δείχ
νει ο q1 στην ενδο-διατεταγµένη διάσχ

ιση;

Π
ω
ς θ

α β
ρούµε τον επ

όµενο του κόµβ
ου στον οπ

οίο 
δείχ

νει ο q2
στην ενδο-διατεταγµένη διάσχ

ιση;

q2
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 -
Ε
ισ
α
γω

γή
function

B
inaryS

earchT
reeInsert(ke

y
K
, T

y
pe

I, 
pointe

r
R
): pointe

r
/* ο R

 είναι δείκτης στη ρίζα του δένδρου */

pointer P, Q
, Prev

= N
U
LL;

P = R
;

w
h
ile (P != N

U
LL) {

if (P->K
ey == K

) {
P->d

ata = I;
return R

;
}Prev

= P;
if (K

 < P->K
ey) P = P->LC

;
else P = P->R

C
;

}/* ∆
ηµιουργία &

 π
ροσθ

ήκη νέου κόµβ
ου */

Q
 = N

ew
C
ell(N

od
e);

Q
->K

ey = K
; Q

->d
ata = I;

Q
->LC

 = Q
->R

C
 = N

U
LL;

if (Prev
== N

U
LL) return Q

;
else if (K

 < Prev->K
ey) Prev->LC

 = Q
;

else Prev->R
C
 = Q

;
return R

;

5

Α
ναζήτηση

κόµβ
ου µε κλειδί ίσο µε K

. Α
ν 

τέτοιος κόµβ
ος δεν β

ρεθ
εί, ο δείκτης prev, 

µετά το π
έρας της ανακύκλω

σης, θ
α 

δείχ
νει στον κόµβ

ο γονέα του π
ρος 

εισαγω
γή κόµβ

ου!Π
α
ρά

δειγµα
Ε
ισαγω

γή κόµβ
ου µε 

κλειδί 6

P

nill

nill prev

Q

6
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Τ
αξινοµηµένα

∆
ένδρα -

∆
ιαγραφ

ή
Ό
ταν

ένας κόµβ
ος διαγράφ

εται, η ενδο-διατεταγµένη διάσχ
ιση τω

ν υπ
όλοιπ

ω
ν 

κόµβ
ω
ν π

ρέπ
ει να διασχ

ίζει τους κόµβ
ους σύµφ

ω
να µε τη διάταξη π

ου είχ
αν 

π
ριν τη διαγραφ

ή.

Π
εριπ

τώ
σ
εις

1
) Ο

 π
ρος δια

γρα
φ
ή κόµβ

ος είνα
ι 

φ
ύλλο.

∆
ιαγράφ

ουµε τον κόµβ
ο 

χ
ω
ρίς να εκτελέσουµε κάπ

οια 
επ

ιπ
ρόσθ

ετη ενέργεια.

2
) Ο

 π
ρος δια

γρα
φ
ή κόµβ

ος είνα
ι 

εσ
ω
τερικός α

λλά
 έχ

ει µόνο ένα
 

π
α
ιδί. Α

ντικαθ
ιστούµε τον 

κόµβ
ο µε το µοναδικό π

αιδί του.

3
) Ο

 π
ρος δια

γρα
φ
ή κόµβ

ος είνα
ι 

εσ
ω
τερικός µε δύο π

α
ιδιά

.
Α
ντικαθ

ιστούµε τον κόµβ
ο µε 

τον επ
όµενο ή τον π

ροηγούµενό 
του στην ενδο-διατεταγµένη 
διάσχ

ιση. 
Α
υτός είναι κόµβ

ος µε το π
ολύ ένα 

π
αιδί. Γ

ιατί;

a) Α
ρχ

ικό ∆
ένδρο, β

) ∆
ιαγραφ

ή Ν
 απ

ό 
αρχ

ικό δένδρο, γ)
∆
ιαγραφ

ή Μ
 απ

ό αρχ
ικό 

δένδρο, δ)
∆
ιαγραφ

ή F
απ

ό αρχ
ικό δένδρο
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∆
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 -
∆
ια
γρα

φ
ή

Υ
π
οθ

έτουµε
π
ω
ς το δένδρο είναι διπ

λά συνδεδεµένο, δηλαδή κάθ
ε κόµβ

ος 
έχ

ει ένα δείκτη p
π
ου δείχ

νει στο γονικό κόµβ
ο.

pointe
r

B
inaryT

reeD
elete(pointe

r
R
, K

e
y
 K
) {

/* Ο
 R

είναι η διεύθ
υνση ενός δείκτη στη ρίζα του δένδρου */

/* Τ
ο Κ

 είναι το κλειδί του π
ρος διαγραφ

ή κόµβ
ου */

if (z->LC
 == N

U
LL || z->R

C
 == N

U
LL) 

y = z;
else y = T

reeS
uccessor(z);

if (y->LC
 != N

U
LL) x

 = y->LC
;

else x
 = y->R

C
;

if (x
 != N

U
LL) x

->p = y->p;
if (y->p == N

U
LL) return x

;
// διαγραφ

ή ρίζας

else if (y == y->p->LC
) y->p->LC

 = x
;

else y->p->R
C
 = x

;

if (y != z) z->K
ey = y->K

ey;
if y h

as oth
er field

s copy th
em

 tw
o;

return y;
}

y

y

x

x

x
=N

U
LL

y
zx

x

Η
Υ
2
4
0
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Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

2
0

Τ
αξινοµηµένα

∆
ένδρα

Π
οιο

π
ρόβ

ληµα µπ
ορεί να π

ροκύψ
ει µε συνεχ

ή αντικατάσταση του 
κόµβ

ου µε τον επ
όµενό του στην ενδο-διατεταγµένη διάσχ

ιση?

Σ
τα
τικά

 Τ
α
ξινοµηµένα

 ∆
υα

δικά
 ∆

ένδρα
�

Υ
π
άρχ

ουν κλειδιά π
ου αναζητούνται π

ιο συχ
νά και άλλα π

ου 
αναζητούνται π

ιο σπ
άνια.

�
Σ
ε µια λίστα συχ

νά αναζητούµενα κλειδιά κρατούνται όσο το 
δυνατόν π

ιο κοντά στην αρχ
ή της λίστας.

Π
οιο είναι το ανάλογο του ευριστικού

“Μ
ετακίνησης στην Α

ρχ
ή»

σε 
ένα ταξινοµηµένο δυαδικό δένδρο?

�
Κ
άθ

ε φ
ορά π

ου αναζητείται ένα κλειδί µεταφ
έρεται στη ρίζα.

�
Ω
στόσο, αυτό θ

α π
ρέπ

ει να γίνει π
ροσεκτικά ώ

στε να µην 
καταστρέφ

εται η ιδιότητα ταξινόµησης του δένδρου.

Θ
εώ

ρηµα
Η
 χ
ρονική π

ολυπ
λοκότητα τω

ν λειτουργιώ
ν Insert(), D

elete() και 
LookU

p()
σε ταξινοµηµένα δυαδικά δένδρα είναι O

(h
), όπ

ου h
 το ύψ

ος 
του δένδρου.
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Π
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 Μ
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∆
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Η
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2
4
0
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Π
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τα Φ
ατούρου

2
2

Ισ
οζυγισ

µένα
∆
ένδρα

Χ
ρονική

Π
ολυπ

λοκότητα
δοµώ

ν π
ου έχ

ουν διδαχ
θ
εί µέχ

ρι τώ
ρα:

Σ
τατική Μ

η-Τ
αξινοµηµένη Λ

ίστα -> Ο
(n),

όπ
ου n το π

λήθ
ος τω

ν κόµβ
ω
ν

Σ
τατική Τ

αξινοµηµένη Λ
ίστα -> Ο

(n)

∆
υναµική µη-ταξινοµηµένη λίστα

-> O
(n)

∆
υναµική ταξινοµηµένη λίστα

-> O
(n)

Μ
η-ταξινοµηµένα ∆

ένδρα
-> O

(n), όπ
ου n το π

λήθ
ος τω

ν κόµβ
ω
ν

Τ
αξινοµηµένα ∆

ένδρα -
> O

(h
), όπ

ου h
 το ύψ

ος του δένδρου
Τ
ι τιµές µπ

ορεί να π
άρει το h

;

Α
ναζητούνται δοµές δεδοµένω

ν για την υλοπ
οίηση δυναµικώ

ν λεξικώ
ν

π
ου να π

αρουσιάζουν καλύτερη χ
ρονική π

ολυπ
λοκότητα απ

ό αυτή π
ου 

π
αρέχ

ουν οι π
αραπ

άνω
 δοµές (π

.χ
., όλες οι λειτουργίες να έχ

ουν 
χ
ρονική π

ολυπ
λόκοτητα

Ο
(logn)).

Γ
ραµµική

π
ολυπ

λοκότητα
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∆
ένδρα

A
V
L

Έ
να

ταξινοµηµένο δυαδικό δένδρο Τ
 ονοµάζεται A

V
L
(ή ισοζυγισµένο 

κατ’ ύψ
ος) αν και µόνο αν τα ύψ

η τω
ν δύο υπ

οδένδρω
ν
κάθ

ε κόµβ
ου v

διαφ
έρουν το π

ολύ κατά ένα.

Γ
ια κάθ

ε κόµβ
ο v

ενός δυαδικού δένδρου Τ
, ορίζουµε το αριστερό ύψ

ος 
του v

(LeftH
eigh

t(v))
ω
ς εξής:

Ο
µοίω

ς, ορίζουµε το δεξιό ύψ
ος του v (R

igh
tH

eigh
t(v))

ω
ς εξής:

Τ
ο LeftH

eigh
t(T

) (R
igh

tH
eigh

t(T
)) του δένδρου ισούται µε το 

LeftH
eigh

t(R
) (R

igh
tH

eigh
t(R

), αντίστοιχ
α), όπ

ου R
είναι ο κόµβ

ος 
ρίζα του Τ

.

if v->
L

C
 =

=
 N

U
L

L
(

)
oth

0

1
(

)
erw

ise
H

eig
L

eftH
eig

ht
C

h
v

t
v

L
+

−
>


=


if v->
R

C
 =

=
 N

U
L

L
(

)
othe

0

1
(

)
rw

ise
H

ei
R

ightH
ght

eig
v

R
C

ht
v

+
−
>


=
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∆
ένδρα

A
V
L

Τ
ο
b
alance

(ισοζύγιο)
του κόµβ

ου v
ορίζεται ω

ς εξής:
b
alance(v)

= R
igh

tH
eigh

t(v) –
LeftH

eigh
t(v).

Σ
ε ένα δένδρο A

V
L, κάθ

ε κόµβ
ος 

π
ρέπ

ει να έχ
ει b

alance 0
, +1 ή -1.

Π
ρότα

σ
η 1

Κ
άθ

ε υπ
οδένδρο

ενός δένδρου A
V
L

είναι επ
ίσης δένδρο A

V
L.

Θ
εώ

ρηµα
Τ
ο ύψ

ος h
ενός δένδρου A

V
L, n 

στοιχ
είω

ν, είναι Ο
(logn).

Τ
α
δένδρα (α), (b

) και (c)
είναι 

δένδρα A
V
L, ενώ

 τα (d
) και (e) δεν 

είναι.
Μ
π
ορούµε

να συµπ
εράνουµε κάτι για 

την π
ολυπ

λοκότητα της 
A
V
LT

reeLookU
p()?
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∆
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A
V
L
–
Α
π
όδειξη Θ

εω
ρήµα

τος
�

Α
ναζητούµε ένα π

άνω
 φ
ράγµα στο µήκος h

του µακρύτερο µονοπ
ατιού 

οπ
οιουδήπ

οτε δένδρου A
V
L
µε n

κόµβ
ους. 

�
Έ
στω

 ένας οπ
οιοσδήπ

οτε ακέραιος h
.Θ

α εστιάσουµε στο ερώ
τηµα «

Π
οιος 

είναι ο µικρότερος ακέραιος n
τ.ω

. να υπ
άρχ

ει ένα δένδρο A
V
L
ύψ

ους h
µε n 

κόµβ
ους;»

�
W

h : σύνολο όλω
ν τω

ν δένδρω
ν A

V
L
ύψ

ους h
µε ελάχ

ιστο π
λήθ

ος κόµβ
ω
ν.

�
w
h : π

λήθ
ος κόµβ

ω
ν σε οπ

οιoδήπ
οτε

απ
ό αυτά τα δένδρα.

�
Π
ροφ

ανώ
ς w

0
= 1 και w

1
= 2

.

�
Έ
στω

 ότι Τ
 είναι οπ

οιοδήπ
οτε δένδρο A

V
L
στο W

h
και έστω

 T
L
και T

R
το 

αριστερό και το δεξιό υπ
οδένδρο

του Τ
, αντίστοιχ

α.

�
Α
φ
ού το T

έχ
ει ύψ

ος h
, είτε το T

L
ή το T

R
έχ

ει ύψ
ος h

-1 (ας υπ
οθ

έσουµε 
χ
ω
ρίς β

λάβ
η της γενικότητας ότι το T

R
έχ

ει ύψ
ος h

-1).

�
Τ
ο T

R
είναι δένδρο A

V
L
ύψ

ους h
-1

και µάλιστα θ
α π

ρέπ
ει να έχ

ει το 
µικρότερο π

λήθ
ος κόµβ

ω
ν µεταξύ τω

ν δένδρω
ν A

V
L
ύψ

ους h
-1 (αφ

ού στην 
αντίθ

ετη π
ερίπ

τω
ση, θ

α µπ
ορούσε να αντικατασταθ

εί απ
ό κάπ

οιο δένδρο A
V
L 

ύψ
ους

h
-1 µε λιγότερους κόµβ

ους και να οδηγηθ
ούµε έτσι σε ένα δένδρο A

V
L 

ύψ
ους h

µε λιγότερους κόµβ
ους απ

ό ότι το Τ
,
το οπ

οίο αντιτίθ
εται στον 

ορισµό του Τ
).
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∆
ένδρα

A
V
L
–
Α
π
όδειξη Θ

εω
ρήµα

τος
�

Ά
ρα, T

R
∈
W

h
-1 . 

�
Α
φ
ού το T

 είναι δένδρο A
V
L, το T

L
έχ

ει ύψ
ος είτε h

-1
ή h

-2
.Ε

φ
όσον το Τ

 
είναι δένδρο µε ελάχ

ιστο π
λήθ

ος κόµβ
ω
ν µεταξύ εκείνω

ν µε ύψ
ος h

, θ
α 

π
ρέπ

ει  να ισχ
ύει T

L
∈
W

h
-2 .

�
Ε
π
οµένω

ς:

w
h
= 1 + w

h
-2
 + w

h
-1

Μ
π
ορεί να απ

οδειχ
θ
εί (επ

αγω
γικά) ότι w

h
= F

h
+3

 -
1, όπ

ου F
i είναι ο i-οστός

όρος της ακολουθ
ίας F

ib
onacci, για τον οπ

οίο ισχ
ύει ότι F

i > φ
i/   -1, όπ

ου φ
 = 

(1+   )/2
.

Ε
π
οµένω

ς, n ≥
w
h
> φ

h
+3/    -2

. 

Α
π
ό
την

π
αραπ

άνω
ανίσω

ση
π
ροκύπ

τει
ότι

h
 = Ο

(logn).

5

5

5
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Π
ω
ς
µπ

ορούµε να υλοπ
οιήσουµε την Insert()? Π

ου διαφ
έρει απ

ό την 
Insert() σε δυαδικό δένδρο αναζήτησης?

1
η Π

ροσ
π
ά
θ
εια

 Σ
χ
εδία

σ
ης Α

λγορίθ
µου Ε

ισ
α
γω

γής 
�

Α
κολουθ

ώ
ντας το γνω

στό αλγόριθ
µο εισαγω

γής σε ταξινοµηµένο δένδρο 
(δένδρο δυαδικής αναζήτησης), β

ρίσκουµε το µονοπ
άτι απ

ό τη ρίζα π
ρος τον 

κατάλληλο κόµβ
ο (έστω

 v) στον οπ
οίο θ

α γίνει η εισαγω
γή. Τ

ο µονοπ
άτι αυτό 

απ
οθ

ηκεύεται σε στοίβ
α.

�
Α
κολουθ

ώ
ντας το µονοπ

άτι απ
ό τον v π

ρος τη ρίζα (εκτελώ
ντας 

επ
αναληπ

τικά pop()
στη στοίβ

α), υπ
ολογίζουµε τα νέα b

alances
για κάθ

ε 
κόµβ

ο του µονοπ
ατιού αυτού.

�
Α
ν το b

alance
όλω

ν τω
ν κόµβ

ω
ν του µονοπ

ατιού εξακολουθ
εί να είναι 0

, 
+1 ή -1, η διαδικασία εισαγω

γής τερµατίζει. 
�
Α
ν, ω

στόσο, το b
alance κάπ

οιου κόµβ
ου αλλάζει σε +2

 ή σε –2
, θ

α π
ρέπ

ει 
να ακολουθ

ηθ
εί διαδικασία π

ροσαρµογής του b
alance

στο κατάλληλο εύρος. 
Η
 διαδικασία αυτή θ

α έχ
ει ω

ς απ
οτέλεσµα το δένδρο να εξακολουθ

εί
να είναι 

ταξινοµηµένο δυαδικό δένδρο µε τους ίδιους κόµβ
ους και κλειδιά, αλλά µε 

όλους τους κόµβ
ους να έχ

ουν b
alance 0

, 1, ή -1.

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

2
8

∆
ένδρα

A
V
L
 –

Π
ερισ

τροφ
ές

Μ
ια

π
εριστροφ

ή
είναι µια τοπ

ική 
λειτουργία σε ένα ταξινοµηµένο δένδρο η 
οπ

οία διατηρεί την ιδιότητα της 
ταξινόµησης.

Α
ρισ

τερή Π
ερισ

τροφ
ή γύρω

 α
π
ό ένα

ν 
κόµβ

ο x
(ο οπ

οίος έχ
ει δεξιό 

θ
υγα

τρικό κόµβ
ο y

!=
 nill)

�
Η
 αριστερή π

εριστροφ
ή στρέφ

ει τους 
x
 και y

κατά
αντίστροφ

η φ
ορά αυτής τω

ν 
δεικτώ

ν του ρολογιού.
�

Κ
αθ

ιστά τον y
νέα ρίζα του 

υπ
οδένδρου, µετατρέπ

οντας τον x
σε 

αριστερό π
αιδί του y

και το αριστερό 
π
αιδί του y

σε δεξιό π
αιδί του x

.
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Proced
ure LeftR

otate(pointer
R
, pointer x

) {
y = x

->R
C
;  

// ορισµός του y

// µετατροπ
ή αριστερού υπ

οδένδρου
y
σε δεξιό υπ

οδένδρο
x

x
->R

C
 = y->LC

;
if (y->LC

 != N
U
LL) y->LC

->p = x
;

/* νέος π
ατρικός κόµβ

ος του y
γίνεται ο π

ρώ
ην 

π
ατρικός κόµβ

ος του x
 και αν δεν υπ

άρχ
ει 

τέτοιος κόµβ
ος, νέα ρίζα του δένδρου γίνεται το y */

y->p = x
->p;

if (x
->p == N

U
LL) return y;

else if (x
 == x

->p->LC
)
// αν ο x

είναι αριστερό π
αιδί του π

ατέρα του
x
->p->LC

 = y;
else x

->p->R
C
 = y;

y->LC
 = x

;    // αριστερό π
αιδί του y

γίνεται το x
x
->p = y;

// π
ατέρας του x

γίνεται το y
}Μ
ια

δεξιά π
εριστροφ

ή γίνεται µε συµµετρικό τρόπ
ο και ο κώ

δικας της είναι 
απ

ολύτω
ς συµµετρικός µε τον π

αραπ
άνω

.
Χ
ρονική Π

ολυπ
λοκότητα µιας π

εριστροφ
ής;

Ο
(1)

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

3
0

w

w

v

R

R

∆
ένδρα

A
V
L
 –

Ε
ισ
α
γω

γή 
Ο

π
ρώ

τος κόµβ
ος στο µονοπ

άτι απ
ό τον 

κόµβ
ο v

(π
ου εισήχ

θ
η στο δένδρο) π

ρος 
τη ρίζα, του οπ

οίου το
b
alance ήταν +1 

ή -1 (π
ριν την εισαγω

γή)
ονοµάζεται 

κρίσιµος κόµβ
ος.

Α
ν ο κόµβ

ος αυτός απ
οκτά b

alance
+2

 ή 
-2
 µετά την εισαγω

γή, τότε είναι ο 
π
ρώ

τος κόµβ
ος στο µονοπ

άτι απ
ό τον v

στη ρίζα για τον οπ
οίο θ

α π
ρέπ

ει να 
γίνουν κατάλληλες ενέργειες ώ

στε να 
διορθ

ω
θ
εί το b

alance του.

∆
ιακρίνουµε π

εριπ
τώ

σεις ανάλογα µε το 
είδος τω

ν δύο π
ρώ

τω
ν ακµώ

ν του 
µονοπ

ατιού απ
ό τον κρίσιµο κόµβ

ο w
 

π
ρος τον εισαχ

θ
έντα κόµβ

ο v.

Π
ερίπ

τω
σ
η R

R
(R
igh

t-
R
igh

t)
Κ
αι οι δύο ακµές οδηγούν δεξιά.

Ε
κτελούµε µια αριστερή π

εριστροφ
ή

γύρω
 απ

ό τον κρίσιµο κόµβ
ο.

…
…

…

8
0

3

7
0

6
0

5
0

4
0

3
0

2
0

15

11

9

7

5Ε
ισαγω

γή
8
0

5
5

κρίσιµος
κόµβ

ος
(w
)

R

R

T
1

T
2

T
3

v
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T
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T
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∆
ένδρα

A
V
L
 –

Ε
ισ
α
γω

γή –
Π
ερίπ

τω
σ
η R

R
Π
α
ρα

τήρησ
η:

Έ
στω

 x
ο π

ατρικός κόµβ
ος του w

και έστω
 ότι ο w

είναι δεξιό π
αιδί του 

x
. Τ

ο ύψ
ος του δεξιού π

αιδιού του x
π
ριν την εισαγω

γή και µετά την π
εριστροφ

ή είναι το 
ίδιο

(στο π
αράδειγµα h

+2
)!

Ό
λοι οι κόµβ

οι στο µονοπ
άτι απ

ό τον κρίσιµο κόµβ
ο π

ρος τη ρίζα 
έχ

ουν το ίδιο b
alance

µετά την π
εριστροφ

ή µε αυτό π
ου είχ

αν π
ριν 

την εισαγω
γή του v

στο δένδρο!

x
x

…
…

…

+1, +2
+1, +1 +1, +1

+1, +2

+1,+2

8
0

3

7
0

6
0

5
0

4
0

3
0

2
0

15

11

9

7

5Ε
ισ
α
γω

γή
8
0

5
5

κρίσιµος
κόµβ

ος

T
1

T
2

T
3

v

0
, 0

0
, 0

+1, +10
, 0

0
,+1

0
,+1

0
, 0

0
, 0

0
, 0

π
ριν

την εισαγω
γή

µετά
την εισαγω

γή

+1, 0
+
1
, +

1

+
1
, +

1

+
1
, +

1

+
1
,+
1

8
0

3

7
0

6
0

5
0

4
0

3
0

2
0

15

11

9

7

5Μ
ετά

π
ερισ

τροφ
ής

5
5

0
, 0

0
, 0

+1, +10
, 0

0
,+1

0
, 0

0
, 0

π
ριν

την εισαγω
γή

µετά
την εισαγω

γή

0
, 0

x

x⇒
∆
εν χ

ρειάζονται 
π
εριστροφ

ές γύρω
 απ

ό 
κόµβ

ους π
ου 

β
ρίσκονται π

ιο ψ
ηλά 

απ
ό τον κρίσιµο κόµβ

ο 
στο µονοπ

άτι απ
ό τον v 

π
ρος τη ρίζα!!!!!

⇒
Μ
ία 

π
εριστροφ

ή 
γύρω

 απ
ό τον 

κρίσιµο κόµβ
ο 

αρκεί!!!!

Η
Υ
2
4
0
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Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

3
2

∆
ένδρα

A
V
L
 –

Ε
ισ
α
γω

γή –
Π
ερίπ

τω
σ
η L

L
Π
ερίπ

τω
σ
η
LL

Κ
αι οι δύο ακµές οδηγούν αριστερά.

�
Ε
ίναι συµµετρική της π

ερίπ
τω

σης R
R
!

�
Μ
ία δεξιά π

εριστροφ
ή γύρω

 απ
ό τον κρίσιµο κόµβ

ο αρκεί για να επ
ιλυθ

εί το 
π
ρόβ

ληµα µε το b
alance

του!

h
h

h

h

h

h
h

C
C

-1
-2

-1

C
h

T
1

T
2

T
3

T
2

T
1

T
3

T
3

T
2

T
1
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τω
σ
η
R
L

Η
 π
ρώ

τη ακµή οδηγεί δεξιά και η δεύτερη 
αριστερά.
�

Α
π
αιτούνται δύο π

εριστροφ
ές, µια δεξιά 

π
εριστροφ

ή γύρω
 απ

ό τον επ
όµενο του 

κρίσιµου κόµβ
ου στο µονοπ

άτι π
ου οδηγεί στον 

v
και µια αριστερή π

εριστροφ
ή γύρω

 απ
ό τον 

κρίσιµο κόµβ
ο.

+1, +2
+1, +1 +1, +1

+1, +2

+1,+2

nill

3

7
0

6
0

5
0

4
0

3
0

2
0

15

11

9

7

5Ε
ισ
α
γω

γή
5
8

5
8

5
5

κρίσιµος
κόµβ

ος (Α
)

T
1

T
2

T
4

0
, 0

0
, 0

+1, +10
, 0

0
,-1

0
,0

0
, +1

0
, 0

0
, 0

π
ριν

την εισαγω
γή

µετά
την εισαγω

γήRLT
3
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5Ε
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5
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5
8

5
5

κρίσιµος
κόµβ
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)

T
1

T
2

T
4

0
, 0

0
, 0

+1, +10
, 0

0
,-1

0
,0

0
, +1

0
, 0

0
, 0

π
ριν

την εισαγω
γή

µετά
την εισαγω

γήRLT
3

3

7
0

6
0

5
0

4
0

3
0

2
0

15

11

9

7

5

5
8

5
5

κρίσιµος
κόµβ

ος (Α
)

Π
εριστροφ

ή
R

Π
εριστροφ

ή
L

+1,0
+1, +1 +1, +1

+1, +1

+1,+1

3

7
0

6
0

5
0

4
0

3
0

2
0

15

11

9

7

5

5
8

5
5

0
, 0

0
, 0

+1, +10
, 0

0
, 0

π
ριν

την εισαγω
γήµετά

την εισαγω
γή

ύψ
ος

π
ριν την εισαγω

γή = 
ύψ

ος µετά την εισαγω
γή = 2

Ί
διες

π
εριστροφ

ές θ
α 

π
ραγµατοπ

οιούνταν αν 
είχ

αµε εισαγω
γή του 5

3
 

στο αρχ
ικό δένδρο (το 

οπ
οίο θ

α ήταν αριστερό 
π
αιδί του 5

5
).
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Η
 π
ρώ

τη ακµή οδηγεί αριστερά και η δεύτερη δεξιά.
�

Ε
ίναι συµµετρική της π

εριπ
τώ

σεω
ς R

L.
�

Α
π
αιτούνται δύο π

εριστροφ
ές, µια αριστερή π

εριστροφ
ή γύρω

 απ
ό τον 

επ
όµενο του κρίσιµου κόµβ

ου στο µονοπ
άτι π

ου οδηγεί στον v
και µια 

δεξιά π
εριστροφ

ή γύρω
 απ

ό τον κρίσιµο κόµβ
ο.

Ά
σ
κησ

η για
 το σ

π
ίτι

Φ
τιάξτε τα αντίστοιχ

α συµµετρικά σχ
ήµατα εκείνω

ν π
ου π

αρουσιάστηκαν 
στις δύο τελευταίες διαφ

άνειες και µελετήστε τις ενέργειες π
ου π

ρέπ
ει 

να π
ραγµατοπ

οιηθ
ούν στην π

ερίπ
τω

ση LR
.
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α
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ές
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α
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Π
α
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εις

Κ
άθ

ε κόµβ
ος στο µονοπ

άτι απ
ό τον εισαχ

θ
έντα κόµβ

ο v µέχ
ρι τον κρίσιµο 

κόµβ
ο
w
είχ

ε b
alance

0
 π
ριν την εισαγω

γή. Ά
ρα, θ

α έχ
ει b

alance
+1 ή –1 µετά 

την εισαγω
γή. 

Τ
ι καθ

ορίζει το αν κάπ
οιος τέτοιος κόµβ

ος θ
α έχ

ει b
alance

+1 ή –1;
Τ
ο αν

η π
ρώ

τη ακµή στο µονοπ
άτι απ

ό τον κόµβ
ο αυτό π

ρος τον εισαχ
θ
έντα

κόµβ
ο
οδηγεί αριστερά ή δεξιά.

T
o b

alance του κρίσιµου κόµβ
ου w

 γίνεται είτε 0
 ή +2

 (ή –2
, αντίστοιχ

α)
µετά 

την τοπ
οθ

έτηση του νέου κόµβ
ου στην κατάλληλη θ

έση στο δένδρο. 
Γ
ιατί; Π

ότε το b
alance

γίνεται 0
 και π

ότε +2
 (ή –2

);
Α
ν το b

alance ήταν +1
(-1) και η π

ρώ
τη ακµή στο µονοπ

άτι απ
ό τον w

 στον v
οδηγεί δεξιά (αριστερά, αντίστοιχ

α), ο w
θ
α έχ

ει b
alance +2

 (-2
, αντίστοιχ

α) 
µετά την τοπ

οθ
έτηση του v, ενώ

 αν το µονοπ
άτι οδηγεί αριστερά (δεξιά, 

αντίστοιχ
α),

τότε ο
w
 θ
α έχ

ει b
alance

0
 µετά την τοπ

οθ
έτηση του v.

Π
α
ρα

τήρησ
η

Ο
ι π

εριστροφ
ές γίνονται γύρω

 απ
ό το π

ολύ δύο κόµβ
ους στο δένδρο ανάλογα µε την 

π
ερίπ

τω
ση π

ου π
ρέπ

ει να εφ
αρµοστεί (µία π

εριστροφ
ή γύρω

 απ
ό τον κρίσιµο κόµβ

ο για τις 
π
εριπ

τώ
σεις LL, R

R
και δύο π

εριστροφ
ές, η π

ρώ
τη γύρω

 απ
ό τον επ

όµενο του κρίσιµου 
κόµβ

ου στο µονοπ
άτι π

ου ακολουθ
ήθ

ηκε κατά την τοπ
οθ

έτηση του εισαχ
θ
έντα κόµβ

ου και 
η δεύτερη γύρω

 απ
ό τον κρίσιµο κόµβ

ο για τις π
εριπ

τώ
σεις R

L, LR
).  

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

4
0

∆
ένδρα

A
V
L
–
Ε
ισ
α
γω

γή -
Π
α
ρα

τηρήσ
εις

Κ
αθ

ώ
ς
η αναζήτηση του π

ατρικού κόµβ
ου του v

εξελίσσεται, αρκεί να απ
οθ

ηκεύεται 
ο τελευταίος κόµβ

ος µε b
alance

+1
ή -1 στο µονοπ

άτι π
ου ακολουθ

είται. 

Μ
ετά την τοπ

οθ
έτηση του

v
στο δένδρο (και π

ριν τις π
εριστροφ

ές), ξεκινώ
ντας απ

ό 
τον κρίσιµο κόµβ

ο w
 µπ

ορεί να ακολουθ
ηθ

εί και π
άλι το ίδιο µονοπ

άτι π
ρος τον 

εισερχ
όµενο κόµβ

ο ώ
στε να διορθ

ω
θ
ούν τα b

alances.

Τ
έλος, αν χ

ρειάζεται π
ραγµατοπ

οιούνται π
εριστροφ

ές.

Γ
ιατί µπ

ορούµε να β
ρούµε και π

άλι αυτό το µονοπ
άτι?

Α
κολουθ

ούµε την ίδια διαδικασία αναζήτησης (ξεκινώ
ντας απ

ό τον w
), δηλαδή αν το 

κλειδί του π
ρος εισαγω

γή κόµβ
ου είναι µικρότερο απ

ό εκείνο του τρέχ
οντος ο 

επ
όµενος κόµβ

ος στο µονοπ
άτι είναι στα αριστερά του τρέχ

οντος, ενώ
 διαφ

ορετικά 
στα δεξιά. 

Π
ω
ς διορθ

ώ
νουµε τα b

alances?
Έ
στω

 ένας οπ
οιοσδήπ

οτε κόµβ
ος x

στο µονοπ
άτι απ

ό τον w
 στον v.Ο

 κόµβ
ος αυτός 

είχ
ε b

alance 0
. Α

ν η π
ρώ

τη ακµή στο µονοπ
άτι απ

ό τον x
στον v

οδηγεί αριστερά 
του x

, τότε το b
alance του x

γίνεται -1, διαφ
ορετικά η νέα τιµή του b

alance
θ
α είναι 

+1.

Π
οια είναι η π

ολυπ
λοκότητα της A

V
LInsert()?

Ο
(ύψ

ος
δένδρου). 

Θ
εώ

ρηµα ⇒
ύψ

ος
δένδρου

A
V
L = O

(logn) 
⇒

Χ
ρονική

Π
ολυπ

λοκότητα
= O

(logn)



Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

4
1

∆
ένδρα

A
V
L
–
∆
ια
γρα

φ
ή

Α
ρχ

ικά
ακολουθ

ούµε το 
γνω

στό αλγόριθ
µο 

διαγραφ
ής σε δυαδικό 

δένδρο:
1) ∆

ιαγραφ
ή του ίδιου του 

κόµβ
ου v

αν είναι φ
ύλλο.

2
) Α

ντικατάστασή του απ
ό 

το π
αιδί του αν έχ

ει µόνο 
ένα π

αιδί.
3
) Α

ντικατάστασή του απ
ό 

τον επ
όµενό του στην ενδο-

διατεταγµένη διάταξη αν 
έχ

ει δύο π
αιδιά.

B
a
la
nce

Α
ν 1) ή 2

), το b
alance

του γονικού κόµβ
ου w

του v
αλλάζει.

Α
ν 3

), το b
alance

του γονικού κόµβ
ου w

του επ
οµένου του v

στην ενδο-
διατεταγµένη διάσχ

ιση αλλάζει. (α) Α
ρχ

ικό δένδρο, (b
) ∆

ιαγραφ
ή του Β

, (c)
∆
ιαγραφ

ή του F
, 

(d
) ∆

ιαγραφ
ή  του M

, (e)
∆
ιαγραφ

ή του R

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

4
2

∆
ένδρα

A
V
L
–
∆
ια
γρα

φ
ή

1.
Ε
ξετάζουµε

όλο το µονοπ
άτι (ας το συµβ

ολίσουµε µε 
P1)

απ
ό τον w

 ω
ς τη ρίζα και για κάθ

ε κόµβ
ο του 

µονοπ
ατιού αυτού π

ου έχ
ει b

alance +2
 ή -2

 µετά τη 
διαγραφ

ή,  ίσω
ς χ

ρειαστεί να γίνουν π
εριστροφ

ές ω
ς 

ακολούθ
ω
ς.

2
.
Έ
στω

 u
ο π

ρώ
τος τέτοιος κόµβ

ος στο P1.
3
.
Κ
αθ

ορίζουµε το µονοπ
άτι

P2
µε το µεγαλύτερο µήκος 

απ
ό τον u

π
ρος οπ

οιοδήπ
οτε φ

ύλλο του υπ
οδένδρου

του και εξετάζουµε τις δύο π
ρώ

τες ακµές σε αυτό το 
µονοπ

άτι.
�

Α
ν αυτές είναι τύπ

ου LL (ή R
R
)
π
ραγµατοπ

οιούµε µια π
εριστροφ

ή R
(ή L, αντίστοιχ

α) 
γύρω

 απ
ό τον u.

�
Α
ν αυτές είναι τύπ

ου R
L (ή LR

)
π
ραγµατοπ

οιούµε δύο π
εριστροφ

ές, την π
ρώ

τη τύπ
ου 

R
(L, αντίστοιχ

α) γύρω
 απ

ό τον επ
όµενο του u στο µονοπ

άτι P2
 και τη δεύτερη τύπ

ου 
L
(R
, αντίστοιχ

α) γύρω
 απ

ό τον u.

4
.
Ε
π
αναπ

ροσδιορίζουµε
τα

b
alances

τω
ν κόµβ

ω
ν στο µονοπ

άτι P1
και αν εξακολουθ

ούν 
να υπ

άρχ
ουν κόµβ

οι µε µη-επ
ιτρεπ

τό b
alance

σε αυτό:
�

Θ
έτουµε

u
= π

ρώ
τος κόµβ

ος στο µονοπ
άτι απ

ό τον
u
στη ρίζα µε µη επ

ιτρεπ
τό 

b
alance;

�
Π
ηγαίνουµε στο Β

ήµα 3
;

Α
λγόριθ

µος

w
,u

RR

νέος u
R

R



Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

4
3

Π
α
ρά

δειγµα
∆
ια
γρα

φ
ής π

ου Ο
δηγεί σ

ε 
Π
ολλα

π
λές Π

ερισ
τροφ

ές
Κ
όµβ

ος
µε µη-

επ
ιτρεπ

τό b
alance

Μ
ακρύτερο µονοπ

άτι 
απ

ό αυτόν π
ρος 

οπ
οιοδήπ

οτε φ
ύλλο 

τύπ
ου R

R
⇒

απ
αιτείται

µία
π
εριστροφ

ή
τύπ

ου
L

γύρω
απ

ό
τον

κόµβ
ο

Κ
όµβ

ος
µε µη-

επ
ιτρεπ

τό b
alance

Μ
ακρύτερο µονοπ

άτι 
απ

ό αυτόν π
ρος 

οπ
οιοδήπ

οτε φ
ύλλο 

τύπ
ου R

R
⇒

απ
αιτείται

µία
π
εριστροφ

ή
τύπ

ου
L

γύρω
απ

ό
τον

κόµβ
ο

RR

R

R

Α
ν
υπ

άρχ
ουν 

π
ερισσότερα του ενός 

µονοπ
άτια απ

ό έναν 
κόµβ

ο µε 
π
ροβ

ληµατικό b
alance 

π
ρος φ

ύλλα του 
υπ

οδένδρου
του π

ου 
έχ

ουν το ίδιο µήκος 
και το µήκος αυτό 
είναι το µεγαλύτερο, 
µπ

ορεί να γίνει 
επ

ιλογή εκείνου του 
µονοπ

ατιού π
ου 

οδηγεί στις λιγότερες 
και π

ιο απ
λές 

π
εριστροφ

ές!

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

4
4

∆
ένδρα

A
V
L
–
∆
ια
γρα

φ
ή

Π
α
ρά

δειγµα
∆
ιαδοχ

ική διαγραφ
ή τω

ν κλειδιώ
ν 

12
, 7

1, 5
2
, 10

, 19
, 4

, και 5
6
.

κρίσιµος
κόµβ

ος
R

RA
ντικατάσταση

απ
ό 10

 
και µια αριστερή
π
εριστροφ

ή γύρω
 απ

ό το 
10

Π
οια

είναι η π
ολυπ

λοκότητα της 
A
V
LD

elete()? Ο
(ύψ

ος
δένδρου) για τους 

ακόλουθ
ους λόγους:

�
Γ
ια τη διαγραφ

ή του κόµβ
ου το κόστος 

είναι Ο
(ύψ

ος
δένδρου) (αφ

ού το δένδρο 
είναι ταξινοµηµένο). 
�
Γ
ια κάθ

ε κόµβ
ο u στο P1, θ

α γίνει
εύρεση τω

ν δύο π
ρώ

τω
ν ακµώ

ν του 
µονοπ

ατιού π
ου καθ

ορίζει το ύψ
ος του

u
(αυτό γίνεται β

άσει του b
alance του u 

και του b
alance του επ

οµένου του u
στο 

µοναπ
άτι

αυτό). 
�
Θ
α γίνουν Ο

(ύψ
ος

δένδρου)
π
εριστροφ

ές και κάθ
ε µια κοστίζει Ο

(1). 
�
Τ
α b

alances αλλάζουν µόνο για τους 
κόµβ

ους P1
και τους κόµβ

ους π
ου 

«
εµπ

λέκονται»
 στις π

εριστροφ
ές.

Θ
εώ

ρηµα ⇒
ύψ

ος
δένδρου

A
V
L = 

O
(logn) ⇒

Χ
ρονική

Π
ολυπ

λοκότητα
= O

(logn)



Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

4
5

2
-
3
 ∆

ένδρα
Ιδέα

: Τ
ο δένδρο είναι τέλεια εξισορροπ

ηµένο
(όλα τα φ

ύλλα έχ
ουν το ίδιο β

άθ
ος) αλλά 

δεν είναι δυαδικό.

�
Σ
ε ένα 2

-3
 δένδρο

ένας κόµβ
ος π

ου δεν 
είναι φ

ύλλο έχ
ει δύο π

αιδιά και σε αυτόν 
απ

οθ
ηκεύεται ένα στοιχ

είο του συνόλου 
(ένας τέτοιος κόµβ

ος λέγεται 2
-κόµβ

ος), ή έχ
ει τρία π

αιδιά και σε αυτόν 
απ

οθ
ηκεύονται δύο στοιχ

εία του συνόλου (τότε ο κόµβ
ος λέγεται 3

-κόµβ
ος). 

�
Κ
άθ

ε φ
ύλλο π

ου απ
οθ

ηκεύει ένα στοιχ
είο του συνόλου είναι 2

-κόµβ
ος, 

ενώ
 κάθ

ε φ
ύλλο π

ου απ
οθ

ηκεύει δύο στοιχ
εία του συνόλου είναι 3

-κόµβ
ος.

�
Μ
ε κατάλληλη διευθ

έτηση κόµβ
ω
ν και τω

ν δύο ειδώ
ν, µπ

ορούµε να 
φ
τιάξουµε δένδρο στο οπ

οίο όλα τα φ
ύλλα έχ

ουν το ίδιο β
άθ

ος και το οπ
οίο 

απ
οθ

ηκεύει οπ
οιοδήπ

οτε επ
ιθ
υµητό π

λήθ
ος κλειδιώ

ν.

Ιδιότητες
2
-
3
 ∆

ένδρω
ν

1.
Ό
λα τα φ

ύλλα έχ
ουν το ίδιο β

άθ
ος και απ

οθ
ηκεύουν 1 ή 2

 στοιχ
εία.

2
.
Κ
άθ

ε εσω
τερικός κόµβ

ος:
�

είτε απ
οθ

ηκεύει ένα στοιχ
είο και έχ

ει δύο π
αιδιά,

�
ή απ

οθ
ηκεύει δύο στοιχ

εία και έχ
ει τρία π

αιδιά.
3
.
Τ
ο δένδρο είναι ταξινοµηµένο. 

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

4
6

2
-
3
 ∆

ένδρα
Έ
να

2
-3
 δένδρο είναι ταξινοµηµένο

αν για κάθ
ε κόµβ

ο v
ισχ

ύουν τα εξής.
�

Α
ν ο v είναι 2

-κόµβ
ος, τα κλειδιά όλω

ν τω
ν στοιχ

είω
ν π

ου β
ρίσκονται στο 

αριστερό υπ
οδένδρο

του v
π
ρέπ

ει να είναι µικρότερα απ
ό το κλειδί του v, ενώ

 
εκείνα τω

ν στοιχ
είω

ν π
ου β

ρίσκονται στο δεξί υπ
οδένδρο

του v
π
ρέπ

ει να είναι 
µεγαλύτερα απ

ό εκείνα του v.
�

Α
ν ο

v
είναι 3

-κόµβ
ος, το κλειδί (έστω

 Κ
1) του π

ρώ
του στοιχ

είου του v
π
ρέπ

ει να είναι µικρότερο απ
ό το κλειδί (έστω

 K
2
) του δέυτερου

στοιχ
είου του 

v.Ε
π
ίσης, τα κλειδιά όλω

ν τω
ν στοιχ

είω
ν στο π

ρώ
το υπ

οδένδρο
του v

π
ρέπ

ει 
να είναι µικρότερα απ

ό K
1, τα κλειδιά όλω

ν τω
ν στοιχ

είω
ν στο δεύτερο 

υπ
οδένδρο

του v
π
ρέπ

ει να είναι µεταξύ του Κ
1 και του Κ

2
, ενώ

 τα κλειδιά του 
τρίτου υπ

οδένδρου
του

v π
ρέπ

ει να είναι µεγαλύτερα απ
ό K

2
.

Μ
εταξύ

όλω
ν τω

ν 2
-3
 δένδρω

ν ύψ
ους h

, π
οιο είναι εκείνο µε τους λιγότερους κόµβ

ους; 
Ε
κείνο του οπ

οίου όλοι οι εσω
τερικοί κόµβ

οι είναι 2
-κόµβ

οι.
Π
οιο είναι το ύψ

ος αυτού του δένδρου?
Μ
εταξύ όλω

ν τω
ν 2

-3
 δένδρω

ν ύψ
ους h

, π
οιο είναι εκείνο µε τους π

ερισσότερους κόµβ
ους;

Ε
κείνο του οπ

οίου όλοι οι εσω
τερικοί κόµβ

οι είναι 3
-κόµβ

οι.
Π
οιο είναι το ύψ

ος αυτού του δένδρου?

Π
ω
ς θ

α υλοπ
οιήσουµε την LookU

p() σε ένα 2
-3
 δένδρο?

Τ
ο δένδρο είναι ταξινοµηµένο!!!

log
2 n

log
3 n

Τ
ο
ύψ

ος ενός 2
-3
 δένδρου 

µε n
κόµβ

ους είναι Θ
(logn)!

Π
ολυπ

λοκότητα
LookU

p; 
O
(logn)
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Ε
ισ
α
γω

γή
1.

Ε
ύρεση

του φ
ύλλου w

 στο οπ
οίο θ

α 
έπ

ρεπ
ε σύµφ

ω
να µε την ιδιότητα της 

ταξινόµησης να εισαχ
θ
εί το νέο στοιχ

είο 
(όπ

ω
ς στα ταξινοµηµένα δυαδικά δένδρα).

2
.

∆
ιατήρηση τω

ν κόµβ
ω
ν του µονοπ

ατιού 
π
ου ακολουθ

ήθ
ηκε σε στοίβ

α

3
.

Α
ν
το w

είναι 2
-κόµβ

ος, π
ροσθ

ήκη 
του νέου στοιχ

είου στο
w
και τερµατισµός.

3
.

Α
ν το w

 είναι 3
-κόµβ

ος, µετατρέπ
εται σε κόµβ

ο π
ου π

ρέπ
ει να απ

οθ
ηκεύσει 3

 στοιχ
εία (σε 

αύξουσα διάταξη) το οπ
οίο είναι µη επ

ιτρεπ
τό. Α

ντικαθ
ιστούµε το w

µε δύο 2
-κόµβ

ους, έναν 
π
ου απ

οθ
ηκεύει το π

ρώ
το και έναν π

ου απ
οθ

ηκεύει το τρίτο στοιχ
είο του

w
και το µεσαίο 

στοιχ
είο του w

µεταφ
έρεται στον π

ατρικό του κόµβ
ο. Α

ν δεν υπ
άρχ

ει π
ατρικός κόµβ

ος 
π
ηγαίνουµε στο β

ήµα 5
.

4
.

Α
ν ο π

ατρικός κόµβ
ος είναι 2

-κόµβ
ος, µετατρέπ

εται σε 3
-κόµβ

ο και ο αλγόριθ
µος τερµατίζει. 

∆
ιαφ

ορετικά, θ
έτουµε w

 = <π
ατρικός κόµβ

ος  του w
>
και

επ
ιστρέφ

ουµε στο β
ήµα 3

 για να 
αντικαταστήσουµε τον π

ατρικό κόµβ
ο  του w

µε τον ίδιο τρόπ
ο.

5
.

Η
 διαδικασία αυτή επ

αναλαµβ
άνεται µέχ

ρι να β
ρούµε χ

ώ
ρο για το κλειδί σε κάπ

οιο κόµβ
ο στο 

µονοπ
άτι π

ρος τη ρίζα ή να φ
τάσουµε στη ρίζα. Α

ν συµβ
εί το δεύτερο, η ρίζα χ

ω
ρίζεται σε 2

 
κόµβ

ους και ένας νέος κόµβ
ος π

ου απ
οτελεί τον π

ατρικό κόµβ
ο αυτώ

ν τω
ν δύο κόµβ

ω
ν 

απ
οθ

ηκεύει το µεσαίο στοιχ
είο π

ου θ
α έπ

ρεπ
ε να απ

οθ
ηκευθ

εί στη ρίζα. Έ
τσι, το ύψ

ος του 
δένδρου αυξάνεται κατά 1.

Π
α
ράδειγµα

: Ε
ισ
αγω

γή Ο

Μ
η
επ

ιτρεπ
τός κόµβ

ος
Μ
η
επ

ιτρεπ
τός κόµβ

ος

Μ
η
επ

ιτρεπ
τός κόµβ

ος

w

w

w

Η
Υ
2
4
0
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Π
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ατούρου

4
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2
-
3
 ∆

ένδρα
 -

∆
ια
γρα

φ
ή

Μ
π
ορεί

να π
ροκύψ

ει το αντίστροφ
ο π

ρόβ
ληµα: µετά τη διαγραφ

ή, κάπ
οιος κόµβ

ος 
µπ

ορεί να έχ
ει ένα µόνο π

αιδί.

Π
α
ρά

δειγµα
∆
ιαγραφ

ή Ε

µη
επ

ιτρεπ
τός κόµβ

ος
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∆
ια
γρα

φ
ή

1.
Α
ν
το π

ρος διαγραφ
ή κλειδί (έστω

 Κ
)

π
εριέχ

εται σε κόµβ
ο φ

ύλλο, το διαγράφ
ουµε.

∆
ιαφ

ορετικά, το κλειδί (έστω
 Κ
’) π

ου είναι επ
όµενο

του K
στην ενδο-διατεταγµένη διάσχ

ιση 
π
εριέχ

εται σε
φ
ύλλο, οπ

ότε αντικαθ
ιστούµε 

το Κ
 µε το Κ

’ και διαγράφ
ουµε το Κ

’.

Ν

2
.

Έ
στω

Ν
 ο κόµβ

ος απ
ό τον οπ

οίο 
διαγράφ

εται το κλειδί. Α
ν  ο Ν

 εξακολουθ
εί να έχ

ει ένα κλειδί, ο αλγόριθ
µος τερµατίζει. 

3
.

Α
ν ο Ν

 είναι η ρίζα, τον διαγράφ
ουµε. Σ

ε α
υτή την π

ερίπ
τω

σ
η, ο Ν

 µπ
ορεί να

 έχ
ει ένα

 ή 
κα

νένα
 π

α
ιδί.

Α
ν δεν έχ

ει κανένα π
αιδί, το δένδρο µετά τη διαγραφ

ή είναι άδειο. 
∆
ιαφ

ορετικά, το π
αιδί του Ν

 είναι η νέα ρίζα του δένδρου.
4
.

∆
ιαφ

ορετικά, ο Ν
 έχ

ει τουλάχ
ιστον έναν αδελφ

ικό κόµβ
ο Ν

’. Έ
στω

 P
ο π

ατέρας τω
ν Ν

, Ν
’

και έστω
 ότι S

είναι το κλειδί του P
π
ου χ

ω
ρίζει τα δύο υπ

ο-δένδρα
(π
ου οδηγούν απ

ό τον P
στους Ν

 και Ν
’). 

a.
Ο
 Ν

’ είναι 3
-κόµβ

ος ακριβ
ώ
ς στα αριστερά (ακριβ

ώ
ς στα δεξιά)  του Ν

. Μ
ετακινούµε 

το S
 στο Ν

 και αντικαθ
ιστούµε

το S
στον π

ατέρα του µε το δεξιότερο (αριστερότερο) 
κλειδί του Ν

’. Α
ν οι Ν

 και Ν
’ είναι εσω

τερικοί κόµβ
οι, µετατρέπ

ουµε το δεξιότερο 
(αριστερότερο) π

αιδί του Ν
’ σε αριστερότερο (δεξιότερο) π

αιδί του Ν
. Ο

ι Ν
, Ν

’ έχ
ουν 

π
λέον ένα κλειδί ο καθ

ένας και ο αλγόριθ
µος τερµατίζει.

b
.

Ο
 Ν

’ είναι 2
-κόµβ

ος. Σ
υνενώ

νουµε το S
και το κλειδί του Ν

’ σε έναν νέο 3
-κόµβ

ο, ο 
οπ

οίος αντικαθ
ιστά τους Ν

, Ν
’ και απ

oτελεί το µοναδικό π
αιδί του P (ο οπ

οίος 
απ

οµένει τώ
ρα χ

ω
ρίς κλειδί). Θ

έτουµε Ν
 = P

και επ
αναλαµβ

άνουµε το β
ήµα 2

.

Ν
’ S

Ν
Ν
’

S
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2
-
3
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∆
ια
γρα

φ
ή

Έ
να

α
κόµη π

α
ρά

δειγµα

B
,D

J
M

L
H

B
,D

J
M

L
H

N
N
’

S

N
N
’ S

N

Π
ολυπ

λοκότητα
Insert();

Π
ολυπ

λοκότητα D
elete();

Π
ολυπ

λοκότητα LookU
p();

Ο
(logn)

Ο
(logn)

Ο
(logn)
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�
Έ
να

κοκκινόµαυρο δένδρο
είναι ένα ταξινοµηµένο 
δυαδικό δένδρο, στο οπ

οίο 
κάθ

ε κόµβ
ος π

εριέχ
ει 

ένα επ
ιπ
λέον στοιχ

είο 
π
ληροφ

ορίας, το χ
ρώ

µα του, το οπ
οίο µπ

ορεί να είναι είτε µαύρο ή κόκκινο.

Κ
οκκινόµα

υρα
∆
ένδρα

�
Α
ν
κάπ

οιο π
αιδί κάπ

οιου κόµβ
ου δεν υφ

ίσταται, ο αντίστοιχ
ος δείκτης είναι nill. 

Θ
εω

ρούµε ότι δείκτες µε τιµή nill
είναι δείκτες π

ρος εξω
τερικούς

κόµβ
ους 

(φ
ύλλα) του δυαδικού δένδρου, ενώ

 οι συνήθ
εις κόµβ

οι π
ου απ

οθ
ηκεύουν κλειδιά 

απ
οτελούν τους εσω

τερικούς
κόµβ

ους του δένδρου.

Ιδιότητες Κ
οκκινόµα

υρω
ν ∆

ένδρω
ν

1.
Κ
άθ

ε κόµβ
ος έχ

ει είτε κόκκινο είτε µαύρο χ
ρώ

µα.
2
.
Τ
ο χ

ρώ
µα της ρίζας είναι π

άντα µαύρο. 
3
.
Κ
άθ

ε N
IL

κόµβ
ος έχ

ει µαύρο χ
ρώ

µα.
4
.
Α
ν ένας κόµβ

ος έχ
ει κόκκινο χ

ρώ
µα, τότε και τα δύο  π

αιδιά του έχ
ουν µαύρο 

χ
ρώ

µα.
5
.
Κ
άθ

ε µονοπ
άτι απ

ό οπ
οιονδήπ

οτε κόµβ
ο π

ρος οπ
οιοδήπ

οτε εξω
τερικό κόµβ

ο 
φ
ύλλο π

ου είναι απ
όγονός του π

εριέχ
ει το ίδιο π

λήθ
ος µαύρω

ν κόµβ
ω
ν.

Η
Υ
2
4
0
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Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

5
2

Ύ
ψ
ος

Κ
οκκινόµα

υρου ∆
ένδρου

Π
ρότα

σ
η: Έ

να κόκκινο µαύρο 
δένδρο µε n

εσω
τερικούς

κόµβ
ους έχ

ει ύψ
ος το π

ολύ
2
log(n+1).

∆
ια
ίσ
θ
ησ

η: Τ
ουλάχ

ιστον 
οι µισοί κόµβ

οι σε κάθ
ε µονοπ

άτι απ
ό τη ρίζα σε φ

ύλλο είναι µαύροι. Γ
ιατί;

Α
π
όδειξη

�
Ο
ρίζουµε το µαύρο ύψ

ος ενός κόµβ
ου v, το οπ

οίο συµβ
ολίζουµε µε b

h
(v), να 

είναι το π
λήθ

ος τω
ν µαύρω

ν κόµβ
ω
ν σε κάθ

ε µονοπ
άτι απ

ό τον κόµβ
ο
v
σε 

οπ
οιοδήπ

οτε φ
ύλλο (εξω

τερικό κόµβ
ο nill), χ

ω
ρίς να συµπ

εριλαµβ
άνουµε τον v. 

�
Α
π
οδεικνύουµε επ

αγω
γικά ότι το υπ

ο-δένδρο µε ρίζα κάπ
οιο κόµβ

ο v
π
εριέχ

ει 
τουλάχ

ιστον 2
b
h
(v)-1 εσω

τερικούς  κόµβ
ους (η επ

αγω
γή ω

ς π
ρος το ύψ

ος του v). 

Β
ά
σ
η επ

αγω
γής:

αν ο v έχ
ει ύψ

ος 0
 τότε είναι φ

ύλλο (δηλαδή εξω
τερικός 

κόµβ
ος), οπ

ότε ο αριθ
µός τω

ν εσω
τερικώ

ν κόµβ
ω
ν στο υπ

οδένδρο
π
ου εκφ

ύεται 
απ

ό τον v
είναι 0

 όπ
ω
ς απ

αιτείται. 

Ε
π
α
γω

γική Υ
π
όθ

εσ
η:

∆
οθ

έντος ενός οπ
οιουδήπ

οτε κόµβ
ου v, υπ

οθ
έτουµε ότι ο 

ισχ
υρισµός ισχ

ύει για τα π
αιδιά του v.
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Ύ
ψ
ος

Κ
οκκινόµα

υρου ∆
ένδρου

Α
π
όδειξη

(σ
υνέχ

εια
)

Ε
π
α
γω

γικό Β
ήµα

: Α
π
οδεικνύουµε τον ισχ

υρισµό για τον κόµβ
ο v. Έ

στω
 w

ένα οπ
οιοδήπ

οτε π
αιδί του

v.Τ
ότε, b

h
(w
) ≤

b
h
(v)

–
1 (αν ο w

είναι κόκκινος 
τότε

b
h
(w
) = b

h
(v), ενώ

 αν ο w
είναι µαύρος τότε

b
h
(w
) ≥

b
h
(v) -1.Σ

ε κάθ
ε 

π
ερίπ

τω
ση, b

h
(w
) ≥

b
h
(v) -1.Α

φ
ού το ύψ

ος του
w
είναι π

ιο µικρό απ
ό εκείνο 

του v, απ
ό επ

αγω
γική υπ

όθ
εση,

το υπ
οδένδρο

π
ου εκφ

ύεται απ
ό τον w

έχ
ει 

2
b
h
(w
)-1

≥
2
b
h
(v)-1

-1
εσω

τερικούς κόµβ
ους.Ά

ρα, το υπ
οδένδρο

π
ου εκφ

ύεται 
απ

ό τον v
έχ

ει τουλάχ
ιστον 

2
* (2

b
h
(v)-1

-1
) + 1 = 2

b
h
(v)-1

εσω
τερικούς κόµβ

ους, όπ
ω
ς απ

αιτείται.

Ά
ρα, το υπ

ο-δένδρο π
ου εκφ

ύεται απ
ό οπ

οιονδήπ
οτε κόµβ

ο v
π
εριέχ

ει 
τουλάχ

ιστον 2
b
h
(v)-1 εσω

τερικούς  κόµβ
ους. 

(1)

�
Έ
στω

 h
το ύψ

ος του δένδρου και r
η ρίζα. Ε

ίναι b
h
(r) ≥

h
/2

, αφ
ού β

άσει 
της ιδιότητας 4

, σε οπ
οιοδήπ

οτε µονοπ
άτι απ

ό τη ρίζα π
ρος οπ

οιονδήπ
οτε 

εξω
τερικό κόµβ

ο, τουλάχ
ιστον οι µισοί κόµβ

ο (εξαιρουµένης της ίδιας της 
ρίζας) θ

α π
ρέπ

ει να είναι µαύροι. 

�
Ά
ρα,

απ
ό (1),

n ≥
2
h
/2
-1 ⇒

h
 ≤

2
log(n+1).

Π
ω
ς
υλοπ

οιείται η LookU
p(); 

Π
οια είναι η π

ολυπ
λοκότητα 

της;
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Κ
οκκινόµα

υρα
∆
ένδρα

 -
Ε
ισ
α
γω

γή
Α
λγόριθ

µος
�

Ε
ισαγω

γή του νέου στοιχ
είου µε τον ίδιο τρόπ

ο όπ
ω
ς σε ταξινοµηµένο 

δυαδικό δένδρο. Τ
ο µονοπ

άτι π
ου ακολουθ

είται για την εισαγω
γή του νέου 

κόµβ
ου απ

οθ
ηκεύεται σε στοίβ

α.
�

Ο
 νέος κόµβ

ος χ
αρακτηρίζεται κόκκινος.

�
Α
ν οι ιδιότητες χ

ρω
µατισµού εξακολουθ

ούν να ισχ
ύουν, ο αλγόριθ

µος 
τερµατίζεται. ∆

ιαφ
ορετικά, εκτελούνται ενέργειες π

ου απ
οσκοπ

ούν στην 
απ

οκατάσταση τω
ν ιδιοτήτω

ν του δένδρου (οι οπ
οίες π

εριγράφ
ονται στη 

συνέχ
εια).

Γ
ια να απ

αιτείται η εκτέλεση ενεργειώ
ν απ

οκατάστασης του δένδρου
θ
α 

π
ρέπ

ει:
Ο
 π
ατρικός κόµβ

ος του νέο-εισαχ
θ
έντα κόµβ

ου να είναι κόκκινος. Γ
ιατί; 

⇒
Ο
 π
ατρικός αυτός κόµβ

ος δεν µπ
ορεί να είναι η ρίζα. 

Ο
 π
απ

π
ούς του νέο-εισαχ

θ
έντα κόµβ

ου να είναι µαύρος. Γ
ιατί;
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Κ
οκκινόµα

υρα
∆
ένδρα

 -
Ε
ισ
α
γω

γή
Π
εριγρα

φ
ή
Ε
νεργειώ

ν Α
π
οκα

τά
σ
τα
σ
ης

1.
Υ
π
οθ

έτουµε ότι ο π
ατέρας του x

είναι αριστερό π
αιδί του π

απ
π
ού του x

(η 
π
ερίπ

τω
ση π

ου ο π
ατέρας του x

είναι δεξιό π
αιδί του π

απ
π
ού του

x
 είναι 

συµµετρική). Α
ν ο x

 και ο π
ατέρας του x

είναι και οι δύο κόκκινοι κόµβ
οι, 

απ
αιτούνται ενέργειες απ

οκατάστασης τω
ν ιδιοτήτω

ν του δένδρου. 
∆
ιακρίνουµε π

εριπ
τώ

σεις:
2
.
Π
ερίπ

τω
σ
η 1

:
Ο
 αδελφ

ικός κόµβ
ος y του π

ατέρα του x
είναι κόκκινος. 

Τ
ότε, αλλάζουµε το χ

ρώ
µα του π

ατέρα του x
και του αδελφ

ικού του 
κόµβ

ου
y
σε µαύρο και το χ

ρώ
µα του π

απ
π
ού του x

σε κόκκινο. Ε
κτελούµε 

την εντολή “x
 = π

απ
π
ούς του x

”. Ε
π
αναλαµβ

άνουµε ξεκινώ
ντας απ

ό το 
Β
ήµα 1.
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Κ
οκκινόµα

υρα
∆
ένδρα

 -
Ε
ισ
α
γω

γή
Π
εριγρα

φ
ή
Ε
νεργειώ

ν Α
π
οκα

τά
σ
τα
σ
ης (σ

υνέχ
εια

)

3
.
Π
ερίπ

τω
σ
η 2

: Ο
 y

(αδελφ
ικός κόµβ

ος του π
ατέρα του x

) είναι µαύρος 
και ο x

 είναι δεξί π
αιδί του π

ατέρα του. Α
νάγουµε την π

ερίπ
τω

ση αυτή 
στην π

ερίπ
τω

ση 3
 µε την εκτέλεση µιας αριστερής π

εριστροφ
ής

γύρω
 απ

ό 
τον π

ατέρα του
x
.(Η

 π
ερίπ

τω
ση π

ου ο x
είναι αριστερό π

αιδί του π
ατέρα 

του είναι συµµετρική).
4
.
Π
ερίπ

τω
σ
η 3

:
Ο
 x

είναι αριστερό π
αιδί του π

ατέρα του. Τ
ο χ

ρώ
µα του 

π
ατέρα του x

αλλάζει σε µαύρο και του π
απ

π
ού σε κόκκινο. Ε

κτελείται µια 
δεξιά π

εριστροφ
ή γύρω

 απ
ό τον π

απ
π
ού του x

.
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υµµετρικές Π
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τώ
σ
εις

x

Π
ερίπ

τω
σ
η
1
: Ο

 αδελφ
ικός κόµβ

ος y
του π

ατρικού κόµβ
ου του

x
είναι 

κόκκινος. (Σ
υµµετρική π

ερίπ
τω

ση π
ου ο π

ατρικός κόµβ
ος του x

είναι δεξιό 
π
αιδί του π

απ
π
ού του x

.)

y
y

νέο
x

νέο
x

x

y
y
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x
x

Π
ερίπ

τω
ση

2
Π
ερίπ

τω
ση

3
a

β
γ

δ

a

β

γ
δ

a
β

γ
δ

Π
ερίπ

τω
σ
η
2
: Ο

 y
(αδελφ

ικός κόµβ
ος του π

ατέρα του x
) είναι µαύρος και ο 

x
 είναι αριστερό π

αιδί του π
ατέρα του. Α

νάγουµε την π
ερίπ

τω
ση αυτή

στην 
π
ερίπ

τω
ση 3

 µε την εκτέλεση µιας δεξιάς π
εριστροφ

ής.

Π
ερίπ

τω
σ
η 3

:
Ο
 x

είναι δεξιό π
αιδί του π

ατέρα του. Τ
ο χ

ρώ
µα του π

ατέρα 
του x

αλλάζει σε µαύρο και του π
απ

π
ού σε κόκκινο. Ε

κτελείται µια αριστερή 
π
εριστροφ

ή.

Κ
οκκινόµα

υρα
∆
ένδρα

 –
Ε
ισ
α
γω

γή
–

Κ
ά
π
οιες α

π
ό τις Σ

υµµετρικές Π
εριπ

τώ
σ
εις
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Κ
οκκινόµα

υρα
∆
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Ε
ισ
α
γω

γή -
Ψ
ευδοκώ

δικα
ς

R
ed

B
lackT

ree-Insert(pointer
R
, K

ey k) {
/*

Ο
R
είναι δείκτης στη ρίζα του δένδρου

και το K
είναι το 

π
ρος-εισαγω

γή κλειδί. Θ
εω

ρώ
 ότι το δένδρο είναι διπ

λά συνδεδεµένο */

y = nill; z = R
;

w
h
ile (z != null) {   // αγνοώ

 ελέγχ
ους για το αν το κλειδί K

β
ρίσκεται ήδη στο δένδρο

y = z; 
if (K

 < z->K
ey) z = z->LC

;
else z = z->R

C
;

}x
 = new

cell();   x
->K

ey = K
;   x

->LC
 = x

->R
C
 = null;   x

->color = R
E
D
;

x
->p = y;

if (y == null) (κάνε το x
ρίζα του δένδρου);

else if (x
->key < y->key) y->lc

= x
;

// τοπ
οθ

έτηση του x
ω
ς 

else y->rc
= x

;
// κατάλληλου π

αιδιού του y

C
olorPropertiesInsert(R

,x
)

}
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C
olorPropertiesInsert(pointer

R
, pointer x

) {
w
h
ile (x

->p->color == R
E
D
) {

//αν το χ
ρώ

µα του π
ατέρα του x

 είναι επ
ίσης κόκκινο

if (x
->p == x

->p->p->LC
) {

//
αν

o π
ατέρας του x

είναι αριστερό π
αιδί του π

απ
π
ού του x

y = x
->p->p->R

C
;

// o y
είναι ο αδελφ

ικός κόµβ
ος του π

ατέρα του x

if (y->color == R
E
D
) {

x
->p->color = B

LA
C
K
;

// π
ατέρας και αδελφ

ικός κόµβ
ος π

ατέρα

y->color = B
LA

C
K
;

// γίνονται και οι δυο µαύροι

x
->p->p->color = R

E
D
;

// ο π
απ

π
ούς γίνεται κόκκινος

x
 = x

->p->p;
// (νέο x

= π
απ

π
ούς x

); και επ
αναλαµβ

άνουµε

}
else {

if (x
 == x

->p->R
C
) {

// o x
είναι δεξιό π

αιδί του π
ατέρα του ⇒

Π
ερίπ

τω
ση

2

x
 = x

->p;
// ο π

ατέρας του
x
θ
α π

αίξει το ρόλο του x
 (δείτε σχ

ήµατα)

LeftR
otate(R

,
x
);

// αριστερή π
εριστροφ

ή γύρω
 απ

ό τον π
ατέρα του x

}
x
->p->color = B

LA
C
K
;

x
->p->p->color = R

E
D
;

R
igh

tR
otate(R

,
x
->p->p);

}     
}else (

(1) µε εναλλαγή του LC
 µε R

C
και το αντίστροφ

ο, καθ
ώ
ς και

του LeftR
otate

µε R
igh

tR
otate

και το αντίστροφ
ο);

}
}

(1)

Κ
οκκινόµα

υρα
∆
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ισ
α
γω

γή
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Κ
οκκινόµα

υρα
∆
ένδρα

Ε
ισ
α
γω

γή
Π
α
ρά

δειγµα
(a) Κ

όµβ
ος x

αµέσω
ς µετά την 

εισαγω
γή του. Ο

 π
ατέρας του 

x
 και ο αδελφ

ικός κόµβ
ος y 

του π
ατέρα του

x
είναι 

κόκκινοι ⇒
Π
ερίπ

τω
ση

1
(b
) Τ

ο ρόλο του x
θ
α π

αίξει 
τώ

ρα ο κόµβ
ος µε κλειδί 7

. Ο
 

π
ατέρας του x

είναι κόκκινος 
κα ο αδελφ

ικός κόµβ
ος y

του 
π
ατέρα του x

είναι µαύρος. 
Α
φ
ού o x

είναι δεξιό π
αιδί του 

π
ατέρα του ενώ

 ο π
ατέρας 

του x
αριστερό π

αιδί του 
δικού του π

ατέρα ⇒
Π
ερίπ

τω
ση

2
(c) Π

ερίπ
τω

ση
3
, 

(d
)
Τ
ελικό

δένδρο

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

6
2

Κ
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υρα
∆
ένδρα

 –
∆
ια
γρα

φ
ή

�
Η
διαγραφ

ή γίνεται µε π
αρόµοιο τρόπ

ο όπ
ω
ς σε ταξινοµηµένο δυαδικό

δένδρο και 
στη συνέχ

εια ελέγχ
εται αν οι ιδιότητες τω

ν κοκκινόµαυρω
ν δένδρω

ν
ισχ

ύουν ή όχ
ι 

και γίνονται κατάλληλες ενέργειες.
�

Έ
στω

 y
ο κόµβ

ος π
ου θ

α διαγραφ
εί απ

ό το δένδρο. 
�

Α
ν το χ

ρώ
µα του y

είναι κόκκινο, ο y
διαγράφ

εται και ο αλγόριθ
µος τερµατίζει. 

�
Γ
ιατί δεν π

ροκύπ
τει π

ρόβ
ληµα µε τις ιδιότητες χ

ρω
µατισµού του δένδρου σε αυτή 

την π
ερίπ

τω
ση?

�
∆
εν υπ

άρχ
ουν κόµβ

οι τω
ν οπ

οίω
ν το µαύρο ύψ

ος έχ
ει µεταβ

ληθ
εί στο

δένδρο
�

∆
εν έχ

ει π
ραγµατοπ

οιηθ
εί καµία απ

ευθ
είας σύνδεση µεταξύ δύο κόκκινω

ν 
κόµβ

ω
ν 

�
∆
εδοµένου ότι, αν ο y

ήταν κόκκινος, δεν µπ
ορεί να είναι ο ριζικός κόµβ

ος, ο 
ριζικός κόµβ

ος π
αραµένει µαύρος.

�
Α
ν το χ

ρώ
µα του y

είναι µαύρο, η διαγραφ
ή του µπ

ορεί να δηµιουργήσει τα εξής 
π
ροβ

λήµατα:
�

Α
ν ο y

ήταν ο ριζικός κόµβ
ος και τεθ

εί ω
ς νέος ριζικός κάπ

οιος κόκκινος 
κόµβ

ος, έχ
ει π

αραβ
ιαστεί η ιδιότητα 2

.
�

Α
ν ο µοναδικός θ

υγατρικός κόµβ
ος x

 του y
και ο π

ατρικός κόµβ
ος p

του y
ήταν και οι δυο κόκκινοι, έχ

ει π
αραβ

ιαστεί η ιδιότητα 4
.

�
Λ
όγω

 της διαγραφ
ής του

y, όλα τα µονοπ
άτια π

ου π
εριείχ

αν τον y
(π
ριν τη 

διαγραφ
ή) 

έχ
ουν ένα µαύρο κόµβ

ο λιγότερο (µετά τη διαγραφ
ή) ⇒

µετά
τη

διαγραφ
ή, όλοι

οι
π
ρόγονοι

του
y
στο

δένδρο
π
αραβ

ιάζουν
την

ιδιότητα
5
.
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∆
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�
Υ
π
οθ

έτουµε ότι η µαύρη ιδιότητα του y
µεταφ

έρεται στο π
αιδί του x

, το οπ
οίο αν 

είναι µαύρο γίνεται διπ
λά µαύρο (π

ου είναι µη επ
ιτρεπ

τό). Φ
ανταζόµαστε π

ω
ς κάθ

ε 
κόµβ

ος έχ
ει ένα και µοναδικό κουπ

όνι π
ου καθ

ορίζει το χ
ρώ

µα του (µαύρο ή 
κόκκινο). Τ

ότε, ένας διπ
λά-µαύρος κόµβ

ος είναι σαν να έχ
ει δύο κουπ

όνια µε µαύρο 
χ
ρώ

µα. Α
υτό είναι µη επ

ιτρεπ
τό και ο κόµβ

ος π
ρέπ

ει να απ
αλλαγεί απ

ό το ex
tra

µαύρο κουπ
όνι.

�
Π
ροκειµένου να επ

ιτευχ
θ
εί αυτό, το ex

tra
µαύρο κουπ

όνι µεταφ
έρεται π

ρος τα 
π
άνω

 (ακολουθ
ώ
ντας το µονοπ

άτι απ
ό τον κόµβ

ο π
ρος τη ρίζα) µέχ

ρι
είτε:

◊
  να φ

θ
άσουµε στη ρίζα, ή 

◊
  να β

ρούµε έναν κόκκινο κόµβ
ο π

ου τον επ
αναχ

ρω
µατίζουµε

µαύρο και 
ο αλγόριθ

µος τερµατίζει, ή
◊
  να µπ

ορούν να εκτελεστούν κατάλληλες π
εριστροφ

ές και
επ

αναχ
ρω

µατισµοί
κάπ

οιω
ν κόµβ

ω
ν ώ

στε να επ
ιλυθ

εί το π
ρόβ

ληµα.

Π
α
ρα

τήρησ
η

Τ
ο π

εδίο χ
ρώ

µα του x
εξακολουθ

εί να είναι είτε κόκκινο ή µαύρο (ανεξάρτητα του 
επ

ιπ
ρόσθ

ετου µαύρου κουπ
ονιού). Τ

ο π
ρόσθ

ετο κουπ
όνι ενός κόµβ

ου επ
ισυνάπ

τεται 
στον δείκτη π

ρος τον κόµβ
ο αυτό και όχ

ι στο π
εδίο χ

ρώ
µα του κόµβ

ου (αυτή η 
υπ

όθ
εση απ

αιτείται για να λειτουργεί σω
στά ο ψ

ευδοκώ
δικας

π
ου θ

α π
αρουσιαστεί 

σε επ
όµενες διαφ

άνειες).
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Κ
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∆
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γρα

φ
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Θ
εω

ρώ
ότι το δένδρο 

υλοπ
οιείται µε κόµβ

ο 
φ
ρουρό. Έ

τσι, όλοι οι nill
δείκτες δείχ

νουν στον 
κόµβ

ο φ
ρουρό.

(Α
υτό εξυπ

ηρετεί στη 
µείω

ση τω
ν ελέγχ

ω
ν π

ου 
απ

αιτούνται στον κώ
δικα 

π
ου θ

α π
αρουσιαστεί σε 

επ
όµενες διαφ

άνειες).



Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

6
5

p

Κ
οκκινόµα

υρα
∆
ένδρα

-
∆
ια
γρα

φ
ή

Έ
στω

x
το π

αιδί του κόµβ
ου π

ου 
διαγράφ

εται.Έ
στω

 w
ο αδελφ

ικός 
κόµβ

ος και p
ο π

ατέρας του x
. 

Α
ν ο x

είναι διπ
λά µαύρος, ο w

 δεν µπ
ορεί 

να είναι ο κόµβ
ος φ

ρουρός. Γ
ιατί;

Α
ν συνέβ

αινε αυτό, το π
λήθ

ος τω
ν 

µαύρω
ν κόµβ

ω
ν στο µονοπ

άτι απ
ό τον 

π
ατρικό κόµβ

ο του x
µέχ

ρι τον κόµβ
ο 

w
(π
ου είναι µαύρος αφ

ού υπ
οθ

έσαµε 
ότι είναι ο κόµβ

ος φ
ρουρός) θ

α ήταν 
µικρότερο απ

ό το αντίστοιχ
ο π

λήθ
ος 

µαύρω
ν κόµβ

ω
ν στο µονοπ

άτι απ
ό τον 

π
ατρικό κόµβ

ο του x
µέχ

ρι τον x
.

Υ
π
οθ

έτουµε ότι ο x
είναι αριστερό π

αιδί 
του π

ατρικού του κόµβ
ου. (Η

 
π
ερίπ

τω
ση π

ου ο x
είναι δεξιό π

αιδί 
του π

ατρικού του κόµβ
ου είναι 

συµµετρική. )

Ο
ι τέσσερις π

εριπ
τώ

σεις, στις οπ
οίες 

π
ραγµατοπ

οιούνται κατάλληλες 
ενέργειες επ

αναχ
ρω

µατισµού
τω

ν 
κόµβ

ω
ν και π

εριστροφ
ές 

π
αρουσιάζονται στο Σ

χ
ήµα.
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∆
ιακρίνουµε

π
εριπ

τώ
σεις ω

ς π
ρος το 

χ
ρώ

µα του w
.

Β
α
σ
ική Ι

δέα
Σ
ε όλες τις π

εριπ
τώ

σεις, ο 
µετασχ

ηµατισµός διατηρεί το 
π
λήθ

ος τω
ν µαύρω

ν κόµβ
ω
ν 

(συµπ
εριλαµβ

ανοµένου και του 
ex

tra
µαύρου κουπ

ονιού του
x
) 

απ
ό τον ριζικό κόµβ

ο του 
εικονιζόµενου υπ

οδένδρου
(συµπ

εριλαµβ
ανοµένου του 

ριζικού) µέχ
ρι καθ

ένα απ
ό τα 

υπ
οδένδρα

α,β
,γ,δ,ε

και ζ.

1
.
Π
ερίπ

τω
σ
η 1

:
Ο
 w

είνα
ι 

κόκκινος.
Α
λλάζουµε το χ

ρώ
µα του w

σε 
µαύρο και του p

σε κόκκινο και 
εκτελούµε µια αριστερή 
π
εριστροφ

ή γύρω
 απ

ό τον π
ατέρα 

του x
. Έ

τσι, µεταπ
ίπ
τουµε στην 

π
ερίπ

τω
ση 2

, 3
, ή 4

.
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p
2
.

Ο
 w

είνα
ι µα

ύρος κόµβ
ος. 

α
. Π

ερίπ
τω

σ
η 2

: Κ
α
ι τα

 δύο 
π
α
ιδιά

 του w
είνα

ι µα
ύρα

.
Α
λλάζουµε το χ

ρώ
µα του w

σε 
κόκκινο, του x

σε µαύρο (απ
ό διπ

λά 
µαύρο) και µεταφ

έρουµε το µαύρο 
π
ου αφ

αιρέσαµε απ
ό τους w

, x
στον 

p. Α
ν ο p

ήταν κόκκινος γίνεται 
µαύρος και ο αλγόριθ

µος τερµατίζει. 
∆
ιαφ

ορετικά, ο p
γίνεται διπ

λά 
µαύρος και ο αλγόριθ

µος 
επ

αναλαµβ
άνεται µε x

= p. 

β
. Π

ερίπ
τω

σ
η 3

:
Τ
ο w

-
>
lc

είνα
ι 

κόκκινο κα
ι το w

-
>
rc

µα
ύρο.

Α
λλάζω

 το χ
ρώ

µα του w
σε κόκκινο 

και του w
->lc

σε µαύρο και εκτελώ
 

µια π
εριστροφ

ή γύρω
 απ

ό το w
 ⇒

Μ
εταπ

ίπ
τουµε στην π

ερίπ
τω

ση 2
c.

γ. Π
ερίπ

τω
σ
η 4

:
Τ
ο w

-
>
rc

είνα
ι 

κόκκινο.
Α
λλάζω

 το χ
ρώ

µα του w
-

>rc
σε µαύρο, του w

σε ότι ήταν το 
χ
ρώ

µα του p
και του p

σε µαύρο και 
εκτελώ

 µια π
εριστροφ

ή γύρω
 απ

ό 
τον p. Ο

 αλγόριθ
µος τερµατίζει.

Κ
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Ψ
ευδοκώ

δικα
ς

R
ed

B
lack-D

elete(pointer
R
, pointer z) {

if (z->R
C
 == N

U
LL O

R
 z->LC

 == N
U
LL)  

y = z;                                     //
αν z έχ

ει ένα ή κανένα π
αιδί, διαγράφ

εται το ίδιο το z

else y = T
reeS

uccessor(R
,z);     // διαφ

ορετικά, διαγράφ
εται ο επ

όµενος κόµβ
ος στην ενδ/γµένη

διάσχ
ιση

if (y->LC
 != N

U
LL) x

 = y->LC
;

// ο
x
 δείχ

νει στο µοναδικό π
αιδί του y

else x
 = y->R

C
;

x
->p = y->p;

if (y->p == N
U
LL) (κάνε το x

 ρίζα του δένδρου);
else if (y == y->p->LC

) y->p->LC
 = x

;
// αν ο y

είναι αριστερό π
αιδί του π

ατέρα του

else y->p->R
C
 = x

;
if (y != z) {

// αν ο π
ρος διαγραφ

ή κόµβ
ος είναι ο επ

όµενος στην ενδ/γµένη
διάσχ

ιση

z->K
ey = y->key;

// αντιγραφ
ή όλω

ν τω
ν π

εδίω
ν δεδοµένω

ν

(αντιγραφ
ή τω

ν υπ
ολοίπ

ω
ν π

εδίω
ν δεδοµένω

ν του y
στο z); 

}if (y->color == B
LA

C
K
) C

olorPropertiesD
elete(R

,x
);

// αν η διαγραφ
ή αφ

ορούσε κόµβ
ο µε χ

ρώ
µα µαύρο, εκτέλεση κατάλληλω

ν
//   ενεργειώ

ν για την επ
αναφ

ορά τω
ν ιδιοτήτω

ν χ
ρω

µατισµού του δένδρου

return y;
}
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C
olorPropertiesD

elete(pointer
R
, pointer x

)
{

w
h
ile (x

 != R
 A
N
D
 x
->color == B

LA
C
K
) {

if (x
 == x

->p->LC
) {  // αν ο x

είναι αριστερό π
αιδί

w
 = x

->p->R
C
;

if (w
->color == R

E
D
) {

// αν αδελφ
ικός του x

κόκκινος
w
->color = B

LA
C
K
;

// Π
ερίπ

τω
ση 1

x
->p->color = R

E
D
;

// Π
ερίπ

τω
ση 1

LeftR
otation(R

, x
->p);

// Π
ερίπ

τω
ση 1

w
 = x

->p->R
C
;

// Π
ερίπ

τω
ση 1

}if (w
->LC

->color == B
LA

C
K
 A
N
D
 

w
->R

C
->color == B

LA
C
K
) {

// αν και τα δύο π
αιδιά του w

 είναι µαύρα
w
->color = R

E
D
;

// Π
ερίπ

τω
ση 2

x
 = x

->p;
// Π

ερίπ
τω

ση 2
}else {if (w

->R
C
->color == B

LA
C
K
) {

// αν δεξιό π
αιδί του x

 µαύρο
w
->LC

->color = B
LA

C
K
; 

// Π
ερίπ

τω
ση 3

w
->color = R

E
D
;

// Π
ερίπ

τω
ση 3

R
igh

tR
otation(R

,w
);

// Π
ερίπ

τω
ση 3

w
 = x

->p->R
C
;

// Π
ερίπ

τω
ση 3

}w
->color = x

->p->color;
// Π

ερίπ
τω

ση 4
x
->p->color = B

LA
C
K
;           // Π

ερίπ
τω

ση 4
 

w
->R

C
->color = B

LA
C
K
; //Π

ερίπ
τω

ση 4
LeftR

otation(R
, x

->p);//Π
ερίπ

τω
ση 4

x
 = R

;
// Π

ερίπ
τω

ση 4
}   /* else */

}  /* if */
else (ίδια µε (2

) µε εναλλαγή του LC
 µε R

C
και το αντίστροφ

ο, καθ
ώ
ς και

του
LeftR

otate
µε R

igh
tR

otate
και το

αντίστροφ
ο);

}x
->color = B

LA
C
K
; 

}

(2
)


