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Γ
ρά

φ
οι

�
Έ
νας γράφ

ος απ
οτελείται απ

ό ένα σύνολο απ
ό σηµεία (π

ου λέγονται
κόµβ

οι) και ένα σύνολο απ
ό γραµµές (π

ου λέγονται α
κµές) οι οπ

οίες 
συνδέουν ζεύγη κόµβ

ω
ν.

Ε
φ
α
ρµογές

Μ
οντελοπ

οίηση π
ολλώ

ν π
ροβ

ληµάτω
ν:

�
Α
εροπ

ορικές π
τήσεις µεταξύ κάπ

οιω
ν π

όλεω
ν.

�
Σ
υνηθ

ίζεται στη δηµιουργία χ
αρτώ

ν να ζω
γραφ

ίζονται γειτονικές 
χ
ώ
ρες (νοµοί) µε διαφ

ορετικό χ
ρώ

µα. Τ
ο π

ρόβ
ληµα αυτό µπ

ορεί να 
µοντελοπ

οιηθ
εί σαν ένα π

ρόβ
ληµα γράφ

ω
ν.

�
Π
ολλά π

αιχ
νίδια µπ

ορούν να µοντελοπ
οιηθ

ούν µε χ
ρήση γράφ

ω
ν.

�
T
raveling S

alesm
an Prob

lem
(Π

ρόβ
ληµα π

εριπ
λανώ

µενου π
ω
λητή): 

∆
εδοµένου ενός συνόλου απ

ό π
όλεις και της απ

όστασης µεταξύ κάθ
ε 

ζεύγους π
όλεω

ν, β
ρείτε τη συντοµότερη διαδροµή π

ου επ
ισκέπ

τεται 
κάθ

ε π
όλη (δηλαδή εκείνη στην οπ

οία διανύεται η µικρότερη απ
όσταση).



Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

3

Π
α
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Γ
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φ
ω
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Χ
ρήσ

ιµη
Ο
ρολογία

�
Έ
νας γρά

φ
ος

G
χ
αρακτηρίζεται 

απ
ό δύο σύνολα V

και E
. 

Τ
ο σύνολο V

είναι ένα π
επ

ερασµένο σύνολο, π
ου π

εριέχ
ει ω

ς στοιχ
εία     

τις κορυφ
ές

(vertices) ή κόµβ
ους

(nod
es) ή σ

ηµεία
(points) του 

γράφ
ου. Τ

ο σύνολο Ε
 π
εριέχ

ει τα ζεύγη κορυφ
ώ
ν του γράφ

ου, τα
οπ

οία 
ορίζουν τις α

κµές
(ed

ges) ή τόξα
(arcs) ή σ

υνδέσ
µους

(links) του.
�

Ο
ι κορυφ

ές ή οι ακµές ενός γράφ
ου χ

αρακτηρίζονται απ
ό ένα µοναδικό 

όνοµα π
ου ονοµάζεται ετικέτα

(lab
el).

�
V
(G

) ή V
:
το σύνολο τω

ν κόµβ
ω
ν ενός γράφ

ου G
�
E
(G

) ή
E
:
το σύνολο τω

ν ακµώ
ν ενός γράφ

ου G
�
G
(V

,E
):

γράφ
ος µε σύνολο κόµβ

ω
ν V

και σύνολο ακµώ
ν Ε

Π
α
ρα

δείγµα
τα

V
(G

1 ) = {1,2
,3
,4
}, E

(G
1 ) = {(1,2

),(1,3
),(1,4

),(2
,3
),(2

,4
),(3

,4
)}

V
(G

2 ) = {1,2
,3
,4
,5
,6
,7
}, E

(G
2 ) = {(1,2

), (1,3
), (2

,4
), (2

,5
), (3

,6
), (3

,7
)}

�
Γ
ρά

φ
ος

µε β
ά
ρη

σ
τις α

κµές
(w

eigh
ted

 graph
) λέγεται ένας γράφ

ος, 
όπ

ου µε κάθ
ε ακµή του έχ

ει συσχ
ετισθ

εί ένας αριθ
µός π

ου ονοµάζεται 
β
ά
ρος

(w
eigh

t). 
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Χ
ρήσ

ιµη
Ο
ρολογία

�
Έ
νας

γράφ
ος είναι µη κα

τευθ
υνόµενος

αν τα ζεύγη τω
ν 

κορυφ
ώ
ν π

ου ορίζουν τις ακµές του στερούνται διάταξης, π
.χ
., 

τα ζεύγη (υ
1 , υ

2 ) και (υ
2 , υ

1 ) αναφ
έρονται στην ίδια ακµή.

�
Σ
τους κα

τευθ
υνόµενους γρά

φ
ους

κάθ
ε ακµή συµβ

ολίζεται µε το 
κατευθ

υνόµενο ζεύγος 
<υ

1 , υ
2 >, όπ

ου υ
1
είναι η ουρά

(tail) και υ
2
είναι η κεφ

α
λή

(h
ead

) 
της ακµής (έτσι, οι ακµές <υ

1 , υ
2 > και <υ

2 , υ
1 > είναι δυο 

διαφ
ορετικές ακµές).

�
Έ
νας µη κατευθ

υνόµενος γράφ
ος µπ

ορεί να θ
εω

ρηθ
εί ω

ς ένας 
συµµετρικός κατευθ

υνόµενος γράφ
ος.

Π
α
ρά

δειγµα
�

Ο
ι γράφ

οι G
και G

3
 είναι κατευθ

υνόµενοι ενώ
 ο γράφ

ος του 
σχ

ήµατος (a)
είναι µη-κατευθ

υνόµενος. 

�
V
(G

3 ) = {1,2
,3
}, E

(G
3 ) = {<1,2

>,<2
,1>,<2

,3
>}

�
V
(G

) = {u,v,w
,x
,y}, E

(G
) = {<u,w

>, <w
,u>, <w

,y>, <x
,w
>, <y,v>,<v,u>}.
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Χ
ρήσ

ιµη
Ο
ρολογία

�
Α
ν (υ

1 , υ
2 ) ∈

Ε
(G

), 
τότε οι κορυφ

ές υ
1
και υ

2
λέγονται διπ

λα
νές

(ad
jacent) ή γειτονικές

(neigh
b
oring) και η ακµή (υ

1 , υ
2 ) ονοµάζεται π

ροσ
κείµενη

στις κορυφ
ές 

υ
1
και υ

2 .
�

Α
ν δύο κορυφ

ές υ
1
και υ

2
δεν συνδέονται µεταξύ τους µε ακµή λέγονται 

α
νεξά

ρτητες
(ind

epend
ent).

�
Α
ν (υ

1 , υ
2 ) είναι µια ακµή τότε η κορυφ

ή υ
1
λέγεται διπ

λα
νή

(ad
jacent) 

της υ
2 . Ε

π
ίσης, οι κορυφ

ές υ
1 , υ

2
λέγονται και γειτονικές.

�
Α
ν <υ

1 ,υ
2 > είναι µια ακµή ενός κατευθ

υνόµενου γράφ
ου, τότε ο κόµβ

ος υ
1

είναι γειτονικός
του κόµβ

ου υ
2 , αλλά το αντίστροφ

ο ισχ
ύει µόνο αν και η 

ακµή <υ
2 , υ

1 > υπ
άρχ

ει επ
ίσης στον κατευθ

υνόµενο γράφ
ο. 

�
Έ
νας γράφ

ος µε π
ολλές ακµές λέγεται π

υκνός
(συνήθ

ω
ς µε Θ

(nlogn) ή 
π
ερισσότερες ακµές).

�
Έ
νας γράφ

ος µε λίγες ακµές (συνήθ
ω
ς λιγότερες απ

ό O
(n)) λέγεται

α
ρα

ιός.
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Θ
εµιτές

Λ
ειτουργίες σ

ε Γ
ρά

φ
ους

�
M
a
ke

G
ra

ph
(V

):
επ

ιστρέφ
ει έναν γράφ

ο µε σύνολο κορυφ
ώ
ν V

και 
καµία ακµή.

�
V
e
rtice

s(G
):

επ
ιστρέφ

ει V
(G

), το σύνολο τω
ν κορυφ

ώ
ν του G

.

�
Ε
d
ge

s(G
):

επ
ιστρέφ

ει Ε
(G

), το σύνολο τω
ν ακµώ

ν του G
.

�
N
e
igh

b
ors(v,G

):
επ

ιστρέφ
ει το σύνολο τω

ν κορυφ
ώ
ν π

ου είναι 
γειτονικές του κόµβ

ου v
στον G

.

�
A
d
d
V
e
rte

x
(v,G

):
Π
ροσθ

έτει ένα νέο κόµβ
ο µε ετικέτα v

στον G
.

�
A
d
d
D
ire

cte
d
E
d
ge

(u,v,G
):

π
ροσθ

έτει µια νέα (κατευθ
υνόµενη) 

ακµή <u,v> π
ου συνδέει τους κόµβ

ους u
και v

στον G
.

�
A
d
d
U
nd

ire
cte

d
E
d
ge

(u,v,G
):

π
ροσθ

έτει τη νέα ακµή (u,v) π
ου 

συνδέει τους κόµβ
ους u

και v
στον G

.

�
D
e
le
te

V
e
rte

x
(v,G

):
διαγράφ

ει τον κόµβ
ο v

απ
ό τον G

, µαζί µε 
όλες τις ακµές π

ου π
ρόσκεινται σε αυτόν.

�
D
e
le
te

E
d
ge

(u,v,G
):

διαγράφ
ει την ακµή π

ου συνδέει τους κόµβ
ους 

u
και v

στον G
.
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Έ
στω

ένας γράφ
ος G

του οπ
οίου οι κόµβ

οι έχ
ουν 

αριθ
µηθ

εί απ
ό το 1 ω

ς το |V
|
κατά αυθ

αίρετο τρόπ
ο.

Ο
 π
ίνακας γειτνίασης Α

 του G
είναι ένας |V

|x
|V

|
π
ίνακας µε στοιχ

εία:

Ο
ρίζουµε ω

ς ανάστροφ
ο ενός π

ίνακα γειτνίασης Α
 

τον π
ίνακα Α

Τ
= {a

ij T}, όπ
ου a

ij T
= a

ji , για κάθ
ε i,j

∈
{1,..,|V

|}.

Ο
 π
ίνακας γειτνίασης ενός µη-κατευθ

υνόµενου 
γράφ

ου ισούται µε τον ανάστροφ
ό του.

�
Γ
ια κάθ

ε εγγραφ
ή A

[i,j]
του π

ίνακα π
ου είναι 

ίση µε 1, η εγγραφ
ή Α

[j,i] ισούται επ
ίσης µε 1.

Α
να

π
α
ρά

σ
τα

σ
η
Γ
ρά

φ
ω
ν

α
ν (i,j) 

[
,

]
δ
ια
φ
ο
ρ
ε

10
τικ
ά E

A
i

j
∈


=


Π
α
ρα

δείγµα
τα

Π
ίνακας

γειτνίασης του G
1

Κ
ατευθ

υνόµενος
γράφ

ος G
1
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Θ
ετικά

&
 Α

ρνητικά
 Π

ινά
κω

ν Γ
ειτνία

σ
ης

Θ
ετικά

�
Α
ν δεν χ

ρειάζεται να απ
οθ

ηκευτούν επ
ιπ
ρόσθ

ετες π
ληροφ

ορίες για 
κάθ

ε κόµβ
ο του γράφ

ου, η µέθ
οδος είναι π

ολύ ελκυστική. Κ
άθ

ε κόµβ
ος 

χ
αρακτηρίζεται απ

ό έναν ακέραιο και οι ακέραιοι αυτοί χ
ρησιµοπ

οιούνται 
για διευθ

υνσιοδότηση
του π

ίνακα γειτνίασης.
�

Π
ολλές λειτουργίες υλοπ

οιούνται απ
λά και απ

οτελεσµατικά.

Α
ρνητικά

�
Κ
άθ

ε διαγραφ
ή ή εισαγω

γή κόµβ
ου στο γράφ

ο π
ροκαλεί αλλαγή στο 

µέγεθ
ος του π

ίνακα. 
�

Η
 µέθ

οδος π
ίνακα γειτνίασης είναι απ

λή, αλλά δεν υπ
οστηρίζει 

απ
οτελεσµατικά όλες τις λειτουργίες.
�
Π
οια η π

ολυπ
λοκότητα της λειτουργίας εύρεσης τω

ν γειτονικώ
ν 

κόµβ
ω
ν ενός κόµβ

ου υ? 
�
Θ
α µπ

ορούσαµε να υλοπ
οιήσουµε τη λειτουργία αυτή π

ιο 
απ

οτελεσµατικά αν γνω
ρίζαµε π

ω
ς ο κόµβ

ος δεν έχ
ει καθ

όλου 
γειτονικούς κόµβ

ους?

Η
Υ
2
4
0
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Π
αναγιώ
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1
0

Λ
ίσ
τες

Γ
ειτνία

σ
ης

�
Ο
ι κόµβ

οι απ
οθ

ηκεύονται σε 
µια λίστα. Σ

ε κάθ
ε κόµβ

ο v της 
λίστας απ

οθ
ηκεύεται δείκτης 

στο π
ρώ

το στοιχ
είο µιας λίστα 

π
ου π

εριέχ
ει τους γειτονικούς 

κόµβ
ους του κόµβ

ου του 
γράφ

ου στον οπ
οίο αντιστοιχ

εί 
ο v.Η

 λίστα γειτνίασης είναι µια 
λίστα απ

ό λίστες!
Λ
ίστα

Γ
ειτνίασης G

1
Λ
ίστα

Γ
ειτνίασης G

3

Θ
ετικά

Έ
νας κόµβ

ος µπ
ορεί να εισαχ

θ
εί ή να διαγραφ

εί µε την ίδια ευκολία όπ
ω
ς µια ακµή.

Ο
δηγεί σε καλή χ

ω
ρική π

ολυπ
λοκότητα για την αναπ

αράσταση αραιώ
ν γράφ

ω
ν.

Α
ρνητικά

Η
 χ
ρονική π

ολυπ
λοκότητα της λειτουργίας «

Ε
ύρεση αν δύο κόµβ

οι είναι γειτονικοί»
 

είναι µεγαλύτερη απ
ό όταν χ

ρησιµοπ
οιείται π

ίνακας γειτνίασης.
Α
κριβ

ή µέθ
οδος ω

ς π
ρος τη χ

ω
ρική π

ολυπ
λοκότητα για π

υκνούς γράφ
ους.
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Π
ολυπ

λοκότητα
Α
λγορίθ

µω
ν Γρά

φ
ω
ν

Π
ρότα

σ
η: Τ

ο µέγιστο π
λήθ

ος ακµώ
ν για κάθ

ε µη κατευθ
υνόµενο γράφ

ο µε n
κορυφ

ές είναι E
m
ax
= n(n-1)/2

. Γ
ιατί;

Τ
ι ισχ

ύει αν ένας γράφ
ος G

 είναι κατευθ
υνόµενος? 

Ο
 G
 µπ

ορεί να έχ
ει το π

ολύ διπ
λάσιο π

λήθ
ος ακµώ

ν απ
ό τον αντίστοιχ

ο µη 
κατευθ

υνόµενο γράφ
ο.

Τ
ι θ

α ήταν καλύτερο, ένας αλγόριθ
µος π

ου τρέχ
ει σε χ

ρόνο Θ
(n

2) ή σε Θ
(m

)?

Α
λγόριθ

µοι µε π
ολυπ

λοκότητα Θ
(m

) συνήθ
ω
ς δεν µπ

ορούν να σχ
εδιαστούν, 

αφ
ού αν το |E

| είναι µικρό, δεν αρκεί ο χ
ρόνος ούτε για να εξεταστεί κάθ

ε κόµβ
ος.

Π
ολλές φ

ορές η γνώ
ση του αν ο γράφ

ος είναι π
υκνός ή αραιός β

οηθ
άει στο 

σχ
εδιασµό απ

οτελεσµατικώ
ν αλγόριθ

µω
ν.

Η
 χ
ρονική π

ολυπ
λοκότητα γράφ

ω
ν  είναι συνήθ

ω
ς συνάρτηση τόσο του αριθ

µού 
τω

ν κόµβ
ω
ν, όσο και του αριθ

µού τω
ν ακµώ

ν, π
.χ
., Θ

(n+m
).

Ά
λλοι π

αράγοντες π
ου επ

ηρεάζουν σηµαντικά την π
ολυπ

λοκότητα είναι η 
υλοπ

οίηση (δηλαδή η µέθ
οδος αναπ

αράστασης π
ου χ

ρησιµοπ
οιείται).

�
Π
ω
ς θ

α µπ
ορούσε να υλοπ

οιηθ
εί  µια εντολή ανακύκλω

σης του τύπ
ου

“για κάθ
ε 

ακµή
e στον

G
” δεδοµένου ότι ο G

υλοπ
οιείται µε: 

�
Π
ίνακα γειτνίασης;

�
Λ
ίστες γειτνίασης;

Η
Υ
2
4
0
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Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

1
2

Τ
α
δένδρα (έχ

ουµε 
ήδη µελετήσει αρκετά) 
είναι µια σηµαντική κατηγορία 
γράφ

ω
ν.

Ε
νδια

φ
έρουσ

ες Π
α
ρα

τηρήσ
εις

�
Η
 έννοια της ρίζας δεν σχ

ετίζεται άµεσα µε το αν ένας γράφ
ος είναι 

δένδρο ή όχ
ι. 

�
Σ
ε ένα δένδρο οπ

οιοσδήπ
οτε κόµβ

ος θ
α µπ

ορούσε να π
αίξει το ρόλο

της ρίζας.

Χ
ρήσ

ιµοι Ο
ρισ

µοί
Μ
ονοπ

ά
τι

(path
) ή δια

δροµή
(route) απ

ό τον κόµβ
ο υ

p
στον κόµβ

ο υ
q

του γράφ
ου G

ορίζεται η ακολουθ
ία τω

ν κόµβ
ω
ν υ

p ,υ
i1 ,υ

i2 , ... , υ
in ,υ

q
π
ου 

έχ
ουν την ιδιότητα ότι οι ακµές (υ

p ,υ
i1 ), (υ

i1 ,υ
i2 ), ..., (υ

in ,υ
q ) ανήκουν στο 

Ε
(G

).
Μ
ήκος µονοπ

α
τιού

(length
) είναι το π

λήθ
ος τω

ν ακµώ
ν του µονοπ

ατιού.
Α
π
λό µονοπ

ά
τι

(sim
ple path

) λέγεται το µονοπ
άτι εκείνο όπ

ου όλοι οι 
κόµβ

οι –
εκτός ίσω

ς απ
ό τον π

ρώ
το και τον τελευταίο -

είναι 
διαφ

ορετικοί.

∆
ένδρα
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∆
ένδρα

�
Έ
νας α

π
λός κύκλος

είναι ένας κύκλος π
ου ταυτόχ

ρονα είναι ένα απ
λό 

µονοπ
άτι.

�
Έ
να δένδρο είναι ένας µη κατευθ

υνόµενος γράφ
ος Τ

 για τον οπ
οίο ισχ

ύει 
η ακόλουθ

η ιδιότητα:
«
για κάθ

ε ζεύγος κόµβ
ω
ν u, v του Τ

, υπ
άρχ

ει ένα και µόνο µονοπ
άτι π

ου 
είναι απ

λό µεταξύ τω
ν u

και v»

�
Σ
ε ένα µη κατευθ

υνόµενο γράφ
ο G

δύο κόµβ
οι λέγονται σ

υνδεδεµένοι
(connected

) όταν υπ
άρχ

ει ένα µονοπ
άτι απ

ό τον έναν κόµβ
ο στον άλλο.

�
Έ
νας γράφ

ος ονοµάζεται σ
υνδεδεµένος ή σ

υνεκτικός
αν για κάθ

ε ζεύγος 
κόµβ

ω
ν του γράφ

ου υπ
άρχ

ει τουλάχ
ιστον ένα µονοπ

άτι π
ου να τους συνδέει.

�
Έ
νας γράφ

ος π
ου δεν είναι συνεκτικός ονοµάζεται µη-

σ
υνεκτικός

(d
isconnected

).
�

Έ
νας γράφ

ος π
ου δεν π

εριέχ
ει κύκλους ονοµάζεται α

κυκλικός
(acyclic).

�
Κ
ύκλος

(cycle) είναι ένα 
κλειστό µονοπ

άτι, δηλαδή ένα 
µονοπ

άτι στο οπ
οίο ταυτίζεται ο 

π
ρώ

τος και ο τελευταίος κόµβ
ος.
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∆
ένδρα

Έ
νας

συνεκτικός υπ
ογράφ

ος
G
’ του G

ονοµάζεται σ
υνεκτική σ

υνισ
τώ

σ
α
(connected

 
com

ponent) του G
 αν δεν υπ

άρχ
ει συνεκτικός υπ

ογράφ
ος

G
’’του G

τ.ω
ο G

’να 
είναι συνεκτικός υπ

ογράφ
ος

του G
’’(G

’ is a m
ax

im
al connected

 sub
graph

of G
).

Λ
ήµµα

 1
1
.1

1.
Έ
νας συνεκτικός γράφ

ος G
 µε n

κόµβ
ους έχ

ει τουλάχ
ιστον n-1 ακµές.

2
.
Έ
νας ακυκλικός

γράφ
ος G

 µε n
κόµβ

ους έχ
ει το π

ολύ n-1 ακµές.

Α
π
όδειξη

1.
a. 

Θ
εω

ρούµε έναν γράφ
ο G

µε n κόµβ
ους και καµία ακµή. 

β
. Π

ροσθ
έτουµε ακµές µια π

ρος µια στον
G
.Κ

άθ
ε ακµή είτε συνενώ

νει δυο κόµβ
ους της 

ίδιας συνεκτικής συνιστώ
σας ή συνενώ

νει δυο κόµβ
ους διαφ

ορετικώ
ν
συνεκτικώ

ν 
συνιστω

σώ
ν. 

γ. 
Ά
ρα, το π

λήθ
ος τω

ν ακµώ
ν π

ου π
ρέπ

ει να εισαχ
θ
ούν π

ριν να π
ροκύψ

ει µόνο µια 
συνεκτική συνιστώ

σα είναι τουλάχ
ιστον n-1.

2
.

α. Έ
στω

 ότι ο G
έχ

ει k ≥
1 συνεκτικές

συνιστώ
σες

µε
µεγέθ

η
n
1 , …

, n
k , αντίστοιχ

α.
β
. Κ

άθ
ε
συνιστώ

σα
C
i είναι

ακυκλική
και

συνεκτική
-> η

C
i είναι

δένδρο
-> Η

C
i έχ

ει
n
i -1 

ακµές.
γ. Σ

υνολικό
π
λήθ

ος
ακµώ

ν
= (n

1 -1)+(n
2 -1)+…

+(n
k -1) = n-k

≤
n-1, όπ

ω
ς
απ

αιτείται!

Έ
στω

G
 και G

’ δυο 
οπ

οιοιδήπ
οτε γράφ

οι. 
Α
ν ισχ

ύει ότι V
(G

’) ⊆
V
(G

) και Ε
(G

’) ⊆
E
(G

), τότε ο G
’ονοµάζεται υπ

ογράφ
ος

του G
.
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Θ
εώ

ρηµα
1
1
.2

Έ
στω

 ότι Τ
 = <V

,E
> είναι ένα δένδρο. 

Τ
ότε το Τ

 έχ
ει τις ακόλουθ

ες ιδιότητες:
1.

ο Τ
 είναι ένας συνδεδεµένος γράφ

ος,
2
.

ο Τ
 είναι ένας ακυκλικός

γράφ
ος

3
.

η διαγραφ
ή µιας ακµής απ

ό το Τ
 καθ

ιστά τον 
γράφ

ο µη συνεκτικό,
4
.

αν u,v ∈
V
 και e

= (u,v) δεν είναι ακµή του Τ
, τότε η π

ροσθ
ήκη της e

στο Τ
 δηµιουργεί ένα κύκλο στο γράφ

ο, ο οπ
οίος π

εριέχ
ει την e,

5
.

ο Τ
 έχ

ει ακριβ
ώ
ς n-1 ακµές, όπ

ου n
είναι το π

λήθ
ος τω

ν κόµβ
ω
ν του Τ

.

Α
π
όδειξη

3
.
Έ
στω

 ότι e = (u,v) είναι οπ
οιαδήπ

οτε ακµή του Τ
. Τ

ότε, (u
-> v) είναι το 

µοναδικό µονοπ
άτι στο δένδρο απ

ό τον κόµβ
ο u

στον κόµβ
ο v.Α

ν η (u,v) 
αφ

αιρεθ
εί απ

ό το Τ
, ο π

ροκύπ
τον γράφ

ος είναι µη συνεκτικός αφ
ού δεν 

υπ
άρχ

ει µονοπ
άτι απ

ό τον κόµβ
ο u

στον κόµβ
ο v.

Η
 απ

όδειξη τω
ν υπ

όλοιπ
ω
ν ιδιοτήτω

ν αφ
ήνεται ω

ς άσκηση για το σπ
ίτι!
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∆
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Θ
εώ

ρηµα
1
1
.3

Έ
στω

 G
ένας µη κατευθ

υνόµενος γράφ
ος µε 

n
κόµβ

ους. Α
ν ο G

ικανοπ
οιεί οπ

οιαδήπ
οτε 

απ
ό τις ακόλουθ

ες συνθ
ήκες, τότε ο G

είναι δένδρο:
1.

ο G
είναι συνεκτικός και ακυκλικός,

2
.
ο G

είναι συνεκτικός, αλλά η διαγραφ
ή µιας οπ

οιασδήπ
οτε ακµής τον 

µετατρέπ
ει σε µη-συνεκτικό,

3
.
ο G

δεν είναι π
λήρης, και η π

ροσθ
ήκη οπ

οιασδήπ
οτε ακµής δηµιουργεί 

ένα και µοναδικό κύκλο στο γράφ
ο,

4
.
ο G

είναι συνεκτικός και έχ
ει ακριβ

ώ
ς n-1 ακµές

5
.
ο G

είναι ακυκλικός
και έχ

ει ακριβ
ώ
ς n-1 ακµές.

Α
π
όδειξη

Η
 απ

όδειξη τω
ν 4

 και 5
 π
ροκύπ

τει χ
ρησιµοπ

οιώ
ντας το Λ

ήµµα 1.

Η
 απ

όδειξη τω
ν 1,2

 και 3
 αφ

ήνεται ω
ς άσκηση για το σπ

ίτι!
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 (B

re
a
th

 F
irst 

S
e
a
rch

ή B
F
S
)

∆
εδοµένω

ν
ενός γραφ

ήµατος G
=(V

,E
)
και ενός κόµβ

ου s
∈
V
(κόµβ

ος
ρίζα

ή
κόµβ

ος
εκκίνησ

ης), η
διάσχ

ιση
κατά

π
λάτος

συνίσταται
στον

εντοπ
ισµό

(δηλαδή
τη

διάσχ
ιση) όλω

ν
τω

ν
κόµβ

ω
ν
π
ου

είναι
π
ροσπ

ελάσιµοι
απ

ό
τον

s.

Κ
ατά

την
εκτέλεση

µιας
διάσχ

ισης
κατά

π
λάτος

στον
G
:

�
δηµιουργείται

ένα
δένδρο

µε
ρίζα

τον
κόµβ

ο
s
π
ου

π
εριέχ

ει
όλους

τους
κόµβ

ους
του

G
π
ου

είναι
π
ροσπ

ελάσιµοι
απ

ό
τον

s
(το

δένδρο
αυτό

ονοµάζεται
δένδρο

«
κατά

π
λάτος»

),

�
υπ

ολογίζεται
η
απ

όσταση, δηλαδή
το

µήκος
του

συντοµότερου
µονοπ

ατιού, απ
ό
τον

s
π
ρος

οπ
οιονδήπ

οτε
κόµβ

ο
v
(την

οπ
οία

θ
α

συµβ
ολίζουµε

µε
δ(s,v)).

Η
διάσχ

ιση
τω

ν
κόµβ

ω
ν
γίνεται

«
κατά

π
λάτος»

:

«
Η

διάσχ
ιση

οπ
οιουδήπ

οτε
κόµβ

ου
σε

απ
όσταση

k+1
απ

ό
τον

s
π
ραγµατοπ

οιείται
µόνο

όταν
όλοι

οι
κόµβ

οι
σε

απ
όσταση

k
απ

ό
τον

s
έχ

ουν
διασχ

ισθ
εί»

.
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Σ
ηµαντικότερα

σηµεία του αλγορίθ
µου

�
Ο
 αλγόριθ

µος χ
ρω

µατίζει κάθ
ε κόµβ

ο του γράφ
ου λευκό, γκρίζο ή 

µαύρο. 

�
Λ
ευκοί κόµβ

οι:
είναι αυτοί π

ου δεν έχ
ουν ακόµη εξερευνηθ

εί. 
Έ
νας κόµβ

ος θ
εω

ρείται π
ω
ς έχ

ει εξερευνηθ
εί την π

ρώ
τη φ

ορά 
π
ου συναντάται στη διάσχ

ιση, οπ
ότε και καθ

ίσταται µη λευκός.

�
Γ
κρίζοι κόµβ

οι:
είναι κόµβ

οι π
ου έχ

ουν εξερευνηθ
εί αλλά ίσω

ς 
έχ

ουν γείτονες π
ου δεν έχ

ουν ακόµη εξερευνηθ
εί (δηλαδή π

ου 
είναι ακόµη λευκοί). Α

π
οτελούν το σύνορο µεταξύ µαύρω

ν και 
λευκώ

ν κόµβ
ω
ν.

�
Μ
α
ύροι κόµβ

οι:
είναι κόµβ

οι τω
ν οπ

οίω
ν όλοι οι γείτονες έχ

ουν 
εξερευνηθ

εί (δηλαδή οι γειτονικοί κόµβ
οι αυτώ

ν είναι είτε γκρίζοι 
ή µαύροι).

�
Ο
 διαχ

ω
ρισµός µεταξύ γκρίζω

ν και µαύρω
ν κόµβ

ω
ν γίνεται για να 

εξασφ
αλισθ

εί ότι η διάσχ
ιση τω

ν κόµβ
ω
ν θ

α γίνει «
κατά π

λάτος»
.
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Β
α
σ
ικές

Ιδέες Α
λγορίθ

µου

�
Α
ρχ

ικά, ο µοναδικός γκρίζος κόµβ
ος είναι ο s.

�
Κ
άθ

ε χ
ρονική στιγµή, οι γκρίζοι κόµβ

οι είναι απ
οθ

ηκευµένοι σε µια ουρά Q
(π
ου αρχ

ικά π
εριέχ

ει µόνο τον s). 

�
Ε
π
αναληπ

τικά, εκτελούνται τα εξής:
1.

Ε
ξαγω

γή ενός γκρίζου κόµβ
ου u απ

ό την Q
;

2
.
∆
ιερεύνηση τω

ν γειτονικώ
ν κόµβ

ω
ν του u

και εισαγω
γή στην ουρά όσω

ν 
εξ αυτώ

ν είναι λευκοί. 
3
.
Α
κριβ

ώ
ς π

ριν την εισαγω
γή στην Q

ενός λευκού κόµβ
ου v

εκτελούνται 
τα εξής:
�

το χ
ρώ

µα του v αλλάζει σε γκρίζο;
�

o
u ορίζεται να είναι ο π

ατρικός κόµβ
ος του v

στο «
κατά π

λάτος»
 

δένδρο π
ου δηµιουργείται και η ακµή (u,v)

εισάγεται στο δένδρο (ο u
ονοµάζεται π

ροκά
τοχ

ος
του v

στο δένδρο);
�

η απ
όσταση του

v
απ

ό τον κόµβ
ο εκκίνησης s

υπ
ολογίζεται και 

καταχ
ω
ρείται σε ένα κατάλληλο π

εδίο του struct
του κόµβ

ου v.

4
.
Ό
ταν όλοι οι γειτονικοί κόµβ

οι του u
έχ

ουν εξετασθ
εί (και οι ενέργειες 

του β
ήµατος 3

 έχ
ουν εκτελεστεί για όσους εξ αυτώ

ν είναι λευκοί),
το 

χ
ρώ

µα του u
αλλάζει σε µαύρο.
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∆
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Κ
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Η

διά
σ
χ
ισ
η «

κα
τά

 π
λά

τος»
 σ

α
ς θ

υµίζει κά
π
οια

 α
π
ό 

τις δια
σ
χ
ίσ
εις π

ου έχ
ουν µελετηθ

εί σ
ε δένδρα

;

∆
ιά
σ
χ
ισ
η ∆

ένδρου κα
τά

 Ε
π
ίπ
εδα

 (κα
τά

 π
λά

τος)
Ε
π
ισκέπ

τεται τους κόµβ
ους κατά αύξον β

άθ
ος και τους 

κόµβ
ους του ίδιου επ

ιπ
έδου απ

ό τα αριστερά π
ρος τα 

δεξιά.
Χ
ρήσ

η
Ο
υρά

ς
�

Α
ρχ

ικά η ουρά π
εριέχ

ει µόνο τη ρίζα.
�

Ε
π
αναληπ

τικά: κάνουµε D
eque

ένα στοιχ
είο της 

ουράς και π
ροσθ

έτουµε τα π
αιδιά απ

ό αριστερά 
π
ρος τα δεξιά του στοιχ

είου αυτού.

Π
α
ρά

δειγµα
Π
εριεχ

όµενα
 Ο

υρά
ς

ΑB
, C

, D
C
, D

, E
, F

D
, E

, F
E
, F

, G
F
, G

G
, H

, I
H
, I, J

, K
I, J

, K
J
, K

K
, L

L<em
pty>

Proced
ure LevelO

rd
er(pointer

r) {
Q
ueue Q

;  pointer P;
M
akeE

m
ptyQ

ueue(Q
); E

nqueue(Q
,r);

w
h
ile (! IsE

m
ptyQ

ueue(Q
)) {

P = D
equeue(Q

);
V
isit(P);

foreach
ch

ild
 c of P, in ord

er, d
o        

E
nqueue(c);   

}
}
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proced
ure B

F
S
(graph

G
, nod

e s) {
Q
ueue Q

;
nod

e u, v;
foreach

nod
e u ∈

V
(G

) –
{s} {

u->c = W
H
IT

E
;

u->d
 = ∞

;
u->p = nill;

}s->c = G
R
A
Y
;

s->d
 = 0

;
s->p = nill;
M
akeE

m
ptyQ

ueue(Q
);

E
nqueue(Q

, s);
w
h
ile (!IsE

m
ptyQ

ueue(Q
)) {

u = D
equeue(Q

);

// διάσχ
ιση

λίστας
γειτονικώ

ν
κόµβ

ω
ν
του

u
foreach

v ∈
u->A

d
j
{

if (v->c = W
H
IT

E
) {

v->c = G
R
A
Y
;

v->d
 = v->d

+1;
v->p = u;
E
nqueue(Q

,v);
}

}u->c = B
LA

C
K
;

}

Ο
κώ

δικας υπ
οθ

έτει ότι ο γράφ
ος G

 
αναπ

αρίσταται µέσω
 λίστας γειτνίασης.

Σ
ε κάθ

ε κόµβ
ο v

του γράφ
ου διατηρούνται 

διάφ
ορες π

ληροφ
ορίες:

�
v->c: το χ

ρώ
µα του κόµβ

ου v
�

v->d
: η απ

όσταση του κόµβ
ου v

απ
ό τον s

�
v->p: ο π

ατρικός κόµβ
ος του v

στο κατά 
π
λάτος δένδρο 

Ο
 αλγόριθ

µος χ
ρησιµοπ

οιεί µια ουρά Q
για 

τη διαχ
είριση του συνόλου τω

ν γκρίζω
ν 

κόµβ
ω
ν.

Α
να

λλοίω
τη Σ

υνθ
ήκη

Κ
άθ

ε φ
ορά π

ου εκτελείται ο έλεγχ
ος της 

w
h
ile, η ουρά Q

π
εριέχ

ει το τρέχ
ον σύνολο 

τω
ν γκρίζω

ν κόµβ
ω
ν.

Ε
ίναι εύκολο να επ

ιβ
εβ

αιω
θ
εί ότι η συνθ

ήκη 
ισχ

ύει π
ριν απ

ό την π
ρώ

τη επ
ανάληψ

η και 
διατηρείται σε κάθ

ε επ
ανάληψ

η!

// αρχ
ικοπ

οίηση

// τω
ν κόµβ

ω
ν 

// του V
(G

)-
{s}

// αρχ
ικοπ

οίηση κόµβ
ου 

// s και ουράς Q
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Α
ναπ

αράσταση
τρόπ

ου λειτουργίας της 
B
F
S
() σε µη κατευθ

υνόµενο γράφ
ο.
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Π
ολυπ

λοκότητα
 ∆

ιά
σ
χ
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ης «

Κ
α
τά

 π
λά

τος»
proced

ure B
F
S
(graph

G
, nod

e s) {
Q
ueue Q

;
nod

e u, v;
foreach

nod
e u ∈

V
(G

) –
{s} {

u->c = W
H
IT

E
;

u->d
 = ∞

;
u->p = nill;

}s->c = G
R
A
Y
;

s->d
 = 0

;
s->p = nill;
M
akeE

m
ptyQ

ueue(Q
);

E
nqueue(Q

, s);
w
h
ile (!IsE

m
ptyQ

ueue(Q
)) {

u = D
equeue(Q

);
foreach

v ∈
u->A

d
j
{

if (v->c = W
H
IT

E
) {

v->c = G
R
A
Y
;

v->d
 = v->d

+1;
v->p = u;
E
nqueue(Q

,v);
}

}u->c = B
LA

C
K
;

}

�
Η
 χ
ρονική π

ολυπ
λοκότητα για την αρχ

ικοπ
οίηση 

τω
ν κόµβ

ω
ν του γράφ

ου είναι Ο
(|V

|).

�
Μ
ετά την εκτέλεση της αρχ

ικοπ
οίησης τω

ν 
κόµβ

ω
ν, κανένας κόµβ

ος δεν χ
ρω

µατίζεται π
οτέ 

λευκός ⇒
κάθ

ε
κόµβ

ος
εισέρχ

εται
στην

ουρά
το

π
ολύ

µια
φ
ορά!

�
Α
φ
ού

η
χ
ρονική

π
ολυπ

λοκότητα
τω

ν
E
nqueue()

και
D
equeue()

είναι
Ο
(1), ο

συνολικός
χ
ρόνος

π
ου

αναλώ
νεται

στην
εκτέλεση

τω
ν
λειτουργιώ

ν
της

ουράς
είναι

O
(|V

|).

�
Η

λίστα
γειτνίασης

ενός
κόµβ

ου
διατρέχ

εται
µόνο

όταν
αυτός

διαγράφ
εται

απ
ό
την

ουρά
⇒

η
λίστα

γειτνίασης
κάθ

ε
κόµβ

ου
διατρέχ

εται
µόνο

µια
φ
ορά.

�
Τ
α
άθ

ροισµα
του

π
λήθ

ους
τω

ν
στοιχ

είω
ν
όλω

ν
τω

ν
λιστώ

ν
γειτνίασης

είναι
Ο
(|Ε

|) ⇒
ο
συνολικός

χ
ρόνος

διάσχ
ισης

όλω
ν
αυτώ

ν
τω

ν
λιστώ

ν
είναι

Ο
(|Ε

|).

Ε
π
οµένω

ς, η
χ
ρονική

π
ολυπ

λοκότητα
της

B
F
S
()

είναι
Ο
(|V

| + |E
|).
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Έ
να

µονοπ
άτι µήκους δ(s,v)

απ
ό τον κόµβ

ο s σε κάπ
οιο κόµβ

ο v
ονοµάζεται 

σ
υντοµότερο µονοπ

ά
τι απ

ό τον s στον v.Α
ν δεν υπ

άρχ
ει µονοπ

άτι απ
ό τον s

στον 
v, τότε δ(s,v) = ∞

.

Θ
α
απ

οδειχ
θ
εί

ότι
η
B
F
S
()
υπ

ολογίζει
τα

µήκη
τω

ν
συντοµότερω

ν
µονοπ

ατιώ
ν

απ
ό
τον

s
π
ρος

οπ
οιονδήπ

οτε
κόµβ

ο
v.

Έ
στω

G
=(V

,E
)
ένας

γράφ
ος

(κατευθ
υνόµενος

ή
µη) και

s
∈
V
ένας

αυθ
αίρετος

κόµβ
ος.

Λ
ήµµα

1
1
.4

:
Γ
ια

κάθ
ε
ακµή

(u,v) ∈
Ε
, ισχ

ύει
ότι

δ(s,v)
≤
δ(s,u)

+ 1.

Α
π
όδειξη:

∆
ιακρίνουµε

π
εριπ

τώ
σεις:

1.
Ο

u
είναι

π
ροσπ

ελάσιµος
απ

ό
τον

s.Τ
ότε, ένα

απ
ό
τα

µονοπ
άτια

απ
ό
τον

s στον
v
είναι

το
µονοπ

άτι
P
π
ου

απ
οτελείται

απ
ό
το

µονοπ
άτι

απ
ό
τον

s
στον

u
ακολουθ

ούµενο
απ

ό
την

ακµή
(u,v). Π

ροφ
ανώ

ς, το
συντοµότερο

µονοπ
άτι

απ
ό
τον

s
στον

v
έχ

ει
µήκος

µικρότερο
ή
ίσο

του
µήκους

του
P.

2
.
Ο

u δεν
είναι

π
ροσπ

ελάσιµος
απ

ό
τον

s.Τ
ότε, δ(s,u) = ∞

. Τ
ότε, ούτε

ο
v
είναι

π
ροσπ

ελάσιµος
απ

ό
τον

s (αφ
ού

αν
ήταν

θ
α
ήταν

και
ο
v). Έ

τσι, ισχ
ύει

ότι
δ(s,v)

= ∞
και

επ
οµένω

ς
ο
ισχ

υρισµός
ισχ

ύει.
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:
Κ
ατά

τον
τερµατισµό

της
B
F
S
()
για

κάθ
ε
κόµβ

ο
v
∈
V
, η

τιµή
v->d

π
ου

υπ
ολογίζεται

απ
ό
την

B
F
S
() ικανοπ

οιεί
τη

σχ
έση

v->d
 ≥

δ(s,v) (δηλαδή
η
v->d

απ
οτελεί

άνω
φ
ράγµα

της
δ(s,v)).

Α
π
όδειξη:

Μ
ε
επ

αγω
γή

ω
ς
π
ρος

το
π
λήθ

ος
τω

ν
λειτουργιώ

ν
E
nqueue() π

ου
εκτελούνται

στην
Q
.

Β
ά
σ
η
Ε
π
αγω

γής
(αµέσω

ς
µετά

την
εισαγω

γή
του

κόµβ
ου

s
στην

ουρά): Α
π
ό

αρχ
ικοπ

οίηση, s->d
= 0

 = δ(s,s) και
δ(s,v) = ∞

,
για

κάθ
ε
κόµβ

ο
v ∈

V
 –
{s}.Ά

ρα, ο
ισχ

υρισµός
ισχ

ύει.
Ε
π
α
γω

γική
Υ
π
όθ

εσ
η: Μ

ετά
απ

ό
την

εκτέλεση
k
≥
1 λειτουργιώ

ν
E
nqueue()

στην
Q
,

ισχ
ύει

ότι, για
κάθ

ε
κόµβ

ο
v
∈
V
, v->d

 ≥
δ(s,v). 

Ε
π
α
γω

γικό Β
ήµα

:
Θ
α δείξουµε ότι ο ισχ

υρισµός ισχ
ύει µετά την εκτέλεση k+1

λειτουργιώ
ν E

nqueue() στην Q
.

Έ
στω

 v
ο λευκός κόµβ

ος π
ου εισάγεται κατά την εκτέλεση της (k+1)-οστής

λειτουργίας E
nqueue()

στην Q
και έστω

 ότι ο v
εντοπ

ίστηκε στη λίστα γειτνίασης 
ενός κόµβ

ου u.
Σ
ύµφ

ω
να µε την επ

αγω
γική υπ

όθ
εση ισχ

ύει ότι u->d
 ≥

δ(s,u).
Α
π
ό
τον

κώ
δικα

π
ροκύπ

τει
ότι

v->d
 = u->d

+1 ≥
δ(s,u)+1 ≥

δ(s,v).
Σ
τη

συνέχ
εια

ο
v
π
ροστίθ

εται
στην

ουρά
για

µια
και

µοναδική
φ
ορά

(αφ
ού

ταυτόχ
ρονα

χ
ρω

µατίζεται
γκρίζος) και

έτσι
το

v->d
δεν

αλλάζει
ξανά

και
άρα

η
επ

αγω
γική

υπ
όθ

εση
εξακολουθ

εί
να

ισχ
ύει.
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:
Έ
στω

 ότι σε κάπ
οια χ

ρονική στιγµή της εκτέλεσης της B
F
S
(), η ουρά Q

π
εριέχ

ει τους κόµβ
ους <v

1 , v
2 , …

 v
r >, όπ

ου ο v
1
είναι ο π

ρώ
τος κόµβ

ος (κεφ
αλή) της Q

και ο 
v
r
είναι ο τελευταίος κόµβ

ος της Q
.Τ

ότε, v
r ->d

 ≤
v
1 ->d

 +1 και
v
1 ->d

 ≤
v
2 ->d

 ≤
…
≤
v
r-1 ->d

(δηλαδή
ανά

π
άσα

στιγµή
υπ

άρχ
ουν

το
π
ολύ

δύο
διαφ

ορετικές
τιµές

στα
π
εδία

d
τω

ν
κόµβ

ω
ν
π
ου

π
εριέχ

ονται
στην

ουρά
Q
).

Α
π
όδειξη:

Μ
ε επ

αγω
γή στο π

λήθ
ος τω

ν E
nqueue() &

 D
equeue() π

ου εκτελούνται στην Q
.

Β
ά
σ
η Ε

π
α
γω

γής:
Ό
ταν η ουρά π

εριέχ
ει µόνο τον κόµβ

ο s, ο ισχ
υρισµός ισχ

ύει π
ροφ

ανώ
ς.

Ε
π
α
γω

γική Υ
π
όθ

εσ
η:

Έ
στω

 ότι ο ισχ
υρισµός ισχ

ύει µετά απ
ό την εκτέλεση k λειτουργιώ

ν 
στην Q

.
Ε
π
α
γω

γικό Β
ήµα

:
Θ
α δείξω

 ότι ο ισχ
υρισµός ισχ

ύει µετά απ
ό την εκτέλεση k+1

λειτουργιώ
ν στην ουρά. ∆

ιακρίνω
 π
εριπ

τώ
σεις:

1.
Η
 (κ+1) λειτουργία στην Q

είναι D
equeue()

⇒
ο κόµβ

ος v
1
διαγράφ

εται απ
ό την Q

.Α
π
ό 

επ
αγω

γική υπ
όθ

εση v
1 ->d

 ≤
v
2 ->d

 και
v
r ->d

 ≤
v
1 ->d

 +1. Ε
π
οµένω

ς,
v
r ->d

 ≤
v
2 ->d

+1, ενώ
οι

υπ
όλοιπ

ες
ανισότητες

δεν
επ

ηρεάζονται.
2
.H

 (k+1)
λειτουργία στην Q

είναι E
nqueue().Σ

την ουρά π
ροστίθ

εται ένας κόµβ
ος v

r+1 , ο 
οπ

οίος έστω
 ότι β

ρίσκεται στη λίστα γειτνίασης του κόµβ
ου u.Ο

 u
είναι ο κόµβ

ος π
ου έχ

ει 
εξαχ

θ
εί π

ιο π
ρόσφ

ατα απ
ό την ουρά και αν v

1
είναι ο τρέχ

ον κόµβ
ος π

ου είναι π
ρώ

τος στην 
ουρά, απ

ό την επ
αγω

γική υπ
όθ

εση ισχ
ύει ότι u->d

 ≤
v
1 ->d

. Ε
π
οµένω

ς, v
r+1 ->d

 = u->d
 + 1 ≤

v
1 ->d

 + 1.Α
π
ό
επ

αγω
γική

υπ
όθ

εση, v
r ->d

 ≤
u->d

 + 1 = v
r+1 ->d

. 
Ο
ι
υπ

όλοιπ
ες

ανισότητες
δεν

επ
ηρεάζονται.
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:
Έ
στω

 ότι κατά την εκτέλεση της B
F
S
()
π
ροστίθ

ενται 
στην ουρά οι κόµβ

οι v
i και v

j και ότι ο v
i π

ροστίθ
εται στην Q

π
ριν απ

ό 
τον v

j .Τ
ότε, τη χ

ρονική στιγµή π
ου π

ροστίθ
εται ο v

j ισχ
ύει ότι

v
i ->d

 ≤
v
j -

>d
.

Ο
ρθ

ότητα
 της B

F
S
()

Θ
εώ

ρηµα
 1

1
.8

:
(α) Η

 B
F
S
()
διασχ

ίζει όλους τους κόµβ
ους v

∈
V
π
ου 

είναι π
ροσπ

ελάσιµοι απ
ό τον s. Κ

ατά τον τερµατισµό της ισχ
ύει ότι 

(β
) v->d

 = δ(s,v), για κάθ
ε κόµβ

ο v ∈
V
και

(γ) για
κάθ

ε
κόµβ

ο
v ∈

V
π
ου

είναι
π
ροσπ

ελάσιµος
απ

ό
τον

s, ένα
απ

ό
τα

συντοµότερα
µονοπ

άτια
απ

ό
τον

s
στον

v
απ

οτελείται
απ

ό
το

συντοµότερο
µονοπ

άτι
απ

ό
τον

s
ω
ς
τον

v->p
ακολουθ

ούµενο
απ

ό
την

ακµή
(v->p, v).
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�
Έ
στω

 ότι για κάπ
οιο κόµβ

ο δεν υπ
ολογίζεται σω

στά το d
. Έ

στω
 v

ο 
κόµβ

ος µε την ελάχ
ιστη δ(s,v)

ο οπ
οίος λαµβ

άνει µια λανθ
ασµένη τιµή d

. 
Π
ροφ

ανώ
ς, v

≠
s και επ

ίσης ο v
είναι π

ροσπ
ελάσιµος απ

ό τον s
(αφ

ού 
διαφ

ορετικά δ(s,v) = ∞
> v->d

ότι τιµή και να έχ
ει το v->d

).

�
Λ
όγω

 Λ
ήµµατος 11.5

, v->d
 ≥

δ(s,v)
⇒

v->d
 > δ(s,v).

�
Έ
στω

u
ο
αµέσω

ς
π
ροηγούµενος

κόµβ
ος

σε
ένα

συντοµότερο
µονοπ

άτι
απ

ό
τον

s 
στον

v. Ά
ρα, δ(s,v)

= δ(s,u)+1. 

�
Α
φ
ού

δ(s,u) < δ(s,v)
και

λόγω
του

τρόπ
ου

π
ου

επ
ιλέχ

θ
ηκε

ο
v, θ

α
π
ρέπ

ει
να

ισχ
ύει

π
ω
ς
u->d

 = δ(s,u).

�
Ε
π
οµένω

ς
π
ροκύπ

τει
ότι: v->d

 > δ(s,v) = u->d
 + 1

(1)

�
Ε
ξετάζουµε

τι
συµβ

αίνει
τη

χ
ρονική

στιγµή
π
ου

η
B
F
S
() διαγράφ

ει
τον

u
απ

ό
την

Q
.∆

ιακρίνουµε
π
εριπ

τώ
σεις

(και
απ

οδεικνύουµε
ότι

σε
κάθ

ε
µια

απ
ό
αυτές

καταστρατηγείται
η
ανισότητα

(1), το
οπ

οίο
είναι

άτοπ
ο).
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 (σ
υνέχ

εια
)

1.
Ο

v
είναι

λευκός. Τ
ότε, ο

v εισάγεται
στην

ουρά
λόγω

του
u
και

έτσι
v->d

 = u->d
 + 1 (το

οπ
οίο

αντιτίθ
εται

στην
(1)).

2
.

Ο
v
είναι

γκρίζος. Ο
v
χ
ρω

µατίστηκε
γκρίζος

κατά
την

αφ
αίρεση

απ
ό

την
ουρά

κάπ
οιου

κόµβ
ου

w
, ο

οπ
οίος

αφ
αιρέθ

ηκε
απ

ό
την

Q
νω

ρίτερα
απ

ό
τον

u.Ε
π
ίσης

ισχ
ύει

ότι
v->d

 = w
->d

 + 1. Α
π
ό
Π
όρισµα

11.7
 ⇒

w
->d

 ≤
u->d

. Ε
π
οµένω

ς, v->d
 ≤

u->d
 + 1 (το

οπ
οίο

και
π
άλι

αντιτίθ
εται

στην
(1)).

3
.

Ο
v είναι

µαύρος. Ο
v
έχ

ει
ήδη

αφ
αιρεθ

εί
απ

ό
την

ουρά. Β
άσει

Π
ορίσµατος

11.7
 ⇒

v->d
 ≤

u->d
(το

οπ
οίο

και
π
άλι

αντιτίθ
εται

στην
(1)).

�
Σ
υµπ

εραίνουµε
ότι

v->d
 = δ(s,v)

για
κάθ

ε
κόµβ

ο
v
∈
V
.

Ό
λοι

οι
κόµβ

οι
π
ου

είναι
π
ροσπ

ελάσιµοι
απ

ό
τον

s
θ
α
π
ρέπ

ει
να

εντοπ
ιστούν

(γιατί
διαφ

ορετικά
v->d

 = ∞
για

όσους
κόµβ

ους
δεν

εντοπ
ίζοναι, το

οπ
οίο

αντιτίθ
εται

στον
ισχ

υρισµό
π
ου

µόλις
δείξαµε).

�
Α
π
ό
κώ

δικα
π
ροκύπ

τει
π
ω
ς
αν

v->p = u, τότε
v->d

 = u->d
 + 1.

Ε
π
οµένω

ς, αν
π
άρουµε

ένα
συντοµότερο

µονοπ
άτι

απ
ό
τον

s µέχ
ρι

τον
u
= 

v->p
και

π
ροσθ

έσουµε
την

ακµή
(v->p, v)

π
αίρνουµε

ένα
συντοµότερο

µονοπ
άτι

απ
ό
τον

s µέχ
ρι

τον
v.


