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Ε
ισαγω

γικά
Θ
έµατα

�
Α
ντικείµενο

του µαθ
ήµατος τω

ν ∆
οµώ

ν ∆
εδοµένω

ν είναι 
η αναπ

αράσταση και η διαχ
είριση συνόλω

ν αντικειµένω
ν 

( δεδοµένα), τα οπ
οία επ

ιδέχ
ονται π

ράξεις εξαγω
γής 

π
ληροφ

ορίας ή αλλαγής της συνθ
έσεω

ς τους.

Α
φ
ηρηµένοι Τ

ύπ
οι ∆

εδοµένω
ν

Έ
να ή π

ερισσότερα σύνολα αντικειµένω
ν και µια συλλογή 

λειτουργιώ
ν (π

ράξεω
ν) επ

ί τω
ν στοιχ

είω
ν τω

ν συνόλω
ν.

Π
α
ρά

δειγµα
 (εύρεσ

η σ
τοιχ

είου σ
ε π

ίνα
κα

)
�
Τ
α δεδοµένα είναι κάπ

οιου τύπ
ου, έστω

 T
ype, και υπ

άρχ
ει µια 

γραµµική διάταξη ανάµεσά τους:
�
∀
u,v

τύπ
ου T

ype, είτε u
< v, ή v

< u, ή v
= u.

�
∆
ίδεται ένα

σύνολο
S
απ
ό
στοιχ

εία
τύπ

ου
T
ype

και
ζητείται  

απ
άντηση

στο
ερώ

τηµα: «
u ∈

S
?»

�
Σ
ύνολα

 α
ντικειµένω

ν:
στοιχ

εία τύπ
ου T

ype
(π
.χ
., u,v) και 

π
επ
ερασµένα σύνολα αυτώ

ν (π
.χ
., S

)
�

Σ
ύνολο λειτουργιώ

ν:
Α
π
άντηση της ερώ

τησης «
u ∈

S
?»
, όπ

ου: u
είναι 

στοιχ
είο τύπ

ου T
ype

και S
είναι π

επ
ερασµένο σύνολο απ

ό 
στοιχ

εία τύπ
ου T

ype.
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Ε
ισαγω

γικά
Θ
έµατα –

∆
οµές ∆

εδοµένω
ν

�
Μ
ια
δοµή δεδοµένω

ν
υλοπ

οιεί έναν αφ
ηρηµένο τύπ

ο δεδοµένω
ν.

�
Μ
ια δοµή δεδοµένω

ν επ
οµένω

ς συµπ
εριλαµβ

άνει:
�
ένα σύνολο δεδοµένω

ν τα οπ
οία επ

ιδέχ
ονται επ

εξεργασία 
µέσω

 του συνόλου λειτουργιώ
ν π

ου υπ
οστηρίζονται απ

ό τον 
αφ
ηρηµένο τύπ

ο δεδοµένω
ν π

ου υλοπ
οιεί η δοµή

�
µια δοµή απ

οθ
ήκευσης  τω

ν δεδοµένω
ν (π

.χ
., έναν π

ίνακα, µια 
λίστα, κλπ

.)
�
ένα σύνολο απ

ό ορισµούς συναρτήσεω
ν/διαδικασιώ

ν, όπ
ου η 

κάθ
ε συνάρτηση/διαδικασία αντιστοιχ

ίζεται σε µια απ
ό τις 

λειτουργίες της δοµής, 
�
ένα σύνολο απ

ό «
αλγόριθ

µους»
, κάθ

ε ένας εκ τω
ν οπ

οίω
ν 

υλοπ
οιεί µια απ

ό τις π
αραπ

άνω
 συναρτήσεις/διαδικασίες.

Ο
ι β
ασικές λειτουργίες π

ου υπ
οστηρίζει µια δοµή δεδοµένω

ν είναι:
Π
ροσπ

έλαση       Α
ναζήτηση         Ε

ισαγω
γή

∆
ιαγραφ

ή
Τ
αξινόµηση        Α

ντιγραφ
ή

Σ
υγχ

ώ
νευση

∆
ιαχ

ω
ρισµός
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Ε
ισαγω

γικά
Θ
έµατα –

Α
λγόριθ

µοι
�
Α
λγόριθ

µος
είναι µια π

επ
ερασµένη ακολουθ

ία 
υπ
ολογιστικώ

ν β
ηµάτω

ν
(ή εντολώ

ν) αυστηρά 
καθ

ορισµένω
ν (π

ου κάθ
ε ένα εκτελείται σε π

επ
ερασµένο 

χ
ρόνο), τα οπ

οία αν ακολουθ
ηθ
ούν επ

ιλύεται κάπ
οιο 

π
ρόβ

ληµα. 
�
Ο
 αλγόριθ

µος δέχ
εται κάπ

οια τιµή ή κάπ
οιο σύνολο 

τιµώ
ν ω

ς είσοδο και δίνει κάπ
οια τιµή ή κάπ

οιο σύνολο 
τιµώ

ν ω
ς έξοδο.

�
Ε
ίσοδος: ∆

εδοµένα π
ου π

αρέχ
ονται στον αλγόριθ

µο εξ αρχ
ής 

(π
ριν την εκκίνησή του).

�
Έ
ξοδος: δεδοµένα π

ου απ
οτελούν το απ

οτέλεσµα του 
αλγορίθ

µου.

�
Π

ρόγρα
µµα

Υ
λοπ

οίηση ενός αλγορίθ
µου σε κάπ

οια γλώ
σσα π

ρογραµµατισµού.
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Έ
να

Α
π
λό Π

αράδειγµα Α
λγορίθ

µου

Ύ
ψ
ω

σ
η ενός α

ριθ
µού x

 σ
ε µια

 ακέρα
ια

 δύνα
µη n

A
lgorith

m
 Pow

e
r(x

, n) {// Π
εριγρα

φ
ή µε C

-
like

 ψ
ευδο-

κώ
δικα

// Input: έναν π
ραγµατικό αριθ

µό x
και έναν ακέραιο αριθ

µό n
// O

utput: έναν π
ραγµατικό αριθ

µό π
ου ισούται µε x

n

int
j = 0

;
d
oub

le y = 1;

w
h
ile (j < n)

{
y = y*x

;
j = j+1;

}return y;
}
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Τ
εχ
νικές

Α
π
όδειξης

�
Χ
ρήση

π
αραδείγµατος ή αντιπ

αραδείγµατος
�

Ισχ
υρισµός: «

Υ
π
άρχ

ει τουλάχ
ιστον ένα στοιχ

είο x
στο σύνολο S

π
ου έχ

ει 
την ιδιότητα P»

 -> Γ
ια να δείξουµε ότι ο ισχ

υρισµός ισχ
ύει, αρκεί να 

β
ρούµε ένα στοιχ

είο x
του S

 π
ου ικανοπ

οιεί την P.
�

Ισχ
υρισµός: «

Κ
άθ
ε στοιχ

είο του S
ικανοπ

οιεί την ιδιότητα P»
 -> Γ

ια να 
δείξουµε ότι ο ισχ

υρισµός δεν ισχ
ύει, αρκεί να β

ρούµε ένα στοιχ
είο x

του 
S
π
ου δεν έχ

ει την P.

�
Α
ντιθ

ετο-αντιστροφ
ή &

 Α
π
αγω

γή εις Ά
τοπ

ο
�

Ισχ
υρισµός: «

Α
ν το γινόµενο ab

είναι π
εριττό, τότε και το a είναι π

εριττό 
και το b

είναι π
εριττό»

�
Γ
ια να απ

οδειχ
θ
εί ότι «

αν ο ισχ
υρισµός p

είναι αληθ
ής τότε και ο 

ισχ
υρισµός q

είναι αληθ
ής»

, απ
οδεικνύουµε ότι «

αν ο ισχ
υρισµός Ν

Ο
Τ
(q)

είναι αληθ
ής, τότε και ο Ν

Ο
Τ
(p)

είναι αληθ
ής»

.
o
Α
π
οδεικνύουµε ότι «

Α
ν ή το α είναι άρτιο ή το b

 είναι άρτιο, τότε το γινόµενο 
ab

είναι άρτιο»
 . Έ

στω
, χ
ω
ρίς β

λάβ
η της γενικότητας ότι το a είναι άρτιο, 

δηλαδή α
= 2

*k, για κάπ
οιο ακέραιο k.Τ

ότε, το ab
 = (2

*k)*b
 = 2

 * (k*b
) είναι 

άρτιο. Η
 π
ερίπ

τω
ση π

ου το b
 είναι άρτιο είναι π

αρόµοια. 
�

Μ
ε εις άτοπ

ο απ
αγω

γή.
�
Έ
στω

 ότι το ab
είναι π

εριττό. Υ
π
οθ
έτουµε για να καταλήξουµε σε άτοπ

ο π
ω
ς ή 

το a είναι άρτιο ή το
b
είναι άρτιο. Έ

στω
 χ
ω
ρίς β

λάβ
η της γενικότητας π

ω
ς το 

b
είναι άρτιο, δηλαδή b

 = 2
 * k, για κάπ

οιο ακέραιο k.Τ
ότε, το ab

= α* (2
*k) = 

2
*(α*k) είναι άρτιο. Α

υτό αντιτίθ
εται στην υπ

όθ
εσή µας ότι το ab

είναι 
π
εριττό. Η

 π
ερίπ

τω
ση π

ου το α
είναι άρτιο είναι π

αρόµοια. 
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Μ
αθ
ηµατική

Ε
π
αγω

γή
Ο

ρθ
ότητα

Α
λγόριθ

µου Pow
e
r

Σ
υµβ

ολίζουµε µε y
j
την τιµή της µεταβ

λητής y
στην αρχ

ή της j-οστής
ανακύκλω

σης, j
= 1, …

, 
n+1

Μ
ε επ

α
γω

γή σ
το j.

Α
ρκεί να δείξουµε π

ω
ς y

j
= x

j-1.
Β
άση επ

αγω
γής

j
= 1. Α

ρχ
ικά, y

1
= 1 = x

0
= x

1-1
= x

j-1.
Ε
π
αγω

γική Υ
π
όθ
εση

Έ
στω

 ότι για κάπ
οιο k, 1 ≤

k
< n

+1, y
k
= x

k-1.
Ε
π
αγω

γικό
Β
ήµα

Θ
α
δείξουµε

ότι
o
ισχ

υρισµός
ισχ

ύει
για

(k+1): 
y
k+1

= x
k. 

Α
π
ό
αλγόριθ

µο: y
k+1

= y
κ
*x
. 

A
π
ό
επ
αγω

γική
υπ
όθ
εση: y

k
= x

k-1.
Ά
ρα, y

k+1
= x

k, όπ
ω
ς
απ
αιτείται.

A
lgorith

m
 Pow

e
r(x

, n) 
int

j = 0
;

d
oub

le y = 1;

w
h
ile (j < n)

{
y = y*x

;
j = j+1;

}return y;
}
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Α
ιγυπ

τια
κός

Π
ολλα

π
λα

σ
ια

σ
µός 

∆
ίνεται η συνάρτηση:

0
,  

αν y
= 0

m
(x
,y) =        m

(x
+x
, y/2

), 
αν y

άρτιος &
 ≠0

x
+ m

(x
, y-1), 

αν y
π
εριττός &

 ≠0

Θ
α δείξω

 ότι m
(x
,y) = x

*y, ∀
θ
ετικό ακέραιο x

,y

Α
π
όδειξη: Μ

ε επ
αγω

γή στο y. 

Β
άση της επ

αγω
γής: Α

ν y
= 0

, m
(x
,y) = 0

, αλλά και x
*y

= 0
, οπ

ότε ο ισχ
υρισµός ισχ

ύει.

Ε
π
αγω

γική Υ
π
όθ
εση: Έ

στω
 οπ

οιαδήπ
οτε τιµή y

> 0
. Υ
π
οθ
έτουµε ότι m

(x
,z) = x

*z, για 

κάθ
ε τιµή z, 0

 ≤
z
< y.

Ε
π
αγω

γικό Β
ήµα: Α

π
οδεικνύουµε τον ισχ

υρισµό για την τιµή y: m
(x
*y) = x

*y.
�

Α
ν ο y

είναι π
εριττός: m

(x
,y) = x

+ m
(x
,y-1). Α

π
ό επ

αγω
γική υπ

όθ
εση (z

= y-1 < y) 
ισχ

ύει ότι m
(x
,y-1) = x

*(y-1). Ά
ρα: m

(x
,y) = x

 + x
*(y-1) = x

 + x
*y –x

 = x
*y.

�
Α
ν ο y

είναι άρτιος: m
(x
,y) = m

(x
+x
, y/2

). Α
π
ό επ

αγω
γική υπ

όθ
εση (z

= y/2
 < y) 

ισχ
ύει ότι m

(x
,y) = (x

+x
)*y/2

 = x
*y. Ά

ρα, m
(x
,y) = x

*y.
Κ
αι στις δύο π

εριπ
τώ
σεις, ο ισχ

υρισµός ισχ
ύει. 

Μ
αθ
ηµατική

Ε
π
αγω

γή –
Ισχ

υρή Ε
π
αγω

γή

{

Η
Υ
2
4
0
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Π
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ατούρου

1
0

Κ
ριτήρια

Ε
π
ιλογής Α

λγορίθ
µω

ν
�

Χ
ρόνος Ε

κτέλεσης (χ
ρονική π

ολυπ
λοκότητα ή 

π
ολυπ

λοκότητα χ
ρόνου)  

�
Α
π
αιτούµενος χ

ώ
ρος –

απ
οθ
ηκευτικές θ

έσεις (θ
έσεις 

µνήµης) π
ου χ

ρησιµοπ
οιούνται (χ

ω
ρική π

ολυπ
λοκότητα ή 

π
ολυπ

λοκότητα χ
ώ
ρου)

�
Ε
υκολία π

ρογραµµατισµού
�
Γ
ενικότητα

Α
νάλυση Α

λγορίθ
µου

απ
οκαλείται η εύρεση τω

ν π
όρω

ν
(χ
ρόνος, χ

ώ
ρος) π

ου αυτός απ
αιτεί για να εκτελεστεί.

Μ
ας ενδιαφ

έρει κυρίω
ς η χ

ρονική και η χ
ω
ρική 

π
ολυπ

λοκότητα. Ο
ι δύο αυτοί π

αράµετροι καθ
ορίζουν την 

απ
οδοτικότητα του αλγορίθ

µου.

Τ
ο µοντέλο υπ

ολογισµού
απ
οτελεί την αφ

αιρετική θ
εώ

ρηση 
του υλικού π

ου διατίθ
εται για την εκτέλεση του αλγορίθ

µου. 
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Τ
ο
Μ
οντέλο Υ

π
ολογισµού R

A
M

Μ
ηχ

α
νή

Τ
υχ

α
ία

ς Π
ροσ

π
έλα

σ
ης (R

a
nd

om
 A

cce
ss 

M
a
ch

ine
, R

A
M

)
Τ
ο σύστηµα π

αρέχ
ει:

�
τους αναγκαίους καταχ

ω
ρητές

(registers)
�
έναν συσσω

ρευτή
(accum

ulator)
�
µια ακολουθ

ία απ
οθ
ηκευτικώ

ν θ
έσεω

ν
(m
em

ory cells)
µε διευθ

ύνσεις 0
, 1, 2

, …
 π
ου απ

οτελούν την κύρια µνήµη

Τ
ο σύστηµα είναι σε θ

έση:
�
να εκτελεί αριθ

µητικές π
ράξεις (+, -

, *, /, m
od
)

�
να π

αίρνει απ
οφ
άσεις διακλαδώ

σεω
ς (if…

 else…
) β
άσει 

τω
ν τελεστώ

ν (==, < , > , =<, >=, !=)
�
να διαβ

άζει ή να γράφ
ει απ

ό και π
ρος οπ

οιαδήπ
οτε θ

έση 
µνήµης.
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4
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1
2

Τ
ο
Μ
οντέλο Υ

π
ολογισµού R

A
M

Σ
τοιχ

ειώ
δεις

εντολές

�
Κ
αταχ

ώ
ρηση τιµής σε µια µεταβ

λητή

�
Κ
λήση µιας µεθ

όδου

�
Ε
κτέλεση µιας αριθ

µητικής π
ράξης

�
Σ
ύγκριση δύο αριθ

µώ
ν

�
∆
εικτοδότηση π

ίνακα (συµβ
ολίζουµε µε Α

[s..u] έναν 
π
ίνακα του οπ

οίου η π
ρώ

τη θ
έση δεικτοδοτείται απ

ό την 
τιµή s

ενώ
 η τελευταία απ

ό την τιµή u, συµβ
ολίζουµε 

επ
ίσης µε A

[i]
το i-οστό στοιχ

είο του π
ίνακα Α

, s =< i =< u)

�
Π
ρόσβ

αση στη διεύθ
υνση µνήµης π

ου δείχ
νει ένας 

δείκτης

�
Ε
π
ιστροφ

ή απ
ό µια µέθ

οδο (return)
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3

Τ
ο
Μ
οντέλο Υ

π
ολογισµού R

A
M

Μ
έτρησ

η
Μ

ονα
δια

ίου Κ
όσ

τους 
O
 χ
ρόνος εκτέλεσης κάθ

ε στοιχ
ειώ

δους εντολής εξαρτάται 
απ
ό το υλικό (είναι ανεξάρτητος απ

ό τη γλώ
σσα 

π
ρογραµµατισµού) και ισούται µε κάπ

οια σταθ
ερά.Θ

εω
ρούµε 

ότι κάθ
ε τέτοια εντολή εκτελείται σε µία µονάδα χ

ρόνου.

Μ
έτρησ

η Λ
ογα

ριθ
µικού Κ

όσ
τους

Η
 στοιχ

ειώ
δης εντολή απ

αιτεί χ
ρόνο ανάλογο του µήκους της 

δυαδικής αναπ
αράστασης τω

ν τελεστέω
ν.

Π
α
ρά

δειγµα
:
Η
 µετακίνηση ενός αριθ

µού n
απ
ό την κύρια 

µνήµη π
ρος έναν καταχ

ω
ρητή

απ
αιτεί logn


+ 1 µονάδες 

χ
ρόνου.

Σ
υνήθ

ω
ς, π

ραγµατοπ
οιείται ανάλυση τω

ν αλγορίθ
µω

ν β
άσει 

µετρήσεω
ς µοναδιαίου κόστους (εκτός και αν γίνεται εκτενής 

χ
ρήση π

ράξεω
ν επ

ί συµβ
ολοσειρώ

ν b
it).

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

1
4

Χ
ρονική

Π
ολυπ

λοκότητα
�

Ε
ισάγεται

µια µεταβ
λητή n

π
ου εκφ

ράζει το µέγεθ
ος της εισόδου.

Π
αραδείγµατα

�
Σ
το π

ρόβ
ληµα ανυψ

ώ
σεω

ς σε δύναµη το µέγεθ
ος αυτό είναι το n, η 

δύναµη στην οπ
οία π

ρέπ
ει να υψ

ω
θ
εί ο δεδοµένος αριθ

µός.
�

Σ
ε ένα π

ρόβ
ληµα ταξινόµησης ενός π

ίνακα, το µέγεθ
ος του 

π
ροβ

λήµατος είναι το π
λήθ

ος τω
ν στοιχ

είω
ν του π

ίνακα.
�

Η
 ύψω

ση ενός αριθ
µού στη δύναµη 10

0
 απ

αιτεί την εκτέλεση 
π
ερισσότερω

ν στοιχειω
δώ

ν εντολώ
ν απ

ό την ύψω
ση του ίδιου αριθ

µού
σε µια µικρότερη

δύναµη, π
.χ., στη δύναµη 2

! Ο
µοίω

ς, η ταξινόµηση 
10
0
0
 αριθ

µώ
ν απ

αιτεί π
ερισσότερο χρόνο απ

ό την ταξινόµηση 3
 

αριθ
µώ

ν!
�

Α
υτό ισχ

ύει γενικότερα:
�

«Ο
 χρόνος π

ου απ
αιτεί ένας αλγόριθ

µος για να εκτελεστεί συχνά 
εξαρτάται απ

ό το µέγεθ
ος της εισόδου»!

Χ
ρόνος Ε

κτέλεσ
ης για

 σ
υγκεκριµένη είσ

οδο
�

Ο
 χ
ρόνος εκτέλεσης

(running tim
e) ή η χ

ρονική π
ολυπ

λοκότητα
ενός αλγορίθ

µου για
 µια

 σ
υγκεκριµένη είσ

οδο
είναι το π

λήθ
ος τω

ν 
στοιχ

ειω
δώ

ν εντολώ
ν π

ου εκτελούνται κατά την εκτέλεση του 
αλγορίθ

µου µε αυτή την είσοδο. 
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A
lgorith

m
 Pow

e
r(x

, n) 
int

j = 0
;

1
d
oub

le y = 1;
1

w
h
ile (j < n)

{
n+1

y = y*x
;

2
*n

j = j+1;
2
*n

}return y;
1

} Υ
π
ολογίζοντας

το π
λήθ

ος τω
ν στοιχ

ειω
δώ

ν 
εντολώ

ν –
Α
λγόριθ

µος Pow
er

Π
λήθ

ος
Σ
τοιχ

ειω
δώ

ν Ε
ντολώ

ν
�

T
(n) = 1 + 1 + n+1 + 2

*n + 2
*n 

+ 1 = 5
n + 4

�
Ο
 π
αραπ

άνω
 τύπ

ος ισχ
ύει για 

οπ
οιαδήπ

οτε τιµή του n.
�

Τ
ο π

λήθ
ος τω

ν στοιχ
ειω

δώ
ν 

εντολώ
ν π

ου εκτελεί ο 
αλγόριθ

µος είναι µια 
συνάρτηση του µεγέθ

ους n
της 

εισόδου!

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

1
6

Έ
να

Α
κόµη Π

αράδειγµα

Π
ρόβ

ληµα

Ε
ίσ

οδος
Μ
ια ακολουθ

ία απ
ό n αριθ

µούς 
<a

1 , a
2 , ..., a

n >.

Έ
ξοδος (output):

Μ
ια µετάθ

εση (αναδιάταξη) 
< a’1 , a’2 , ..., a’n >

της ακολουθ
ίας 

εισόδου έτσι ώ
στε: 

a’1
≤
a’2

≤
... ≤

a’n

A
lgorith

m
Inse

rtionS
ort

(Α
[1

..n]) {
// Ε

ίσοδος: ένας µη-ταξινοµηµένος 
π
ίνακας Α

 ακεραίω
ν αριθ

µώ
ν

// Έ
ξοδος: ο π

ίνακας Α
 µε τα στοιχ

εία 
του σε αύξουσα διάταξη

int
key, i, j;

for (j = 2
; j ≤

n; j++) {
key = A

[j];
i = j-1;
w
h
ile (i >

0
&
&
 A
[i] > key) {

A
[i+1] = A

[i];
i = i-1;

}A
[i+1] = key;

}return A
;

}

Π
ω
ς
λειτουργεί ο αλγόριθ

µος αν A
= <5

,2
,4
,6
,1,3

>;



Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

1
7

Έ
να

Α
κόµη Π

αράδειγµα
A

lgorith
m

Inse
rtionS

ort
(Α

[1
..n]) {

int
key, i, j;

for (j = 2
; j ≤

n; j++) {
key = A

[j];
i = j-1;
w
h
ile (i >

0
&
&
 A
[i] > key) {

A
[i+1] = A

[i];
i = i-1;

}A
[i+1] = key;

}return A
;

}

Π
ω
ς
λειτουργεί ο αλγόριθ

µος αν 
A
= <5

,2
,4
,6
,1,3

>;

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

1
8

Υ
π
ολογίζοντας

το π
λήθ

ος τω
ν στοιχ

ειω
δώ

ν 
εντολώ

ν –
Α
λγόριθ

µος InsertionS
ort

A
lgorith

m
InsertionS

ort(A
[1..n]) {

Κ
όσ

τος
int key, i, j;
for (j = 2

; j =< n; j++) {
-------------------->    1+ n + 2

*(n-1)
key = A

[j];
-------------------->    2

* (n-1)
i = j-1;

-------------------->    n-1
w
h
ile (i > 0

 &
&
A
[i] > key) { 

-------------------->    4
 * Σ

j=2
..n

t
j

A
[i+1] = A

[i];
-------------------->    4

 * Σ
j=2

..n
(t

j
–
1)

i = i-1;
-------------------->    2

 * Σ
j=2

..n
(t

j
–
1)

}A
[i+1] = key;

-------------------->    3
 * (n-1)

}return A
;

-------------------->   
1

}t
j : ο αριθ

µός τω
ν φ

ορώ
ν π

ου ο έλεγχ
ος του w

h
ile loop

εκτελείται για 
τη συγκεκριµένη τιµή του j, 2

≤
j ≤

n.
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Υ
π
ολογίζοντας

το π
λήθ

ος τω
ν στοιχ

ειω
δώ

ν 
εντολώ

ν –
Α
λγόριθ

µος InsertionS
ort

Σ
υνολικός

Χ
ρόνος Ε

κτέλεσ
ης

T
(n)

= 1 + n
+ 2

*(n-1) + 2
 * (n-1) + (n-1) + 4

 * Σ
t
j + 4

* Σ
 (t

j -1) 
+ 2

 * Σ
 (t

j -1) + 3
*(n-1)

+ 1 
= 9

n -
6
 + 10

*Σ
j=2

..n
t
j –

6
* Σ

j=2
..n
1 

= 9
n –

6
 + 10

* Σ
j=2

..n
t
j –

6
* (n-1) 

= 3
n + 10

* Σ
j=2

..n
t
j

Π
οιος είναι ο καλύτερος χ

ρόνος εκτέλεσης π
ου µπ

ορεί να επ
ιτευχ

θ
εί 

απ
ό την InsertionS

ort?
O
 π
ίνακας είναι εξ αρχ

ής ταξινοµηµένος σε αύξουσα διάταξη.
Τ
ότε?

t
j = 1, ∀

j
= 2

, …
, n.

Ε
π
οµένω

ς, T
(n) = 3

n + 10
*(n-1) = 13

n –
10

⇒⇒⇒ ⇒
γρα

µµική σ
υνά

ρτησ
η του n!

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

2
0

Υ
π
ολογίζοντας

το π
λήθ

ος τω
ν στοιχ

ειω
δώ

ν 
εντολώ

ν –
Α
λγόριθ

µος InsertionS
ort

Π
οιος

είναι ο χ
ειρότερος χ

ρόνος εκτέλεσης κατά την 
εκτέλεση της ΙnsertionS

ort?

Τ
α στοιχ

εία του π
ίνακα είναι σε φ

θ
ίνουσα διάταξη. 

Τ
ότε?

t
j
= j, ∀

j
= 2

, …
, n, και

Σ
j=2

..n
t
j
= Σ

j=2
..n
j  

= 2
+ …

 + n =
(n+2

)(n-1)/2

Ε
π
οµένω

ς:

Τ
(n)= 3

n + 5
(n+2

)(n-1) = 5
n
2
+ 8

n -
10

⇒⇒⇒ ⇒
τετρα

γω
νική σ

υνά
ρτησ

η του n!
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1

Α
νάλυση

Χ
ειρότερης π

ερίπ
τω
σης

�
Ο
χ
είριστος χ

ρόνος εκτέλεσης
(ή η χ

ρονική π
ολυπ

λοκότητα 
χ
ειρότερης π

ερίπ
τω
σης) ενός αλγορίθ

µου ορίζεται να είναι ο 
µέγιστος χ

ρόνος εκτέλεσης για οπ
οιαδήπ

οτε είσοδο µε 
συγκεκριµένο µέγεθ

ος n
(και συνήθ

ω
ς είναι συνάρτηση του 

n).

�
Π
ω
ς µπ

ορούµε να β
ρούµε ένα άνω

 όριο στη χ
ρονική 

π
ολυπ

λοκότητα χ
ειρότερης π

ερίπ
τω
σης ενός αλγορίθ

µου;
�
Π
ω
ς µπ

ορούµε να β
ρούµε ένα κάτω

 όριο στην χ
ρονική 

π
ολυπ

λοκότητα χ
ειρότερης π

ερίπ
τω
σης ενός αλγορίθ

µου;

Μ
ας ενδιαφ

έρει να β
ρούµε το χ

αµηλότερο άνω
 φ
ράγµα και το 

υψ
ηλότερο κάτω

 φ
ράγµα. Σ

ε π
οια εκτέλεση του αλγορίθ

µου 
π
ρέπ

ει να εστιάσουµε π
ροκειµένου να υπ

ολογιστούν αυτά;

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

2
2

Α
νάλυση

Α
ναµενόµενης Π

ερίπ
τω
σης

�
Α
ν
είναι γνω

στή κάπ
οια κατανοµή π

ιθ
ανότητας επ

ί του συνόλου τω
ν 

στιγµιοτύπ
ω
ν του εν λόγω

 π
ροβ

λήµατος (δηλαδή, όλω
ν τω

ν δυνατώ
ν 

εισόδω
ν µεγέθ

ους n), τότε είναι δυνατή η ανάλυση αναµενόµενης 
π
ερίπ

τω
σης, η οπ

οία µας δίνει την αναµενόµενη χ
ρονική π

ολυπ
λοκότητα

(ή τον αναµενόµενο χ
ρόνο εκτέλεσης) του αλγορίθ

µου, όταν του δοθ
εί 

µια νόµιµη είσοδος µε µέγεθ
ος n.

Π
αράδειγµα

�
Α
ς υπ

οθ
έσουµε ότι τα n στοιχ

εία του π
ίνακα στον αλγόριθ

µο 
InsertionS

ort
έχ
ουν επ

ιλεγεί οµοιόµορφ
α µε τυχ

αίο τρόπ
ο απ

ό κάπ
οιο 

αρχ
ικό σύνολο στοιχ

είω
ν (universe).  

�
Π
όσες φ

ορές θ
α εκτελεστεί το σώ

µα του
w
h
ile loop του αλγορίθ

µου για 
οπ
οιαδήπ

οτε τιµή του j;
�

Κ
ατά µέσο όρο, τα µισά στοιχ

εία στον Α
[1..j-1]

θ
α είναι µικρότερα του A

[j] 
και τα άλλα µισά µεγαλύτερα. 

�
Ε
π
οµένω

ς, το αναµενόµενο π
λήθ

ος στοιχ
είω

ν π
ου θ

α ελεγχ
θ
ούν είναι

j/2
. 

Ά
ρα, t

j = j/2
.

�
Ο
 αναµενόµενος χ

ρόνος εκτέλεσης της InsertionS
ort

είναι επ
οµένω

ς: 
T
(n) = 3

n + 10
* Σ

j=2
..n
t
j = 3

n + 5
* Σ

j=2
..n
j = 3

n + 5
* (n+2

)(n-1)/2
 

= 
(6
n + 5

n
2
+ 5

n -10
)/2

 = (5
n
2
+ 11n -10

)/2
.

⇒⇒⇒ ⇒
τετρα

γω
νική σ

υνά
ρτησ

η του n!
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Α
νάλυση

Χ
ειρότερης π

ερίπ
τω
σης

–
Α
νάλυση 

Α
ναµενόµενης Π

ερίπ
τω
σης

�
Σ
το

µάθ
ηµα αυτό θ

α εστιάσουµε στην ανάλυση χ
ειρότερης 

π
ερίπ

τω
σης για τους ακόλουθ

ους λόγους:
�
Ο
 χ
είριστος χ

ρόνος εκτέλεσης ενός αλγορίθ
µου είναι ένα π

άνω
 

φ
ράγµα στον χ

ρόνο εκτέλεσης για οπ
οιαδήπ

οτε είσοδο µεγέθ
ους n.

�
Σ
ε π

ολλά π
ροβ

λήµατα, η χ
είριστη π

ερίπ
τω
ση συµβ

αίνει συχ
νά 

(π
.χ
., απ

οτυχ
ηµένη αναζήτηση).

�
Ο
 αναµενόµενος χ

ρόνος εκτέλεσης δεν είναι συχ
νά π

ολύ 
καλύτερος απ

ό τον χ
είριστο χ

ρόνο εκτέλεσης.

�
Α
π
ό εδώ

 και στο εξής, οι όροι χ
ρονική π

ολυπ
λοκότητα και 

χ
ρόνος εκτέλεσης ενός αλγορίθ

µου θ
α αναφ

έρονται στη 
χ
ρονική π

ολυπ
λοκότητα χ

ειρότερης π
ερίπ

τω
σης και στο 

χ
είριστο χ

ρόνο εκτέλεσης του αλγορίθ
µου.

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

2
4

Α
συµπ

τω
τική

Α
νάλυση

�
Η
χ
ρονική π

ολυπ
λοκότητα της InsertionS

ort
είναι 

5
n
2+8

n-10
.

�
Ο
ι σταθ

ερές 5
, 8
, -10

 δεν µας δίνουν χ
ρήσιµη 

π
ληροφ

ορία.
�
Μ
ας ενδιαφ

έρει κυρίω
ς ο ρυθ

µός µεταβ
ολής της 

συνάρτησης της χ
ρονικής π

ολυπ
λοκότητας:

�
Α
π
ό το άθ

ροισµα 5
n
2+8

n-10
 µας ενδιαφ

έρει µόνο ο κυρίαρχ
ος 

όρος 5
n
2, αφ

ού οι άλλοι δύο όροι είναι µη σηµαντικοί για µεγάλες 
τιµές του n.

�
Α
γνοούµε επ

ίσης το συντελεστή 5
, αφ

ού οι σταθ
εροί π

αράγοντες 
δεν είναι σηµαντικοί για µεγάλες τιµές του n.

�
Λ
έµε π

ω
ς η

χ
ρονική π

ολυπ
λοκότητα της InsertionS

ort
είναι

τετραγω
νικής

τάξης. 
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Α
συµπ

τω
τική

Α
νάλυση –

Σ
υµβ

ολισµός Ο
Ο

ρισ
µός

Έ
στω

 f(n) και g(n) δύο συναρτήσεις. Η
 f(n) ανήκει στο Ο

(g(n)), 
f(n) ∈

O
(g(n)) ή f(n) = O

(g(n)), αν υπ
άρχ

ουν σταθ
ερές c ∈

R
+
(c

π
ραγµατικός, c

> 0
) και ακέραιος n

0
≥
0
, έτσι ώ

στε για κάθ
ε n ≥

n
0

να ισχ
ύει:

0
 ≤
f(n) ≤

cg(n)

Ο
 συµβ

ολισµός Ο
 υπ

οδηλώ
νει ότι µια συνάρτηση (f(n))

είναι 
ασυµπ

τω
τικά

άνω
 φ
ραγµένη.

Ε
ίναι αξιοσηµείω

το ότι το O
(g(n)) είναι ένα σύνολο 

συναρτήσεω
ν, το σύνολο τω

ν συναρτήσεω
ν για τις οπ

οίες η g(n)
απ
οτελεί ασυµπ

τω
τικό

άνω
 φ
ράγµα. Έ

τσι, ο συµβ
ολισµός f(n) = 

O
(g(n)) (αν και συνηθ

ίζεται γιατί είναι β
ολικός σε κάπ

οιες 
π
εριπ

τώ
σεις) δεν είναι µαθ

ηµατικά σω
στός. ∆

ηλώ
νει απ

λά ότι η 
f(n) είναι µέλος του συνόλου Ο

(g(n)).

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

2
6

Α
συµπ

τω
τική

Α
νάλυση –

Σ
υµβ

ολισµός Ο
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Α
συµπ

τω
τική

Α
νάλυση –

Σ
υµβ

ολισµός Ο
Π

αράδειγµα
1
: Έ

στω
 f(n) = an

2
+b
n, όπ

ου a,b
θ
ετικές σταθ

ερές. 
Ισχ

ύει ότι
f(n) = O

(n
2);

Α
π
ά
ντησ

η: Α
ναζητούµε σταθ

ερές c ∈
R
+&
 n

0
≥
0
, τ.ω

.:
an

2
+ b

n
≤
cn

2, για κάθ
ε n ≥

n
0

0
 ≤
(c-a)n

2
–
b
n
⇔

0
 ≤
n [(c-a)n

–b
] ⇔

(c-a)n
-
b
 ≥
0
 (αφ

ού n ≥
n
0
 ≥
0
)

Α
ν επ

ιλέξουµε c
= a+1 και οπ

οιοδήπ
οτε n

0
≥
b
, η ανισότητα 

(c-a)n
-
b
 ≥
0
 ισχ

ύει.

Π
αράδειγµα

 2
: Έ

στω
 f(n) = 2

0
n
3
+ 10

nlogn + 5
. Ισχ

ύει ότι f(n) = O
(n

3);
Α
π
ά
ντησ

η:
2
0
n
3
+ 10

nlogn + 5
≤
3
5
n
3, για n ≥

1. Α
ν απ

οδείξουµε π
ω
ς

υπ
άρχ

ουν σταθ
ερές c ∈

R
+&
 n

0
≥
0
 τ. ω

. 3
5
n
3
≤
cn

3, ∀
n ≥

n
0 , θ

α
ισχ

ύει
και

π
ω
ς
f(n) ≤

cn
3, ∀

n ≥
n
0 . Ά

ρα, αν επ
ιλέξουµε c = 3

5
και 

οπ
οιoδήπ

οτε
n
0
≥
1, ο ισχ

υρισµός f(n) = Ο
(n

3)
απ
οδεικνύεται.

Π
αράδειγµα

 3
: Έ

στω
 f(n)

= 3
 logn

+ loglogn. Ισχ
ύει ότι f(n) = Ο

(logn);
Α
π
ά
ντησ

η: 3
 logn

+ loglogn
≤
4
 logn, αν n ≥

1. Ά
ρα, αν επ

ιλέξουµε c = 4
και οπ

οιoδήπ
οτε

n
0
≥
1, ο ισχ

υρισµός f(n) = Ο
(logn) απ

οδεικνύεται.

Η
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4
0
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Π
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τα Φ
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2
8

Α
συµπ

τω
τική

Α
νάλυση –

Σ
υµβ

ολισµός Ο
�
Λ
έγοντας

ότι ο χ
ρόνος εκτέλεσης ενός αλγορίθ

µου είναι 
O
(n

2) εννοούµε ότι υπ
άρχ

ει µια συνάρτηση f(n)
η οπ

οία 
ανήκει στο O

(n
2), τέτοια ώ

στε για οπ
οιαδήπ

οτε τιµή του n
(εκτός ίσω

ς απ
ό κάπ

οιες µικρές τιµές), ανεξάρτητα απ
ό τη 

µορφ
ή της κάθ

ε συγκεκριµένης εισόδου µεγέθ
ους n, ο χ

ρόνος 
εκτέλεσης για αυτή την είσοδο φ

ράσσεται εκ τω
ν άνω

 απ
ό την 

τιµή f(n).
�
∆
εν είναι συνηθ

ισµένο να συµπ
εριλαµβ

άνονται σταθ
εροί 

π
αράγοντες και χ

αµηλότερης τάξης όροι στο συµβ
ολισµό Ο

. Ο
 

ισχ
υρισµός 2

n
2
= O

(4
n
2
+ nlogn) είναι σω

στός αλλά δεν 
θ
εω

ρείται «
κοµψ

ός»
.

�
Ο
 ισχ

υρισµός f(n) ≤
O
(g(n)) δεν

είναι
επ
ίσης

κοµψ
ός

αφ
ού

το
Ο
εµπ

εριέχ
ει
την

έννοια
του

«
µικρότερου

ή
ίσου»

: 
υπ
οδηλώ

νει
ένα

µη
αυστηρό

ασυµπ
τω
τικό

άνω
φ
ράγµα

της
f.

�
Ε
π
ιτρέπ

εται
η
χ
ρήση

του
συµβ

ολισµού
Ο
σε

αριθ
µητικές

εκφ
ράσεις. Μ

π
ορούµε

να
λέµε

ότι
η
f(n) είναι

στο
h
(n) + 

O
(g(n))

⇒
υπ
άρχ

ουν
σταθ

ερές
c και

n
0
τ.ω

., για
κάθ

ε
n ≥

n
0 , 

f(n) ≤
h
(n) + cg(n).
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9

Α
συµπ

τω
τική

Α
νάλυση  -

Σ
υµβ

ολισµός Ω

Ο
ρισ

µός
Έ
στω

 f(n) και g(n) δύο συναρτήσεις. Η
 f(n) ανήκει στο Ω

(g(n)), 
f(n) ∈

Ω
(g(n))

ή f(n) = Ω
(g(n)), αν υπ

άρχ
ουν σταθ

ερές c ∈
R
+
(c

π
ραγµατικός, c

> 0
) και ακέραιος n

0
≥
0
, έτσι ώ

στε, για κάθ
ε n ≥

n
0 , 

να ισχ
ύει:

0
 ≤
cg(n) ≤

f(n)

Ο
 συµβ

ολισµός Ω
 δηλώ

νει ότι µια συνάρτηση (f(n))
είναι ασυµπ

τω
τικά

κάτω
 

φ
ραγµένη.

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

3
0

Α
συµπ

τω
τική

Α
νάλυση –

Σ
υµβ

ολισµός Ω
Π

αράδειγµα
1
: Έ

στω
 f(n) = an

2
+b
n, όπ

ου a,b
θ
ετικές σταθ

ερές. Θ
α 

απ
οδείξουµε ότι f(n) = Ω

(n).
Α
π
όδειξη: Α

ναζητούµε σταθ
ερές c ∈

R
+
&
 n

0
≥
0
 τ.ω

., για κάθ
ε n ≥

n
0
να 

ισχ
ύει: an

2
+ b

n
≥
cn

⇔
αn

2
+ (b

-c)n
≥
0
 ⇔

an + b
-c

≥
0
.

A
ν επ

ιλέξουµε c
= b

ισχ
ύει ότι an ≥

0
, για κάθ

ε n ≥
0
 (αφ

ού α ∈
R
+), άρα 

για c
= b

&
 n

0
= 0

, ο ισχ
υρισµός απ

οδεικνύεται.

Π
αράδειγµα

 2
: Έ

στω
 f(n) = 2

0
n
3
+ 10

nlogn
+ 5

. Ισχ
ύει ότι f(n) = Ω

(n
3);

Α
π
ά
ντησ

η:
2
0
n
3
+ 10

nlogn
+ 5

≥
2
0
n
3, για n ≥

1. Ά
ρα, αν επ

ιλέξουµε 
c = 2

0
 και οπ

οιoδήπ
οτε

n
0
≥
1, ο ισχ

υρισµός f(n) = Ω
(n

3)
απ
οδεικνύεται.

Π
αράδειγµα

 3
: Έ

στω
 f(n) = n

3
-
10
nlogn

-
5
. Ισχ

ύει ότι f(n) = Ω
(n

3);
Α
π
ά
ντησ

η: n
3
-
10
nlogn

–
5
≥
n
3
-
10
n
2
–
5
n
2, για κάθ

ε n ≥
1. Α

ναζητούµε
σταθ

ερές c ∈
R
+&
 n

0
≥
0
, τ.ω

. , για κάθ
ε n ≥

n
0
να ισχ

ύει:
n
3
-
10
nlogn

–
5
 ≥
n
3
-
10
n
2
–
5
n
2
≥
cn

3
 ⇔

n
3
-
15
n
2
≥
cn

3
⇔

(1-c)n
3
-
15
n
2
≥
0
⇔

(1-c)n –
15
 ≥
0
. 

Ε
π
ιλέγοντας π

.χ
., c = 1/2

και n
0
= 3

0
, η τελευταία ανισότητα ισχ

ύει για 
κάθ

ε n ≥
n
0 . Ά

ρα, ο ισχ
υρισµός f(n) = Ω

(n
3)
ισχ

ύει.
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3
1

Α
συµπ

τω
τική

Α
νάλυση –

Σ
υµβ

ολισµός Θ
Ο

ρισ
µός

Έ
στω

 f(n) και g(n) δύο συναρτήσεις. Η
 f(n) ανήκει στο  Θ

(g(n)), 
f(n) ∈

Θ
(g(n)) ή f(n) = Θ

(g(n)), αν ισχ
ύει ότι 

f(n) = O
(g(n)) και f(n) = Ω

(g(n)).

A
ν f(n) ∈

Θ
(g(n)), ισχ

ύει ότι υπ
άρχ

ουν σταθ
ερές c

1 , c
2
∈
R
+ και ακέραιος n

0
≥
0
, 

έτσι ώ
στε για κάθ

ε n ≥
n
0
να ισχ

ύει:
c
1 g(n) ≤

f(n) ≤
c
2 g(n)

Ο
 συµβ

ολισµός Θ
 υπ

οδηλώ
νει ότι µια συνάρτηση (f(n))

είναι 
ασυµπ

τω
τικά

φ
ραγµένη µε αυστηρό τρόπ

ο (η g(n)
είναι ένα ασυµπ

τω
τικά

αυστηρό φ
ράγµα για την f(n)).

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

3
2

Α
συµπ

τω
τική

Α
νάλυση –

Ιδιότητες
Μ

ετα
β
ατική

Ιδιότητα
�

f(n) = O
(g(n)) και g(n) = O

(h
(n)) ⇒

f(n) = O
(h
(n) (το

ίδιο
ισχ

ύει
και

για
τους

συµβ
ολισµούς

Ω
, Θ

).

Α
να

κλα
σ
τική Ιδιότητα

�
f(n) = O

(g(n)), f(n) =  Ω
(g(n)) και f(n) = Θ

(g(n))

Σ
υµµετρική Ιδιότητα

�
f(n) = Θ

(g(n)) αν και µόνο αν g(n) = Θ
(f(n))

Α
να

σ
τροφ

ική
Ιδιότητα

�
f(n) = O

(g(n)) αν και µόνο αν g(n) = Ω
(f(n)) 

Ά
λλες Ιδιότητες

�
Α
ν f(n) = O

(g(n)), τότε (cf)(n) = O
(g(n)),

για οπ
οιαδήπ

οτε σταθ
ερά 

c ∈
R
+.

�
Α
ν f(n) = O

(g(n)) και h
(n) = O

(g(n)),
τότε (c

1 f+c
2 h
)(n) = O

(g(n)) για 
οπ
οιαδήπ

οτε σταθ
ερές c

1 ,
c
2
∈
R
+.
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3

Σ
υνήθ

εις
τάξεις π

ολυπ
λοκότητας

Ο
(1)

⊂

Ο
(log n) ⊂

O
(log

κ
n), για κάθ

ε k > 1 ⊂

O
(

)
⊂

Ο
(n) ⊂

O
(n
log n) ⊂

O
(n

2) ⊂

O
(n

k), για κάθ
ε k > 2

 ⊂

O
(2

n) ⊂

O
(n!) ⊂

O
(n

n)

Χ
αρακτηριστικές

κλάσεις συναρτήσεω
ν 

και οι µεταξύ τους σχ
έσεις

n

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

3
4

Α
συµπ

τω
τική

Α
νάλυση –

Γ
ιατί είναι σηµαντική;

1,7
9
 * 10

3
0
8

1.0
7
3
.7
4
1.8

2
4

10
4
8
5
7
6

10
2
4
0

10
2
4

3
2

10
10
2
4

1,3
4
 * 10

15
4

13
4
.2
17
.7
2
8

2
6
2
14
4

4
6
0
8

5
12

2
3

9
5
12

1,15
 * 10

7
7

16
.7
7
7
.2
16

6
5
5
3
6

2
0
4
8

2
5
6

16
8

2
5
6

3
,4
0
 * 10

3
8

2
.0
9
7
.15

2
16
3
8
4

8
9
6

12
8

11
7

12
8

1,8
4
 * 10

19
2
6
2
.14

4
4
0
9
6

3
8
4

6
4

8
6

6
4

4
.2
9
4
.9
6
7
.2
9
6

3
2
.7
6
8

10
2
4

16
0

3
2

5
.7

5
3
2

6
5
.5
3
6

4
0
9
6

2
5
6

6
4

16
4

4
16

2
5
6

5
12

6
4

2
4

8
2
.8

3
8

16
6
4

16
8

4
2

2
4

4
8

4
2

2
1.4

1
2

2
n

n
3

n
2

n log n
n

log n
S
ize 

of 
input

n

Α
υξητικός

Χ
αρακτήρας Σ

υναρτήσεω
ν



Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

3
5

Α
συµπ

τω
τική

Α
νάλυση –

Γ
ιατί είναι σηµαντική;

1,3
 * 10

13

centuries
3
6
6
 

centuries
13
 m
in

3
,6
 m
sec

0
,0
6
 

m
sec

6
0

2
*10

8

centuries
3
5
,7
 

years
5
,2
 m
in

2
,5
 m
sec

0
,0
5
 

m
sec

5
0

3
8
5
5
 

centuries
12
,7
 d
ays

1,7
 m
in

1,6
 m
sec

0
,0
4
 

m
sec

4
0

5
8
 m
in

1 sec
3
,2
 sec

0
,4
 m
sec

0
,0
2
 

m
sec

2
0

5
9
 m
sec

1 m
sec

0
,1 sec

0
,1 m

sec
0
,0
1 

m
sec

10

3
n

2
n

n
5

n
2

n
S
ize of 

input

Ε
νδεικτικές

Α
νάγκες σε Χ

ρόνο Υ
π
οτιθ

έµενω
ν Α

λγορίθ
µω

ν

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

3
6

Α
συµπ

τω
τική

Α
νάλυση –

Γ
ιατί είναι σηµαντική;

Ν
5 +6

,2
9

Ν
4 +9

,9
7

3
,9
8
Ν
3

3
1,6

Ν
2

10
0
0
Ν
1

Μ
ε
έναν 

υπ
ολογιστή 

10
0
0
 φ
ορές π

ιο 
γρήγορο

Ν
5 +4

,19
Ν
4 +6

,6
4

2
,5
Ν
3

10
Ν
2

10
0
Ν
1

Μ
ε
έναν 

υπ
ολογιστή 10

0
 

φ
ορές π

ιο 
γρήγορο

Ν
5

Ν
4

Ν
3

Ν
2

Ν
1

Μ
ε
έναν τρέχ

ον 
υπ
ολογιστή

3
n

2
n

n
5

n
2

n

Ε
π
ίδραση

β
ελτιω

µένης τεχ
νολογίας σε διάφ

ορους π
ολυω

νυµικούς
και εκθ

ετικούς αλγορίθ
µους

Μ
έγεθ

ος
του µεγαλύτερου στιγµιότυπ

ου ενός π
ροβ

λήµατος 
π
ου µπ

ορεί να επ
ιλυθ

εί σε 1 ώ
ρα
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3
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Χ
ρήσιµο

Μ
αθ
ηµατικό Υ

π
όβ
αθ
ρο –

Ε
κθ
έτες

&
Λ
ογάριθ

µοι
Γ
ια
οπ
οιουσδήπ

οτε π
ραγµατικούς αριθ

µούς α >0
, m

 και n, ισχ
ύουν τα εξής:

�
α
0
= 1, α

1
= α, α

-1
= 1/α, 

�
(a

m)
n
= a

m
n,  (a

m)
n
= (a

n)
m

�
a
ma

n
= a

m
+n, a

m/a
n
= a

m
-n

Σ
υµβ

ολίζουµε µε e
= 2

,7
18
2
8
…
 τη β

άση τω
ν φ

υσικώ
ν (νεπ

έρειω
ν) 

λογαρίθ
µω

ν.
Γ
ια όλους τους π

ραγµατικούς αριθ
µούς x

ισχ
ύει ότι:

Γ
ια οπ

οιουσδήπ
οτε π

ραγµατικούς αριθ
µούς a,b

,c
>0
, ισχ

ύουν τα εξής:
log

b ac
= log

b a+log
b c, 

log
b (α/c)

= log
b a
–
log

b c, log
b (1/a) = -

log
b a

log
b a

c
= c log

b a
log

b a
= (log

c a) / log
c b

,
log

log
log

,
b

c
c

a
a

b
b

a
a

b
=

=

2
3

0

1
2!

3!
! i

x

i

e
x

x
x

x

i

∞=

=
+

+
+
…
=

+
∑

1
1

(
)

log
log

n
nk

k
k

k

a
a

=
=

Π
=
∑

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

3
8

Χ
ρήσιµο

Μ
αθ
ηµατικό Υ

π
όβ
αθ
ρο

–
Κ
άτω

 και 
π
άνω

 ακέραιο µέρος &
 Π
αραγοντικά

Γ
ια
κάθ

ε π
ραγµατικό αριθ

µό x
:

�
το σύµβ

ολο x

δηλώ

νει
το

µεγαλύτερο
ακέραιο

π
ου

είναι
µικρότερος

ή
ίσος

του
x
και

το
σύµβ

ολο
x

δηλώ

νει
το

µεγαλύτερο
ακέραιο

π
ου

είναι
µεγαλύτερος

ή
ίσος

του
x

�
x
-1 < x


≤
x
≤
x

< x

+1

�
Γ
ια
οπ
οιουσδήπ

οτε
ακεραίους

a,b
> 0

 ισχ
ύει

ότι:

�
x

/a
/b


= x

/ab


�
x

/a
/b


= x

/ab


Γ
ια
κάθ

ε
ακέραιο

n, ισχ
ύει

ότι
n/2


+ n/2


= n

n! = 1*2
* …

 * n,
ή 

n! ≤
n
n

log(n!) = Θ
(nlogn)

1
if n=

0
!

*
(

1)!
otherw

ise
n

n
n


=


−

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Χ
ρήσιµο

Μ
αθ
ηµατικό Υ

π
όβ
αθ
ρο

–
Α
θ
ροίσµατα

Α
ριθ

µητική
Π

ρόοδος

Γεω
µετρική Π

ρόοδος

Α
ν |x

| < 1, τότε 

Τ
ηλεσ

κοπ
ική (T

e
le

scoping) Σ
ειρά

1

(
1)

1
2

2

nk

n
n

k
n

=

+
=

+
+
…
+

=
∑

1
2

1
(

)
2

n
n

n
a

a
a

a
a

+
+
…
+

=
+

1
2

0

1
1

1

n
n

k
n

k

x
x

x
x

x
x

+

=

−
=

+
+

+
…
+

=
−

∑

0

1

1
k

k

x
x

∞=

=
−

∑

1
0

1 (
)

n

k
k

n
k

a
a

a
a

−
=

−
=

−
∑

Π
αράδειγµα
1

1

1
1

1
1

1
1

(
)

1
(

1)
1

n
n

k
k

k
k

k
k

n

−
−

=
=

=
−

=
−

+
+

∑
∑

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

4
0

Α
νάλυση

Α
ναδροµικώ

ν Α
λγορίθ

µω
ν

Ε
ίναι

η Pow
er1 ο π

ιο απ
οδοτικός αλγόριθ

µος για το π
ρόβ

ληµα ύψ
ω
σης 

αριθ
µού σε δύναµη;

A
lgorith

m
 R

Pow
e
r(x

, n) {
d
oub

le y;

if (n == 1) return x
;

y = R
Pow

er(x
, n/2

); 

if n is even

return y*y;

else                                                            

return x
*y*y;

}

Έ
στω

οπ
οιοσδήπ

οτε ακέραιος n και 
έστω

 ότι συµβ
ολίζουµε µε T

(n) τη 
χ
ρονική π

ολυπ
λοκότητα του 

R
Pow

er()
όταν αυτός καλείται µε τη 

δεύτερη π
αράµετρο ίση µε το n.

Τ
ότε: 

T
(1) = 2

 και T
(n) = Τ

(n/2
) + 7

   (1)

Ο
 όρος α

να
δροµική σ

χ
έσ

η
δηλώ

νει 
µια εξίσω

ση ή ανίσω
ση η οπ

οία 
ορίζει µια συνάρτηση µέσω

 της τιµής 
της για κάπ

οιο µικρότερο όρισµα.

Π
ω
ς µπ

ορούµε να λύσουµε την 
αναδροµική σχ

έση (1) (δηλαδή να 
β
ρούµε ασυµπ

τω
τικά

φ
ράγµατα 

τύπ
ου Θ

 ή Ο
 για το Τ

(n);

----> 2

----> 1 + Τ
(n/2

)

----> 2

----> 2

----> 3
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1

Α
νάλυση

Α
ναδροµικώ

ν Α
λγορίθ

µω
ν

Τ
εχ

νικές
λεπ

τοµέρειες π
ου α

γνοούντα
ι σ

την π
ρά

ξη
�
Υ
π
όθ
εση ότι οι συναρτήσεις έχ

ουν ακέραια ορίσµατα 
(άνω

 και κάτω
 ακέραια µέρη)

�
Α
ρχ
ικές συνθ

ήκες 

Μ
έθ

οδοι επ
ίλυσ

ης α
να

δροµικώ
ν εξισ

ώ
σ
εω

ν
�
Μ
έθ
οδος εικασίας

�
∆
ιατυπ

ώ
νουµε µια εικασία για τη λύση.

�
Μ
ε µαθ

ηµατική επ
αγω

γή π
ροσδιορίζουµε τις σταθ

ερές και 
απ
οδεικνύουµε ότι η λύση ισχ

ύει.

�
Μ
έθ
οδος επ

αναληπ
τικής αντικατάστασης

�
Ε
φ
αρµόζουµε επ

αναληπ
τικά τον ορισµό της αναδροµικής 

εξισώ
σεω

ς µέχ
ρι το T

(n)
να εκφ

ραστεί ω
ς ένα άθ

ροισµα όρω
ν 

π
ου εξαρτώ

νται µόνο απ
ό το n

και τις αρχ
ικές συνθ

ήκες.

�
Γ
ενική µέθ

οδος

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

4
2

Ε
π
ίλυση

Α
ναδροµικώ

ν Σ
χ
έσεω

ν –
Μ
έθ
οδος Ε

ικασίας
Π

α
ρά

δειγµα
1
:
Π
ροσδιορισµός άνω

 φ
ράγµατος για την αναδροµική σχ

έση:

Ε
ικάζουµε ότι η λύση είναι Ο

(nlogn). Α
π
οδεικνύουµε επ

αγω
γικά ότι T

(n) ≤
cnlogn, για

κατάλληλη
τιµή

της
σταθ

εράς
c
> 0

. 

�
Α
ντικαθ

ιστώ
ντας

στην
π
αραπ

άνω
εξίσω

ση
και

εφ
αρµόζοντας

ισχ
υρή

επ
αγω

γή:

T
(n) ≤

2
(c n/2

log(n/2
)) + n ≤

cnlog(n/2
)+n = cnlogn

–
cnlog2

 + n 

= cnlogn
–cn

+ n ≤
cnlogn, αν

c ≥
1.

�
Ε
λέγχ

ουµε
τις

αρχ
ικές

συνθ
ήκες:

n=1: T
(n) ≤

cnlogn
⇒

T
(1) ≤

cnlog1 = 0
, το

οπ
οίο

αντιτίθ
εται

στη
συνθ

ήκη
Τ
(1) =1.

�
Ο
ασυµπ

τω
τικός

συµβ
ολισµός

απ
αιτεί

να
απ
οδείξουµε

T
(n) ≤

cnlogn, για
n ≥

n
0 , όπ

ου
n
0
οπ
οιαδήπ

οτε
σταθ

ερά. Θ
έτοντας

n
0
= 2

, απ
οδεικνύεται

ότι
η
β
άση

της
επ
αγω

γής
ισχ

ύει
για

κάθ
ε
n ≥

n
0
αν

c ≥
2
:

�
Α
π
ό
αναδροµική

σχ
έση: Τ

(2
) = 4

�
Ισχ

υρισµός: Τ
(2
) ≤

c2
log2

 ≤
2
*2
* = 4

. Ισχ
ύει!

1

2
(

/2

if n =
 1

(
)

otherw
ise

)
T

n
n

T
n

+



=




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3

Ε
π
ίλυση

Α
ναδροµικώ

ν Σ
χ
έσεω

ν –
Μ
έθ
οδος Ε

ικασίας
Π

αράδειγµα
2
:
Π
ροσδιορισµός άνω

 φ
ράγµατος για την αναδροµική σχ

έση:

�
Ε
ικάζουµε ότι η λύση είναι Ο

(logn). 
�
A
π
οδείξτε

επ
αγω

γικά ότι T
(n) ≤

clogn, για
κατάλληλη

τιµή
της

σταθ
εράς

c
> 0

. 
Π

αράδειγµα
3
: Π

ροσδιορισµός
άνω

φ
ράγµατος

για
την

αναδροµική
σχ
έση:

Ε
ικάζουµε

ότι
η
λύση

είναι
Ο
(n). Π

ροσπ
αθ
ούµε

να
απ
οδείξουµε

ότι
T
(n)

≤
cn, για

κάπ
οια

σταθ
ερά

c >
0
.Ω

στόσο, αντικαθ
ιστώ

ντας
στην

π
αραπ

άνω
εξίσω

ση
και

εφ
αρµόζοντας

ισχ
υρή

επ
αγω

γή:
T
(n) ≤

c n/2

+ c

n/2

+ 1 ≤

cn+1 >
cn, ∀

c
> 0

.∆
εν

ισχ
ύει! 

∆
οκιµάζουµε

να
ισχ

υροπ
οιήσουµε

την
επ
αγω

γική
υπ
όθ
εση. Α

π
οδεικνύουµε

ότι
T
(n) ≤

cn
–
b
, όπ

ου
b
≥
0
 κάπ

οια
σταθ

ερά.
Ά
σκηση

για
το

σπ
ίτι!

2

(

if n =
 1

/2
(

)
otherw

ise
)

7
T

n
T

n
+








=


1

(
/

if n =
 1

(
)

otherw
is

2
)

(
/2

)
e

1
T

n
T

n
n

T
+

+














=


Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

4
4

Ε
π
ίλυση

Α
ναδροµικώ

ν Σ
χ
έσεω

ν –
Μ
έθ
οδος 

Ε
π
αναληπ

τικής Α
ντικατάστασης

Π
α
ρά

δειγµα
1
:
Π
ροσδιορισµός άνω

 φ
ράγµατος για την αναδροµική 

σχ
έση:

T
(n) = T

(n/2
) + 7

 

= (T
(n/4

) + 7
) + 7

 = T
(n/4

) + 2
* 7

= (T
(n/8

) + 7
) + 2

 * 7
 = T

(n/8
) + 3

* 7

= …

= T
(n/2

i) + i*7

Π
οτέ

σταµατά
η
επ
αναληπ

τική
αντικατάσταση;

Ό
ταν n/2

i
= 1 ⇒

i ≥
logn. 

Τ
ότε: T

(n) ≤
T
(1) + 7

logn = 2
 + 7

 logn
= O

(logn)!

2

(

if n =
 1

/2
(

)
otherw

ise
)

7
T

n
T

n
+








=

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Ε
π
ίλυση

Α
ναδροµικώ

ν Σ
χ
έσεω

ν –
Μ
έθ
οδος 

Ε
π
αναληπ

τικής Α
ντικατάστασης

Π
αράδειγµα

2
:
Π
ροσδιορισµός άνω

 φ
ράγµατος για την αναδροµική 

σχ
έση:

T
(n) = 3

 * T
(n/4

) + n 
= 3

 * (3
*T
(n/4

2) + n/4
) + n = 3

2*T
(n/4

2) + 3
* n/4


+ n

= 3
2*(3

*T
(n/4

3)+ n/4
2
)+ 3

* n/4

+ n = 3

3*T
(n/4

3) +   
3
2*
n/4

2
+3
* n/4


+ n

= …
≤
3
i*T

(n/4
i) + n*((3

/4
)
i+ (3

/4
)
i-1
+ …

+ (3
/4
) + 1)

≤
3
i*T

(n/4
i) + 4

n
Π
οτέ

σταµατά
η
επ
αναληπ

τική
αντικατάσταση;

Ό
ταν n/4

i
= 1 ⇒

i ≥
log

4 n. 
Τ
ότε: T

(n) ≤
3
i*T

(1) + 4
n = 3

log
4 n
+ 4

n = n
log

4 3
+ 4

n ≤
4
n + n = O

(n)

1

3
(

/4

if n =
 1

(
)

otherw
ise

)
T

n
n

T
n

+



=





Η
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4
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Π
αναγιώ
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ατούρου
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Π
ειραµατική

Α
νάλυση

�
Η
χ
ρήση τω

ν Ο
, Ω

, Θ
 µπ

ορεί να οδηγήσει σε λάθ
ος 

συµπ
εράσµατα όταν τα Ο

, Ω
, Θ

 υπ
οκρύπ

τουν σταθ
ερές 

π
ου είναι µεγάλες. 
�

Π
αράδειγµα

: Η
 συνάρτηση 10

10
0n
= Θ

(n), αλλά ένας αλγόριθ
µος 

µε χ
ρονική π

ολυπ
λοκότητα 10

nlogn
θ
α ήταν π

ροτιµότερος αφ
ού 

σε όλες τις λογικές εισόδους ο 2
ος αλγόριθ

µος θ
α 

συµπ
εριφ

ερόταν π
ολύ καλύτερα απ

ό τον π
ρώ

το. 

�
Ο
ι αλγόριθ

µοι π
ου έχ

ουν π
ολυω

νυµική
χ
ρονική 

π
ολυπ

λοκότητα θ
εω

ρούνται απ
οτελεσµατικοί, ενώ

 αυτοί 
π
ου απ

αιτούν εκθ
ετικό χ

ρόνο εκτέλεσης είναι µη-
απ
οτελεσµατικοί.

�
Ω
στόσο, ένας αλγόριθ

µος π
ου απ

αιτεί χ
ρόνο εκτέλεσης 

Θ
(n

10
0) δεν θ

εω
ρείται απ

οτελεσµατικός!
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Π
ειραµατική

Α
νάλυση

Η
ασυµπ

τω
τική

ανάλυση:
�
δεν π

αρέχ
ει π

ληροφ
ορίες για τους σταθ

ερούς π
αράγοντες 

π
ου κρύβ

ονται κάτω
 απ

ό τους συµβ
ολισµούς Ο

, Ω
 και Θ

�
δεν καθ

ορίζει διαχ
ω
ριστικές γραµµές µεταξύ 

ασυµπ
τω
τικά

αργώ
ν αλγορίθ

µω
ν µε µικρούς σταθ

ερούς 
π
αράγοντες και ασυµπ

τω
τικά

π
ιο γρήγορω

ν αλγορίθ
µω

ν 
µε µεγάλους σταθ

ερούς π
αράγοντες

�
εστιάζει κύρια σε εισόδους χ

ειρότερης π
ερίπ

τω
σης, π

ου 
µπ
ορεί να µην είναι οι π

ιο αντιπ
ροσω

π
ευτικές για 

συγκεκριµένα π
ροβ

λήµατα
�
για π

ολύ π
ολύπ

λοκους αλγορίθ
µους µπ

ορεί να µην µπ
ορεί 

να επ
ιτευχ

θ
εί.

Γ
ια όλους αυτούς τους λόγους, είναι χ

ρήσιµο να µπ
ορούµε 

να µελετάµε αλγορίθ
µους και µε π

ειραµατικό τρόπ
ο.

Η
Υ
2
4
0
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Π
αναγιώ
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ατούρου
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Π
ειραµατική

Α
νάλυση -

Ε
π
ιλέγοντας 

µετρικά π
ου θ

α µελετηθ
ούν

�
Ε
κτίµηση του ασυµπ

τω
τικού

χ
ρόνου εκτέλεσης ενός 

αλγόριθ
µου στη µέση π

ερίπ
τω
ση.

�
Σ
ύγκριση δύο ή π

ερισσότερω
ν αλγορίθ

µω
ν π

ροκειµένου 
να απ

οφ
ασιστεί π

οιος είναι π
ιο γρήγορος για κάπ

οιο 
εύρος τιµώ

ν εισόδου [n
0 ,n

1 ].
�
Γ
ια αλγορίθ

µους τω
ν οπ

οίω
ν η συµπ

εριφ
ορά εξαρτάται 

απ
ό αριθ

µητικές π
αραµέτρους, όπ

ω
ς π

.χ
. κάπ

οια 
σταθ

ερά a
ή ε, εύρεση τω

ν τιµώ
ν αυτώ

ν τω
ν 

π
αραµέτρω

ν για τις οπ
οίες επ

ιτυγχ
άνεται η καλύτερη 

δυνατή απ
όδοση.

�
Γ
ια αλγορίθ

µους π
ου απ

οσκοπ
ούν στην ελαχ

ιστοπ
οίηση 

ή στη µεγιστοπ
οίηση κάπ

οιας συνάρτησης, µελέτη της 
απ
όστασης της εξόδου του αλγορίθ

µου απ
ό τη β

έλτιστη 
έξοδο.
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�
Π
ραγµατικός

χ
ρόνος εκτελέσης

αλγορίθ
µου (χ

ρήση 
gettim

eofd
ay() ή άλλω

ν συναρτήσεω
ν π

ου µας π
αρέχ

ει 
το σύστηµα)
Υ
π
άρχ

ουν π
ολλοί π

αράγοντες π
ου µπ

ορούν να 
επ
ηρεάσουν τις µετρήσεις 

�
Υ
π
άρχ

ουν άλλα π
ρογράµµατα π

ου εκτελούνται ταυτόχ
ρονα; 

�
Χ
ρησιµοπ

οιεί ο αλγόριθ
µός την κρυφ

ή µνήµη του συστήµατος 
απ
οτελεσµατικά; 

�
Ε
ίναι αρκετή η µνήµη του συστήµατος για την απ

οτελεσµατική 
εκτέλεση του αλγορίθ

µου;)

�
Μ
έτρηση π

ρω
ταρχ

ικώ
ν λειτουργιώ

ν π
ου επ

ιτελούνται 
απ
ό τον αλγόριθ

µο
�
Α
ναφ

ορές στη µνήµη
�
Σ
υγκρίσεις

�
Α
ριθ

µητικές λειτουργίες

Π
ειραµατική

Α
νάλυση –

Τ
ι είδους µετρήσεις θ

α 
π
ραγµατοπ

οιηθ
ούν

Η
Υ
2
4
0
 -
Π
αναγιώ

τα Φ
ατούρου

5
0

Π
ειραµατική

Α
νάλυση –

Π
αραγω

γή ∆
εδοµένω

ν 
Ε
ισόδου π

ου θ
α χ

ρησιµοπ
οιηθ

ούν για τα π
ειράµατα

�
Π
αραγω

γή
αρκετώ

ν δειγµάτω
ν ώ

στε ο υπ
ολογισµός µέσω

ν τιµώ
ν να π

αρέχ
ει 

σηµαντικά στατιστικώ
ς δεδοµένα.

�
Π
αραγω

γή δειγµάτω
ν διαφ

ορετικώ
ν µεγεθ

ώ
ν ώ

στε να είναι εφ
ικτή η εξαγω

γή 
συµπ

ερασµάτω
ν για διαφ

ορετικά µεγέθ
η της εισόδου

�
Π
αραγω

γή δεδοµένω
ν αντιπ

ροσω
π
ευτικώ

ν εκείνω
ν π

ου ο αλγόριθ
µος θ

α
συναντήσει στην π

ράξη.

Θ
έµα

τα
 Υ

λοπ
οίησ

ης
�

Ο
 χ
ρόνος εκτέλεσης ενός αλγορίθ

µου εξαρτάται απ
ό το υλικό, τη γλώ

σσα 
π
ρογραµµατισµού και το µεταφ

ραστή, αλλά και απ
ό το π

όσο δεινός είναι ο 
π
ρογραµµατιστής.

�
Κ
ατά τη σύγκριση µέσω

 π
ειραµατικής µελέτης δύο αλγορίθ

µω
ν, ο ίδιος β

αθ
µός 

β
ελτιστοπ

οίησης του κώ
δικα π

ρέπ
ει να εφ

αρµοστεί στις υλοπ
οιήσεις

και τω
ν 

δύο αλγορίθ
µω

ν (και οι αλγόριθ
µοι καλό είναι να έχ

ουν υλοπ
οιηθ

εί
απ
ό 

π
ρογραµµατιστές ανάλογης εµπ

ειρίας). 
�

Τ
α χ

αρακτηριστικά (π
λήθ

ος Κ
Μ
Ε
 και ταχ

ύτητα αυτώ
ν, µέγεθ

ος κύριας
και 

κρυφ
ώ
ν µνηµώ

ν, ταχ
ύτητα του καναλιού επ

ικοινω
νίας µε τη µνήµη) του 

συστήµατος στο οπ
οίο π

ραγµατοπ
οιείται το π

είραµα θ
α π

ρέπ
ει να 

καταγράφ
ονται λεπ

τοµερώ
ς.


