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Εξέταση Προόδου

Θέµα 1 - Βαθµός: 20

Σωστό ή λάθος ; ∆ικαιολογήστε επαρκώς. Απαντήσεις χωρίς αιτιολόγηση δε ϐαθµολογούνται.

(αʹ) (2 µ.) Ισχύει
Im{(1 + j)(cos(t) + j sin(t))} = sin(t) + cos(t)

(ϐʹ) (2 µ.) ΄Ενα περιοδικό σήµα µε συντελεστές Fourier

Xk =
1

1 + |k|
ejπ/4

είναι πραγµατικό.

(γʹ) (2 µ.) ΄Ενα ΓΧΑ σύστηµα που περιγράφεται από µια διαφορική εξίσωση έχει χαρακτηριστικές ϱίζες

−3,−2,−1, 1

και έτσι το σύστηµα είναι ασταθές.

(δʹ) (2 µ.) Αν z1 = j µια ϱίζα ενός οποιουδήποτε πολυωνύµου τότε υποχρεωτικά ϱίζα είναι και ο z2 = −j.

(εʹ) (2 µ.) Για ϵ > 0, ∫ ϵ

−ϵ
δ(t− 2ϵ)dt = 1

(ϛʹ) (2 µ.) Ο τετραγωνικός παλµός
x(t) = rect(t)

µπορεί να γραφεί ως
x(t) = u(t+ 1)− u(t− 1)

(Ϲʹ) (2 µ.) Η περίοδος του σήµατος
x(t) = −2 cos(2π100t) + 4 sin(2π60t)

ισούται µε T0 = 20 s.

(ηʹ) (2 µ.) Το σήµα
x(t) = |t|

είναι σήµα ενέργειας.

(ϑʹ) (2 µ.) Ισχύει
u(at) = u(t)

για κάθε a > 0.

(ιʹ) (2 µ.) Ισχύει
sin(2πt)δ(t+ 1) = 0
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Λύση:

(αʹ) Σωστό,

Im{(1 + j)(cos(t) + j sin(t))} = Im{cos(t) + j sin(t) + j cos(t)− sin(t)} (1)
= Im{cos(t)− sin(t) + j(sin(t) + cos(t))} (2)
= sin(t) + cos(t) (3)

(ϐʹ) Λάθος, οι συντελεστές Fourier ενός πραγµατικού περιοδικού σήµατος είναι συζυγώς συµµετρικοί, δηλ.

Xk = X∗
−k (4)

Είναι

X∗
−k =

(
1

1 + | − k|
ejπ/4

)∗

=
1

1 + |k|
e−jπ/4 ̸= Xk (5)

(γʹ) Σωστό, µια από τις ϱίζες, η λ = 1 είναι ϑετική, και άρα το σύστηµά µας είναι ασταθές.

(δʹ) Λάθος, για να ισχύει αυτό πρέπει το πολυώνυµο να έχει πραγµατικούς συντελεστές (δεν µπορεί να είναι ένα
οποιοδήποτε πολυώνυµο).

(εʹ) Λάθος, τα άκρα του ολοκληρώµατος ορίζουν ένα διάστηµα που δεν περιλαµβάνεται η συνάρτηση ∆έλτα εντός
του (η συνάρτηση ∆έλτα ‘‘ζει’’ στο t = 2ϵ, δηλ. εκτός του [−ϵ, ϵ]).

(ϛʹ) Λάθος, ο συγκεκριµένος παλµός, µοναδιαίας διάρκειας, γράφεται ως

rect(t) = u

(
t+

1

2

)
− u

(
t− 1

2

)
(6)

(Ϲʹ) Λάθος, η ϑεµελιώδης συχνότητα του περιοδικού σήµατος είναι

f0 = Μ.Κ.∆{60, 100} = 20 Hz (7)

και άρα η περίοδός του ϑα είναι

T0 =
1

f0
=

1

20
= 0.005 s (8)

(ηʹ) Λάθος, το σήµα δεν είναι σήµα ενέργειας καθώς οι τιµές του απειρίζονται όταν t → ±∞.

(ϑʹ) Σωστό, αφού

u(at) =


1, at > 0

0, at < 0

=


1, at

a
> 0

a

0, at
a
< 0

a

=


1, t > 0

0, t < 0

(9)

(ιʹ) Σωστό, αφού

sin(2πt)δ(t+ 1) = sin(2πt)
∣∣∣
t=−1

δ(t+ 1) = sin(−2π)δ(t+ 1) = 0 · δ(t+ 1) = 0 (10)
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Θέµα 2 - Βαθµός: 25

Ελέγξτε αν το παρακάτω σύστηµα
y(t) = x(t)u(t− 2) (11)

είναι (7.5 µ.) γραµµικό, (7.5 µ.) χρονικά αµετάβλητο, (5 µ.) ευσταθές, (2.5 µ.) αιτιατό, και (2.5 µ.) δυναµικό.

Λύση:

� Για να είναι το σύστηµα γραµµικό πρέπει να είναι οµογενές και αθροιστικό. Το σύστηµα είναι οµογενές,
γιατί για είσοδο ax(t) η έξοδος είναι

ax(t) −→ (ax(t))u(t− 2) = a(x(t)u(t− 2)) = ay(t) (12)

Είναι και αθροιστικό, γιατί για επιµέρους εισόδους x1(t), x2(t)

x1(t) −→ x1(t)u(t− 2) = y1(t) (13)
x2(t) −→ x2(t)u(t− 2) = y2(t) (14)

οπότε

x1(t) + x2(t) −→ (x1(t) + x2(t))u(t− 2) = x1(t)u(t− 2) + x2(t)u(t− 2) = y1(t) + y2(t) (15)

΄Αρα είναι γραµµικό σύστηµα.

� ∆εν είναι Χ.Α. γιατί για είσοδο x(t− t0) η έξοδος είναι

x(t− t0) −→ x(t− t0)u(t− 2) = yd(t) (16)

και η καθυστερηµένη έξοδος κατά t0 δίνεται ως

y(t− t0) = x(t− t0)u(t− t0 − 2) ̸= yd(t) (17)

Οι δυο έξοδοι δεν είναι ίδιες οπότε το σύστηµα δεν είναι χρονικά αµετάβλητο.

� Το σύστηµα είναι ευσταθές γιατί για

|x(t)| < Bx =⇒ |y(t)| = |x(t)u(t− 2)| = |x(t)||u(t− 2)| < Bx|u(t− 2)| = Bx · 1 = Bx (18)

αφού η ϐηµατική συνάρτηση είναι ϕραγµένη από τη µονάδα.

� Είναι αιτιατό γιατί η έξοδος εξαρτάται µόνο από την τρέχουσα τιµή της εισόδου και όχι από µελλοντικές.

� ∆εν είναι δυναµικό γιατί δεν απαιτείται µνήµη για την αποθηκευση άλλων χρονικών στιγµών (µελλοντικών
ή παρελθοντικών) της εισόδου ή της εξόδου.

Θέµα 3 - Βαθµός: 30

΄Ενα σύστηµα περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση

d2

dt2
y(t)− 1

4
y(t) = x(t) + 2

d

dt
x(t) (19)

και έχει αρχικές συνθήκες y(0−) = 1, d
dt
y(t)

∣∣∣
t=0−

= 0.
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(αʹ) (7.5 µ.) Βρείτε την απόκριση µηδενικής εισόδου, yzi(t).

(ϐʹ) (10 µ.) Βρείτε την κρουστική του απόκριση, h(t).

(γʹ) (7.5 µ.) Βρείτε αναλυτικά την απόκριση µηδενικής κατάστασης, yzs(t), για x(t) = u(t).

(δʹ) (5.0 µ.) Είναι το σύστηµα ευσταθές ; ∆ικαιολογήστε.

Λύση:

(αʹ) Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι της µορφής

λ2 − 1

4
(20)

και άρα οι χαρακτηριστικές ϱίζες είναι οι λ1 = −1
2

και λ2 = 1
2
. Οπότε η απόκριση µηδενικής εισόδου ϑα

είναι της µορφής
yzi(t) = c1e

−t/2 + c2e
t/2, t > 0 (21)

Από τις αρχικές συνθήκες που µας δίνονται έχουµε

yzi(0
−) = 1 (22)

y′zi(0
−) = 0 (23)

Οπότε έχουµε το σύστηµα

yzi(0
−) = c1 + c2 = 1 (24)

y′zi(0
−) = −1

2
c1 +

1

2
c2 = 0 (25)

και λύνοντάς το έχουµε

c1 =
1

2
(26)

c2 =
1

2
(27)

Οπότε
yzi(t) =

[
1

2
e−t/2 +

1

2
et/2

]
u(t) (28)

(ϐʹ) Θεωρούµε το σύστηµα
d2

dt2
y(t)− 1

4
y(t) = x(t) (29)

µε κρουστική απόκριση ho(t). Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι της µορφής

λ2 − 1

4
(30)

και άρα οι χαρακτηριστικές ϱίζες είναι - όπως πριν - οι λ1 = −1/2 και λ2 = 1/2. Οπότε η κρουστική απόκριση
ϑα είναι της µορφής

ho(t) = c1e
−t/2 + c2e

t/2, t > 0 (31)
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Οι ψευδοαρχικές συνθήκες που εισάγει η συνάρτηση ∆έλτα είναι οι

ho(0
+) = 0 (32)

h′
o(0

+) = 1 (33)

Οπότε έχουµε το σύστηµα

ho(0
+) = c1 + c2 = 0 (34)

h′
o(0

+) = −1

2
c1 +

1

2
c2 = 1 (35)

και λύνοντάς το έχουµε

c1 = −1 (36)
c2 = 1 (37)

Οπότε
ho(t) = −e−t/2 + et/2, t > 0 =

(
et/2 − e−t/2

)
u(t) (38)

Για το δοθέν στην εκφώνηση σύστηµα, η κρουστική απόκριση ϑα είναι

h(t) = ho(t) + 2
d

dt
ho(t) (39)

=
(
et/2 − e−t/2

)
u(t) + 2

((
et/2 − e−t/2

)
u(t)

)′
(40)

=
(
et/2 − e−t/2

)
u(t) + 2

((
et/2 − e−t/2

)′
u(t)

)
+ 2

((
et/2 − e−t/2

)
u′(t)

)
(41)

=
(
et/2 − e−t/2

)
u(t) +

(
et/2 + e−t/2

)
u(t) + 2(et/2 − e−t/2)δ(t) (42)

=
(
et/2 − e−t/2

)
u(t) +

(
et/2 + e−t/2

)
u(t) + 2(et/2 − e−t/2)

∣∣∣
t=0

δ(t) (43)

=
(
et/2 − e−t/2

)
u(t) +

(
et/2 + e−t/2

)
u(t) + 2(1− 1)δ(t) (44)

= 2et/2u(t) (45)

(γʹ) Θα είναι

yzs(t) = x(t) ∗ h(t) =
∫ +∞

−∞
(2

(
eτ/2

)
u(τ))u(t− τ)dτ (46)

= 2

∫ +∞

−∞

(
eτ/2

)
u(τ)u(t− τ)dτ (47)

= 2

∫ t

0

(
eτ/2

)
dτ (48)

γιατί
u(τ)u(t− τ) = 1, 0 < τ < t (49)

οπότε

yzs(t) = 2

∫ t

0

(
eτ/2

)
dτ = 2(2eτ/2)

∣∣∣t
0
= 4et/2 − 4 = 4(et/2 − 1) (50)

για t > 0, δηλ.
yzs(t) = 4

(
et/2 − 1

)
u(t) (51)
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(δʹ) Το σύστηµα είναι ασταθές γιατί µια χαρακτηριστική του ϱίζα είναι ϑετική, η 1/2.

Θέµα 4 - Βαθµός: 35

Σας δίνεται το Σχήµα 1 που αναπαριστά ελλειπώς το ϕάσµα πλάτους και ϕάσης ενός πραγµατικού περιοδικού
σήµατος x(t).

Σχήµα 1: Φάσµατα πλάτους και ϕάσης Θέµατος 4.

Επίσης σας δίνονται οι εξής πληροφορίες :

(α)
1

2

∫ 2

0

x2(t)dt = 5, (ϐ) Xk = 0, |k| > 3, (γ)
∣∣∣∣12

∫ 2

0

x(t)e−j2π3 1
2
tdt

∣∣∣∣ = 1

Βρείτε το περιοδικό σήµα x(t) σε µορφή εκθετικής (20 µ.) και τριγωνοµετρικής (10 µ.) σειράς Fourier. Τι
ποσοστό της συνολικής ισχύος του περιοδικού σήµατος περιλαµβάνεται στους δυο πρώτους όρους (k = 1, 2) της
τριγωνοµετρικής σειράς Fourier (5 µ.) ;

Λύση:
Αφού το σήµα είναι πραγµατικό, τα ϕάσµατα πλάτους και ϕάσης ϑα έχουν άρτια και περιττή συµµετρία αντίστοι-
χα. Από αυτό, µπορούµε να ϐρούµε το ϕάσµα ϕάσης πλήρως, το οποίο ϑα είναι όπως στο Σχήµα 2.

Σχήµα 2: Συµπλήρωση ϕάσµατος ϕάσης Θέµατος 4.



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2024-25/Εξέταση Προόδου 7

Επίσης, µπορούµε να υποθέσουµε ότι το ϕάσµα πλάτους στις συχνότητες k = 1 και k = −1 ϑα έχει κάποια
τιµή a, κοινή και στις δυο συχνότητες λόγω άρτιας συµµετρίας. Το ίδιο και για τις συχνότητες k = 3 και k = −3,
έστω b η τιµή του συντελεστή τους στο ϕάσµα πλάτους. Οπότε µπορούµε να ϕτιάξουµε το Σχήµα 3 και Ϲητούµε
τα

|X1| = |X−1| = a, |X3| = |X−3| = b (52)

Σχήµα 3: Συµπλήρωση ϕάσµατος πλάτους Θέµατος 4.

Από τη σχέση
Xk = 0, |k| > 3 (53)

καταλαβαίνουµε ότι δεν υπάρχουν άλλες ϕασµατικές γραµµές παρά µόνο όσες ϐλέπουµε στα σχήµατα. Από τη
σχέση

1

2

∫ 2

0

x2(t)dt = 5 = Px (54)

καταλαβαίνουµε ότι πρόκειται για τη µέση ισχύ του περιοδικού σήµατος, η οποία ισούται µε 5, και αναγνωρίζουµε
και την περίοδο του σήµατος, T0 = 2, και τη ϑεµελιώδη συχνότητα, f0 = 1

2
. Από τη σχέση∣∣∣∣12

∫ 2

0

x(t)e−j2π3 1
2
tdt

∣∣∣∣ = 1 (55)

συγκρίνοντάς τη µε τη γενική µορφή των συντελεστών Xk

Xk =
1

T0

∫ T0

0

x(t)e−j2πkf0tdt (56)

καταλαβαίνουµε ότι πρόκειται για το συντελεστή X3, και συγκεκριµένα για το µέτρο του, δηλ.

|X3| = 1 (57)

και το οποίο ισούται µε τον άγνωστο b στο ϕάσµα πλάτους του Σχήµατος 3. Τέλος, από τη σχέση του Parseval

1

2

∫ 2

0

x2(t)dt =
3∑

k=−3

|Xk|2 = 5 (58)

και άρα

(
√
2)2 + a2 + a2 + b2 + b2 = 5 (59)
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2 + 2a2 + 2 · 12 = 5 (60)
4 + 2a2 = 5 (61)

2a2 = 1 (62)

a2 =
1

2
(63)

a =
1√
2

(64)

και άρα

a = |X1| = |X−1| =
1√
2
=

√
2

2
(65)

Οπότε τα ϕάσµατα είναι όπως στο Σχήµα 4.

Σχήµα 4: Πλήρη ϕάσµατα πλάτους και ϕάσης Θέµατος 4.

Από την πληροφορία των ϕασµάτων πλάτους και ϕάσης, η εκθετική σειρά Fourier γράφεται ως

x(t) =
√
2 +

3∑
k=−3,k ̸=0

Xke
j2πk 1

2
t (66)

=
√
2 +

3∑
k=−3,k ̸=0

Xke
jπkt (67)

=
√
2 + 1 · e−j8π/9e−jπ3t +

√
2

2
ej3π/4e−jπt + 1 · ej8π/9ejπ3t +

√
2

2
e−j3π/4ejπt (68)

και η τριγωνοµετρική σειρά Fourier ϑα είναι

x(t) =
√
2 + 1 · e−j8π/9e−jπ3t +

√
2

2
ej3π/4e−jπt + 1 · ej8π/9ejπ3t +

√
2

2
e−j3π/4ejπt (69)

=
√
2 +

√
2 cos

(
πt− 3π

4

)
+ 2 cos

(
π3t+

8π

9

)
(70)

Η τριγωνοµετρική σειρά Fourier έχει όρους για k = 0, k = 1, k = 3, άρα µόνο αυτοί συνεισφέρουν στη συνολική
ισχύ του περιοδικού σήµατος. Ο όρος για k = 2 έχει µηδενικό πλάτος, άρα η ισχύς του είναι µηδέν. Οπότε οι
δυο πρώτοι όροι (k = 1, k = 2) έχουν ισχύ

P1→2 =
2∑

k=1

A2
k

2
(71)
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µε Ak τα πλάτη των αντίστοιχων ηµιτονειδών όρων, οπότε

P1→2 =
(
√
2)2

2
+

02

2
= 1 (72)

Το ποσοστό της συνολικής ισχύος που περιλαµβάνεται στους δυο πρώτους όρους της τριγωνοµετρικής σειράς
Fourier είναι 1/5 = 0.2, δηλ. 20%.


