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Εξέταση Προόδου

Θέµα 1 - Βαθµός: 10

Σωστό ή λάθος ; ∆ικαιολογήστε επαρκώς. Απαντήσεις χωρίς αιτιολόγηση δε ϐαθµολογούνται.

i. (2 µ.) Η πολική µορφή του αριθµού −3 είναι η −3ejπ.

ii. (2 µ.) ΄Ενα πραγµατικό περιοδικό σήµα µε συντελεστές Fourier Xk περιλαµβάνει τους συντελεστές

X1 =
−1
j2π

, X−1 =
1

j2π
(1)

iii. (2 µ.) ΄Ενα ΓΧΑ σύστηµα που περιγράφεται από µια διαφορική εξίσωση έχει κρουστική απόκριση

h(t) = (2e−2t − 3e−3t)u(t)

η οποία χαρακτηρίζει το σύστηµα ως ασταθές.

iv. (2 µ.) Το πολυώνυµο z2 + 3z + 2 έχει δυο µιγαδικές ϱίζες.

v. (2 µ.) Ο µετασχ. Fourier του σήµατος
1

a+ j2πt

είναι
eafu(f)

Λύση:

i. Λάθος. Η πολική µορφή του είναι 3ejπ.

ii. Σωστό. Ισχύει X1 = X∗
−1, που είναι ιδιότητα των πραγµατικών σηµάτων.

iii. Λάθος. Οι χαρακτηριστικές ϱίζες (εκθέτες των όρων της κρουστικής απόκρισης) είναι αρνητικές, άρα το
σύστηµα είναι ευσταθές.

iv. Λάθος. ΄Εχει δυο πραγµατικές ϱίζες, z1 = −2, z2 = −1. Εναλλακτικά, επειδή κάθε πραγµατικός αριθµός
µπορεί να ιδωθεί ως µιγαδικός µε µηδενικό ϕανταστικό µέρος, η πρόταση αυτή µπορεί να ϑεωρηθεί και ως
‘‘Σωστή’’, αν εξηγηθεί επαρκώς.

v. Λάθος. Από την ιδιότητα της δυικότητας

e−atu(t)←→ 1

a+ j2πf
(2)

1

a+ j2πt
←→ eafu(−f) (3)
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Θέµα 2 - Βαθµός: 20

Ελέγξτε αν το παρακάτω σύστηµα

y(t) =
t

4− sin(x(t))
(4)

είναι

(αʹ) (5 µ.) γραµµικό,

(ϐʹ) (5 µ.) χρονικά αµετάβλητο,

(γʹ) (5 µ.) ευσταθές,

(δʹ) (2.5 µ.) αιτιατό, και

(εʹ) (2.5 µ.) δυναµικό

Λύση:

� Για να είναι το σύστηµα γραµµικό πρέπει να είναι οµογενές και αθροιστικό. Το σύστηµα δεν είναι οµογενές,
γιατί για είσοδο ax(t) η έξοδος είναι

yx(t):=ax(t)(t) =
t

4− sin(ax(t))
̸= a

t

4− sin(x(t))
(5)

και άρα δεν είναι οµογένές και αυτό συνεπάγεται ότι δεν είναι γραµµικό.

� ∆εν είναι Χ.Α. γιατί για είσοδο x(t− t0) η έξοδος είναι

yx(t):=x(t−t0)(t) =
t

4− sin(x(t− t0))
(6)

και η καθυστερηµένη έξοδος κατά t0 δίνεται ως

y(t− t0) =
t− t0

4− sin(x(t− t0))
(7)

Οι δυο έξοδοι δεν είναι ίδιες οπότε το σύστηµα είναι χρονικά αµετάβλητο.

� Το σύστηµα είναι ασταθές γιατί για

|x(t)| < Bx =⇒ |y(t)| = |t|
|4− sin(x(t))|

≤ |t|
|4− 1|

=
|t|
3
→ +∞ (8)

όταν t→ +∞, γιατί
| sin(x(t))| ≤ 1, ∀x(t) (9)

� Είναι αιτιατό γιατί η έξοδος εξαρτάται µόνο από την τρέχουσα τιµή της εισόδου και όχι από µελλοντικές.

� ∆εν είναι δυναµικό γιατί δεν απαιτείται µνήµη για την αποθηκευση άλλων χρονικών στιγµών (µελλοντικών
ή παρελθοντικών) της εισόδου ή της εξόδου.
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Θέµα 3 - Βαθµός: 25

΄Ενα σύστηµα περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση

d2

dt2
y(t) +

3

4

d

dt
y(t) +

1

8
y(t) = x(t) +

d

dt
x(t) (10)

και έχει αρχικές συνθήκες y(0−) = 1, d
dt
y(t)

∣∣∣
t=0−

= 0.

(αʹ) (7.5 µ.) Βρείτε την απόκριση µηδενικής εισόδου, yzi(t).

(ϐʹ) (10 µ.) Βρείτε την κρουστική του απόκριση, h(t).

(γʹ) (7.5 µ.) Βρείτε την απόκριση µηδενικής κατάστασης, yzs(t), για x(t) = δ(t)− δ(t− 2).

Λύση:

(αʹ) Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι της µορφής

λ2 +
3

4
λ+

1

8
(11)

και άρα οι χαρακτηριστικές ϱίζες είναι οι λ1 = −1
2

και λ2 = −1
4
. Οπότε η απόκριση µηδενικής εισόδου ϑα

είναι της µορφής
yzi(t) = c1e

−t/2 + c2e
−t/4, t > 0 (12)

Από τις αρχικές συνθήκες που µας δίνονται έχουµε

yzi(0
−) = 1 (13)

y′zi(0
−) = 0 (14)

Οπότε έχουµε το σύστηµα

yzi(0
−) = c1 + c2 = 1 (15)

y′zi(0
−) = −1

2
c1 −

1

4
c2 = 0 (16)

και λύνοντάς το έχουµε

c1 = −1 (17)
c2 = 2 (18)

Οπότε
yzi(t) =

[
− e−t/2 + 2e−t/4

]
u(t) (19)

(ϐʹ) Θεωρούµε το σύστηµα
d2

dt2
y(t) +

3

4

d

dt
y(t) +

1

8
y(t) = x(t) (20)

µε κρουστική απόκριση ho(t). Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι της µορφής

λ2 +
3

4
λ+

1

8
(21)
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και άρα οι χαρακτηριστικές ϱίζες είναι - όπως πριν - οι λ1 = −1/2 και λ2 = −1/4. Οπότε η κρουστική
απόκριση ϑα είναι της µορφής

ho(t) = c1e
−t/2 + c2e

−t/4, t > 0 (22)

Οι ψευδοαρχικές συνθήκες που εισάγει η συνάρτηση ∆έλτα είναι οι

ho(0
+) = 0 (23)

h′
o(0

+) = 1 (24)

Οπότε έχουµε το σύστηµα

ho(0
+) = c1 + c2 = 0 (25)

h′
o(0

+) = −1

2
c1 −

1

4
c2 = 1 (26)

και λύνοντάς το έχουµε

c1 = −4 (27)
c2 = 4 (28)

Οπότε
ho(t) = −4e−t/2 + 4e−t/4, t > 0 (29)

Για το δοθέν στην εκφώνηση σύστηµα, η κρουστική απόκριση ϑα είναι

h(t) = ho(t) +
d

dt
ho(t) = (3e−t/4 − 2e−t/2)u(t) (30)

(γʹ) Θα είναι

yzs(t) = x(t) ∗ h(t) = (δ(t)− δ(t− 2)) ∗ (3e−t/4 − 2e−t/2)u(t) (31)

= (3e−t/4 − 2e−t/2)u(t)− (3e−(t−2)/4 − 2e−(t−2)/2)u(t− 2) (32)

Εναλλακτικά, µπορεί να χρησµοποιηθεί ο ορισµός της συνέλιξης, που δίνει

yzs(t) = x(t) ∗ h(t) =
∫ +∞

−∞
(3e−τ/4 − 2e−τ/2)u(τ)(δ(t− τ)− δ(t− τ − 2)dτ (33)

=

∫ +∞

−∞
(3e−τ/4 − 2e−τ/2)u(τ)δ(t− τ)dτ −

∫ +∞

−∞
(3e−τ/4 − 2e−τ/2)u(τ)δ(t− τ − 2)dτ

(34)

= (3e−τ/4 − 2e−τ/2)u(τ)
∣∣∣
τ=t
− (3e−τ/4 − 2e−τ/2)u(τ)

∣∣∣
τ=t−2

(35)

= (3e−t/4 − 2e−t/2)u(t)− (3e−(t−2)/4 − 2e−(t−2)/2)u(t− 2) (36)

από την ιδιότητα της συνάρτησης ∆έλτα ∫ +∞

−∞
f(τ)δ(t− τ)dτ = f(t) (37)
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Θέµα 4 - Βαθµός: 25

∆είξτε ότι για το περιοδικό σήµα x(t) το οποίο σε µια περίοδο T0 = 2 δίνεται ως

xT0(t) = |t|, −
T0

2
< t <

T0

2
(38)

οι συντελεστές Fourier του είναι

X0 =
1

2
, Xk = −

2

π2k2
, k περιττά (39)

Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε ορισµό, ιδιότητες, ή/και οποιαδήποτε Ϲεύγη έτοιµων συντελεστών Fourier έχουµε
δει στο µάθηµα.

Λύση:
Το σήµα x(t) είναι ένας περιοδικός τριγωνικός παλµός y(t) - όπως τον έχουµε δει στις διαλέξεις και ϕαίνεται και
στο Σχήµα 1 - µετατοπισµένος προς τα δεξιά κατά µισή περίοδο, όπως στο Σχήµα 1 ξανά.

Σχήµα 1: Σήµατα Θέµατος 4.

Οι συντελεστές του σήµατος y(t) είναι γνωστοί από τις διαλέξεις ως

Yk =
2

π2k2
, k περιττά (40)

Από την ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης

x(t) = y

(
t− T0

2

)
←→ Yke

−j2πkf0T0/2 = Yke
−jπk = Yk(−1)k (41)

Αρα οι συντελεστές του περιοδικού σήµατος της εκφώνησης ϑα είναι

Xk = Yk(−1)k =
2

π2k2
(−1)k, k περιττά (42)

Αφού (−1)k = −1 για k περιττά, έχουµε

Xk = −
2

π2k2
, k περιττά (43)
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Για k = 0, έχουµε

X0 =
1

T0

∫
T0

x(t)dt =
1

2

∫ 0

−1

(−t)dt+ 1

2

∫ 1

0

tdt =
1

2

(
−t2

2

∣∣∣0
−1

+
t2

2

∣∣∣1
0

)
=

1

2
(44)

Εναλλακτική λύση: Η παράγωγος του περιοδικού σήµατος ϕαίνεται στο Σχήµα 2, µε το πλάτος των παλµών να
προκύπτει από το συντελεστή διεύθυνσης των ευθυγράµµων τµηµάτων που απαρτίζουν τον περιοδικό τριγωνικό
παλµό. Το σήµα παραγώγου x′(t) µας είναι γνωστό από τις διαλέξεις, και έχει συντελεστές Fourier

Σχήµα 2: Περιοδικό σήµα και παράγωγός του : Θέµα 4.

Xd
k =

2

πk
e−jπ/2, k περιττά (45)

Από την ιδιότητα της παραγώγισης/ολοκλήρωσης, λαµβάνοντας υπ΄όψη ότι f0 = 1
T0

= 1
2
, οι συντελεστές Fourier

του δοθέντος περιοδικού σήµατος ϑα είναι

Xk =
Xd

k

j2πkf0
=

2

(j2πkf0)πk
e−jπ/2 =

2

(jπk)πk
e−jπ/2 =

2

π2k2
e−jπ/2e−jπ/2 =

2

π2k2
ejπ = − 2

π2k2
, k περιττά (46)

γιατί 1/j = −j = e−jπ/2. Ο συντελεστής X0 υπολογίζεται ξανά ξεχωριστά όπως πριν.

Εναλλακτική λύση: Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον ορισµό και το τυπολόγιο :

Xk =
1

T0

∫ T0

0

x(t)e−j2πkf0tdt =
1

T0

∫ 0

−1

(−t)e−j2πkf0tdt+
1

T0

∫ 1

0

te−j2πkf0tdt (47)

=
1

2

∫ 0

−1

(−t)e−jπktdt+
1

2

∫ 1

0

te−jπktdt (48)

Από τυπολόγιο ξέρουµε ότι ∫ b

a

te−ctdt = e−ct

(
−ct− 1

c2

) ∣∣∣b
a

(49)
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κι έτσι, επειδή e±jπk = (−1)k,

Xk = −
1

2
e−jπkt

(
−jπkt− 1

(jπk)2

) ∣∣∣0
−1

+
1

2
e−jπkt

(
−jπkt− 1

(jπk)2

) ∣∣∣1
0

(50)

= −1

2

(
1

π2k2
− ejπk

(
jπk − 1

(jπk)2

))
+

1

2

(
e−jπk

(
−jπk − 1

(jπk)2

)
− 1

π2k2

)
(51)

= −1

2

(
1

π2k2
− (−1)k

(
jπk − 1

(jπk)2

))
+

1

2

(
(−1)k

(
−jπk − 1

(jπk)2

)
− 1

π2k2

)
(52)

= −1

2

(
1

π2k2
+ (−1)k

(
jπk − 1

π2k2

))
+

1

2

(
(−1)k

(
jπk + 1

π2k2

)
− 1

π2k2

)
(53)

= − 1

2π2k2
− 1

2
(−1)k jπk

π2k2
+

1

2
(−1)k 1

π2k2
+

1

2
(−1)k jπk

π2k2
+

1

2
(−1)k 1

π2k2
− 1

2π2k2
(54)

= − 1

π2k2
+ (−1)k 1

π2k2
(55)

= − 1

π2k2
(1− (−1)k) (56)

Για k περιττά, η παραπάνω σχέση γράφεται

Xk = −
2

π2k2
, k περιττά (57)

Θέµα 5 - Βαθµός: 30

Θεωρήστε µια µόνο περίοδο από το περιοδικό σήµα του προηγούµενου Θέµατος, δηλ. ϑεωρήστε το σήµα

x(t) = |t|, −1 < t < 1 (58)

= |t|rect
(
t

2

)
(59)

∆είξτε ότι ο Μετασχ. Fourier του είναι

X(f) = 2sinc(2f)− sinc2(f) (60)

Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε ορισµό, ιδιότητες, ή/και οποιαδήποτε Ϲεύγη έτοιµων µετασχηµατισµών Fourier
έχουµε δει στο µάθηµα.

Λύση:
Αν σχεδιάσουµε το σήµα και το παραγωγίσουµε, ϑα πάρουµε τα σήµατα του Σχήµατος 3. Η παράγωγος µπορεί
να γραφεί ως

d

dt
x(t) = δ(t+ 1)− rect

(
t+ 1

2

1

)
+ rect

(
t− 1

2

1

)
− δ(t− 1) (61)

Ο µετασχ. Fourier του ϑα είναι (από πίνακες)

F

{
d

dt
x(t)

}
= ej2πf − sinc(f)ejπf + sinc(f)e−jπf − e−jπf (62)

= 2j sin(2πf)− sinc(f)(ejπf − e−jπf ) (63)
= 2j sin(2πf)− sinc(f)2j sin(πf) (64)
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Σχήµα 3: Σήµα και παράγωγος Θέµατος 5.

= 2j(sin(2πf)− sinc(f) sin(πf)) (65)

Από την ιδιότητα της παραγώγισης

j2πfX(f) = 2j(sin(2πf)− sinc(f) sin(πf)) (66)
πfX(f) = sin(2πf)− sinc(f) sin(πf) (67)

X(f) =
sin(2πf)

πf
− sinc(f)

sin(πf)

πf
(68)

= 2sinc(2f)− sinc2(f) (69)

Εναλλακτική λύση: Μπορούµε να διασπάσουµε το σήµα σε δυο γνωστα µας σήµατα, όπως στο Σχήµα 4. Τα

Σχήµα 4: ∆ιάσπαση σηµατος Θέµατος 5.

σήµατα αυτά είναι γνωστά από τους πίνακες µας και µαζί µε το µετασχ. Fourier τους γράφονται ως

x1(t) = rect

(
t

2

)
←→ X1(f) = 2sinc(2f) (70)

x2(t) = −tri(t)←→ X2(f) = −sinc2(f) (71)

οπότε το δοθέν σήµα ϑα έχει µετασχ. Fourier

X(f) = 2sinc(2f)− sinc2(f) (72)
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Εναλλακτική λύση: Μπορούµε να γράψουµε το σήµα σπάζοντάς το σε δυο µέρη, το τµήµα του που ϐρίσκεται
στο ϑετικό ηµιάξονα και αυτό που ϐρίσκεται στον αρνητικό ηµιάξονα, δηλ.

x(t) = −trect
(
t+ 1

2

1

)
+ trect

(
t− 1

2

1

)
(73)

και από την ιδιότητα της παραγώγισης στη συχνότητα να έχουµε

X(f) = − j

2π

(
d

df
F

{
rect

(
t+ 1

2

1

)}
− d

df
F

{
rect

(
t+ 1

2

1

)})
(74)

= − j

2π

(
d

df

(
sinc(f)ejπf

)
− d

df

(
sinc(f)e−jπf

))
(75)

= − j

2π

(
d

df
(sinc(f)2j sin(πf))

)
(76)

=
1

π

(
d

df
(sinc(f) sin(πf))

)
(77)

=
1

π

(
d

df

(
sin2(πf)

πf

))
(78)

=
1

π

2π2f sin(πf) cos(πf)− π sin2(πf)

π2f 2
(79)

=
2πf sin(πf) cos(πf)− sin2(πf)

π2f 2
(80)

=
2πf sin(πf) cos(πf)

π2f 2
− sinc2(f) (81)

=
2 sin(πf) cos(πf)

πf
− sinc2(f) (82)

κι επειδή
2 sin(πf) cos(πf) = sin(2πf) (83)

εχουµε

X(f) =
sin(2πf)

πf
− sinc2(f) =

2 sin(2πf)

2πf
− sinc2(f) = 2sinc(2f)− sinc2(f) (84)

Εναλλακτική λύση: Μπορούµε - µε περισσότερο κόπο - να αναπτύξουµε την απόλυτη τιµή ως

x(t) = |t|rect
(
t

2

)
=


trect

(
t
2

)
, t > 0

−trect
(
t
2

)
, t < 0

= trect

(
t

2

)
u(t)− trect

(
t

2

)
u(−t) (85)

Εδώ πρέπει να παρατηρήσουµε ότι

rect

(
t

2

)
u(t) =


1, −1 < t < 1

0, αλλού

·


1, t > 0

0, t < 0

=


1, 0 < t < 1

0, αλλού

= rect

(
t− 1

2

1

)
(86)
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Αντίστοιχα,

rect

(
t

2

)
u(−t) =


1, −1 < t < 1

0, αλλού

·


1, t < 0

0, t > 0

= rect

(
t+ 1

2

1

)
(87)

οπότε

x(t) = −trect
(
t+ 1

2

1

)
+ trect

(
t− 1

2

1

)
(88)

και συνεχίζουµε όπως στην προηγούµενη λύση.

Εναλλακτική λύση: Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον ορισµό και το τυπολόγιο :

X(f) =

∫ +∞

−∞
x(t)e−j2πftdt =

∫ 0

−1

(−t)e−j2πftdt+

∫ 1

0

te−j2πftdt (89)

Από τυπολόγιο ξέρουµε ότι ∫ b

a

te−ctdt = e−ct

(
−ct− 1

c2

) ∣∣∣b
a

(90)

οπότε

X(f) = −e−j2πft

(
−j2πft− 1

(j2πf)2

) ∣∣∣0
−1

+ e−j2πft

(
−j2πft− 1

(j2πf)2

) ∣∣∣1
0

(91)

= − −1
−4π2f 2

+ ej2πf
(
j2πf − 1

−4π2f 2

)
+ e−j2πf

(
−j2πf − 1

−4π2f 2

)
− −1
−4π2f 2

(92)

= − 1

4π2f 2
− j2πfej2πf

1

4π2f 2
+ ej2πf

1

4π2f 2
+ j2πfe−j2πf 1

4π2f 2
+ e−j2πf 1

4π2f 2
− 1

4π2f 2
(93)

=
1

4π2f 2

(
−1− j2πfej2πf + ej2πf + j2πfe−j2πf + e−j2πf − 1

)
(94)

=
1

4π2f 2

(
−2 + j2πf(e−j2πf − ej2πf ) + (ej2πf + e−j2πf )

)
(95)

=
1

4π2f 2
(−2− j2πf2j sin(2πf) + 2 cos(2πf)) (96)

=
1

4π2f 2
(4πf sin(2πf) + 2(cos(2πf)− 1)) (97)

κι επειδή
cos(2x)− 1 = −2 sin2(x) (98)

έχουµε τελικά

X(f) =
1

4π2f 2

(
4πf sin(2πf)− 4 sin2(πf)

)
(99)

=
sin(2πf)

πf
− sin2(πf)

π2f 2
(100)

= 2sinc(2f)− sinc2(f) (101)


