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Εξέταση Προόδου και Λύσεις - ∆ιάρκεια: 2 ώρες

Επιτρέπεται να χρησιµοποιήσετε αριθµοµηχανή.

΄Ασκηση 1 - Βαθµός: 10

Ενα πραγµατικό περιοδικό σήµα όταν αναπτυχθεί σε εκθετική σειρά Fourier έχει συντελεστές

[X1, X2, X3, X4, X5 ] = [ 2e−jπ/5,
√
3ejπ/4, 2ejπ/12,

√
3e−jπ/5, ejπ/3 ] (1)

Πόση είναι η ισχύς Px του σήµατος ; Τι ποσοστό της συνολικής ισχύος του σήµατος οφείλεται στον πρώτο όρο της
τριγωνοµετρικής (ή µονόπλευρης) αναπαράστασής του σε Σειρά Fourier (δηλ. στο πρώτο ηµίτονο - k = 1);

Λύση:
Γνωρίζουµε ότι η ισχύς δίνεται ως

Px =
1

T0

∫
T0

|x(t)|2dt =
+∞∑

k=−∞
|Xk|2 (2)

Μας δίνονται µόνο οι συντελεστές για k > 0 αλλά εφ’οσον το σήµα είναι πραγµατικό, για k < 0 ϑα είναι οι συζυγείς
τους, και µάλιστα |Xk| = |X∗−k|. Από τη δεύτερη σχέση έχουµε

Px = 2
[
|2e−jπ/5|2 + |

√
3ejπ/4|2 + |2ejπ/12|2 + |

√
3e−jπ/5|2 + |ejπ/3|2

]
= 2(4 + 3 + 4 + 3 + 1) = 2× 15 = 30 (3)

Στο πρώτο ηµίτονο αντιστοιχούν οι συντελεστές X1, X−1 = X∗1 , οπότε για αυτά η ισχύς τους είναι 4 + 4 = 8, άρα το
ποσοστό είναι 8/30 ≈ 26%.

΄Ασκηση 2 - Βαθµός: 15

Λύστε την εξίσωση

2 cos(2π100t− π/3) + cos(2π100t+ π/4) = A cos(2πf0t+ φ)− 3 cos(2π100t− π/4) (4)

ως προς το άγνωστο ηµίτονο.

Λύση:
΄Εχουµε διαδοχικά

2 cos(2π100t− π/3) + cos(2π100t+ π/4) = A cos(2πf0t+ φ)− 3 cos(2π100t− π/4) (5)
A cos(2πf0t+ φ) = 2 cos(2π100t− π/3) + cos(2π100t+ π/4) + 3 cos(2π100t− π/4) (6)

<{Aejφej2πf0t} = <{2ejπ/3ej2π100t + ejπ/4ej2π100t + 3e−jπ/4ej2π100t} (7)

= <{(2ejπ/3 + ejπ/4 + 3e−jπ/4)ej2π100t} (8)

= <{(a+ jb)ej2π100t} (9)
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µε

a = 2 cos(π/3) + cos(π/4) + 3 cos(−π/4) = 2 cos(π/3) + 4 cos(π/4) = 1 + 2
√
2 (10)

b = 2 sin(π/3) + sin(π/4) + 3 sin(−π/4) = 2 sin(π/3)− 2 sin(π/4) =
√
3−
√
2 (11)

Οπότε
a+ jb = (1 + 2

√
2) + j(

√
3−
√
2) = 3.8284 + j0.3178 = 3.8416ej0.0263π (12)

Οπότε

A cos(2πf0t+ φ) = <{3.8416ej0.0263πej2π100t} (13)
= 3.8416 cos(2π100t+ 0.0263π) (14)

΄Ασκηση 3 - Βαθµός: 40

Για το περιοδικό σήµα x(t) το οποίο ϕαίνεται στο Σχήµα 1, δείξτε ότι οι συντελεστές της εκθετικής Σειράς Fourier του
δίνονται ως

Xk =


2

π2k2
e−jπ +

1

πk
e−jπ/2, k περιττό

1

πk
ejπ/2, k άρτιο

(15)

Συνίσταται να χρησιµοποιήσετε ιδιότητες.

...
...

0 tT0/2 T0-T0/2

 x(t)

2

-T0

...
...

0 tT0/2 T0-T0/2

 dx(t)/dt

-T0

4/T0

-2

Σχήµα 1: Σήµα x(t) ΄Ασκησης 3.

Λύση:
Παραγωγίζοντας το σήµα στο χρόνο ϑα έχουµε το περιοδικό σήµα του Σχήµατος 1. Αυτό µπορούµε εύκολα να το
διασπάσουµε σε δυο υποσήµατα, dx1(t)/dt και dx2(t)/dt. Το πρώτο είναι µια σειρά παλµών µε πλάτος 4/T0 και το
δεύτερο µια σειρά συναρτήσεων ∆έλτα µε τιµή −2. ΄Εχουµε

Xk1 =
4

T0

1

πk
e−jπ/2, k περιττά =

4

πkT0
e−jπ/2, k περιττά (16)
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από το τυπολόγιο. Το δεύτερο σήµα έχει συντελεστές

Xk2 =
1

T0

∫ T0

0
(−2δ(t− T0/2))e−j2πkf0tdt = −

2

T0
e−j2πkf0T0/2 = − 2

T0
e−jπk = − 2

T0
(−1)k ∀k (17)

από το τυπολόγιο και τις ιδιότητες της συνάρτησης ∆έλτα. Συνολικά

Xd = Xk1 +Xk2 =


4

πkT0
e−jπ/2 + 2

T0
, k περιττά

− 2
T0
, k άρτια

(18)

Από την ιδιότητα της ολοκλήρωσης, µπορούµε να ϐρούµε τους συντελεστές του αρχικού σήµατος, ως

Xk =


1

j2πkf0

(
4

πkT0
e−jπ/2 + 2

T0

)
, k περιττά

− 1
j2πkf0

2
T0
, k άρτια

=


2

jπ2k2
e−jπ/2 + 1

jπk , k περιττά

− 1
jπk , k άρτια

(19)

=


2

π2k2
e−jπ + 1

πke
−jπ/2, k περιττά

1
πke

jπ/2, k άρτια

(20)

Λύσεις µε τον ορισµό ή µε άλλη διάσπαση είναι αποδεκτές αλλά η παραπάνω λύση είναι η ευκολότερη.

΄Ασκηση 4 - Βαθµός: 15

Αναπτύξτε σε εκθετική Σειρά Fourier το σήµα:

x(t) = [6 + 2 cos (2π5t)] cos (2π100t)

και σχεδιάστε το ϕάσµα πλάτους και το ϕάσµα ϕάσης του.

Λύση:
Είναι

x(t) = [6 + 2 cos (2π5t)] cos (2π100t) = 6 cos(2π100t) + 2 cos(2π5t) cos(2π100t) (21)

= 3ej2π100t + 3e−j2π100t + (ej2π5t + e−j2π5t)
(1
2
ej2π100t +

1

2
e−j2π100t

)
(22)

= 3ej2π100t + 3e−j2π100t +
1

2
ej2π5tej2π100t +

1

2
ej2π5te−j2π100t +

1

2
e−j2π5tej2π100t +

1

2
e−j2π5te−j2π100t (23)

= 3ej2π100t + 3e−j2π100t +
1

2
ej2π105t +

1

2
e−j2π95t +

1

2
ej2π95t +

1

2
e−j2π105t (24)

Τα ϕάσµατα ϕαίνονται στο Σχήµα 2.

΄Ασκηση 5 - Βαθµός: 15

Αναπτύξτε σε τριγωνοµετρική (ή µονόπλευρη) Σειρά Fourier το σήµα του οποίου το ϕάσµα πλάτους και ϕάσης της
εκθετικής Σειράς Fourier ϕαίνεται στο παρακάτω Σχήµα 3.
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Σχήµα 2: Φάσµατα ΄Ασκησης 4.
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Σχήµα 3: Φάσµατα άσκησης 5.

Λύση:
΄Εχουµε

x(t) = 5 + 3ejπ/3ej2πf0t + 4ejπ/4ej2π2f0t + 3ej2π4f0t + 3e−jπ/3e−j2πf0t + 4e−jπ/4e−j2π2f0t + 3e−j2π4f0t (25)
= 5 + 6 cos(2πf0t+ π/3) + 8 cos(2π2f0t+ π/4) + 6 cos(2π4f0t) (26)

η οποία αποτελεί και τη Ϲητούµενη τριγωνοµετρική Σειρά Fourier.

΄Ασκηση 6 - Βαθµός: 20

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα

1.
∫ t

−∞
cos(τ)u(τ)dτ

2.
∫ t

−∞
cos(τ)δ(τ)dτ

3.
∫ +∞

−∞
cos(t)u(t− 1)δ(t)dt

4.
∫ 2π

0
t sin(t/2)δ(π − t)dt

Λύση:
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1. Αφού u(t) = 1, t > 0, έχουµε ∫ t

−∞
cos(τ)u(τ)dτ =

∫ t

0
cos(τ) · 1 dτ = sin(t) (27)

οπότε ∫ t

−∞
cos(τ)u(τ)dτ =


sin(t), t > 0

0, t < 0

(28)

2. Αφού cos(t)δ(t) = cos(0)δ(t), έχουµε

∫ t

−∞
cos(τ)δ(τ)dτ =

∫ t

−∞
cos(0)δ(τ)dτ =

∫ t

−∞
δ(τ)dτ =


1, t > 0

0, t < 0

= u(t) (29)

3. Αφού u(t− 1) = 1, t > 1, έχουµε∫ +∞

−∞
cos(t)u(t− 1)δ(t)dt =

∫ +∞

1
cos(t)δ(t)dt =

∫ +∞

1
cos(0)δ(t)dt =

∫ +∞

1
δ(t)dt = 0 (30)

αφού η συνάρτηση ∆έλτα εντός του ολοκληρώµατος ‘‘ζει’’ στο t = 0, που είναι εκτός διαστήµατος ολοκλήρωσης.
΄Αρα ∫ +∞

−∞
cos(t)u(t− 1)δ(t)dt = 0 ∀t (31)

4. Είναι∫ 2π

0
t sin(t/2)δ(π − t)dt =

∫ 2π

0
π sin(π/2)δ(π − t)dt =

∫ 2π

0
π · 1 · δ(π − t)dt = π

∫ 2π

0
δ(π − t)dt = π (32)

αφού η συνάρτηση ∆έλτα ϐρίσκεται στη ϑεση t = π.

Μονάδες : 115
΄Αριστα : 100


